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1. UVOD

Limovi se proizvode postupcima valjanja $to za posljedicu ima izrazenu teksturu. Pritom
se javlja orijentacijska ovisnost mehanic¢kih svojstava materijala odnosno anizotropija.
Vaznost opisa plasticne anizotropije kod predvidanja postupaka oblikovanja limova

prepoznata je kroz dugi niz godina.

Opcenito, plasticno deformiranje materijala moZe se opisati s dva razli¢ita pristupa:
polikristalnim na mikroskopskoj razini ili fenomenoloskim na makroskopskoj razini. Zbog svoje
jednostavnije matematicke forme, prikladnije numericke implementacije te jednostavne
prilagodbe razli¢itim materijalima, fenomenoloski pristup se ceSce primjenjuje u praksi.
Osnovne postavke fenomenoloskog pristupa su: uvjet tecenja kojim je odredena granica
elasticnog i plasticnog podrucja u prostoru naprezanja, zakon ocvrséivanja koji opisuje
promjenu uvjeta tedenja s napredovanjem procesa deformacije te plasti¢ni potencijal ciji
gradijent odreduje pravac promjene plastiCne deformacije. Pouzdani fenomenoloski
anizotropni elasto-plasticni modeli za limove zahtijevaju tocan opis pocetnog oblika
anizotropne plohe tecenja kao i tocan opis promjene njenog poloZaja, veliine i oblika tijekom
procesa deformiranja. Dosada su u literaturi predlozeni brojni fenomenoloski elasto-plasti¢ni
anizotropni modeli kojima je moguce opisati orijentacijsku ovisnost plasti¢nih karakteristika

limova.

Nakon najjednostavnijih izotropnih funkcija te¢enja koje su predlozili Tresca (1864),
von Mises (1913), Barlat i Richmond (1987) i drugi, razvijene su razli¢ite anizotropne funkcije
tecenja od jednostavne kvadraticne Hill (1948) (Hill (1948)) funkcije te¢enja do sloZenih
nekvadrati¢nih funkcija s velikim brojem parametara anizotropije, (Karafillis-Boyce (1993),
Barlat i sur. (1991), Barlat i sur. (2003), Barlat i sur. (2005), Lee i sur. (2017), Cazacu (2018)).
Veza izmedu naprezanja i deformacija u plasti¢cnom podruéju odredena je pretpostavljenim
pravilom tecenja. Ako se koristi pretpostavka o pridruzenom pravilu tecenja, funkcija tecenja
ista je kao plasti¢ni potencijal odnosno funkcija koja opisuje plasticni tok, dok su prema
pretpostavci o nepridruzenom pravilu te¢enja to dvije razliite funkcije. Uz pretpostavku o
nepridruzenom pravilu teéenja moguce je dobiti prihvatljiva predvidanja anizotropnog
ponasanja limova ako se koriste i jednostavnije funkcije naprezanja. Parametri anizotropije

funkcije tecenja/plastiénog potencijala koji se koriste za opis anizotropnog plasti¢nog



ponasanja limova odreduju se na temelju vrijednosti naprezanja tecenja i/ili Lankfordova
parametra koji se dobiju u pokusima jednoosnog rastezanja uzoraka lima razlicitih orijentacija
u odnosu na pravac valjanja. Lankfordov parametar predstavlja mjeru plasticnog toka a
definira se kao omjer prirasta stvarne plastiéne deformacije na pravcu Sirine i na pravcu
debljine uzorka u pokusu rastezanja. U modelima koji se temelje na nepridruzenom pravilu
teCenja, parametri anizotropije funkcije teenja mogu se kalibrirati na temelju vrijednosti
naprezanja tecenja dok se parametri anizotropije plasti¢nog potencijala kalibriraju na temelju
vrijednosti Lankfordova parametra. Donedavno su se omjer naprezanja tecenja i Lankfordov
parametar razmatrali kao konstantne veliCine koje se ne mijenjaju s napredovanjem plasti¢ne
deformacije (Cvitani¢ i sur. (2008), Wang i sur. (2009), Safaei i sur. (2013-b)) dok se u
najnovijim istraZivanjima razmatraju kao promjenjive veli¢ine (Safaei i sur. (2014),
Cai i sur. (2016), Lian i sur. (2017), Cvitanic¢ i Kovaci¢ (2017), Min i sur. (2017)). Za povecanje
pouzdanosti rezultata simulacija u predvidanju postupaka oblikovanja kao Sto je npr.
cilindricno duboko vucenje, u konstitutivnim modelima metala sve ce$¢e se usvaja
pretpostavka o nepridruzenom pravilu tecenja. Konstitutivne jednadzbe fenomenoloskog
elasto-plasticnog modela oévrséujuceg materijala moraju zadovoljavati uvjete poznate kao
uvjeti stabilnosti plasti¢nog toka. Autori Stoughton (2002), Stoughton i Yoon (2004,2006) te
Cvitanic i sur. (2008) su pokazali da je za konstitutivhe modele anizotropnih materijala opis
stabilnog ponasanja mogudée osigurati ako se nad konstitutivnim jednadzbama uvedu manje

zahtjevna ogranicenja od pridruzenog pravila tecenja.

U 2. poglavlju ovog rada razmatrane su osnovne znacajke anizotropnog ponasanja
limova te su prikazane osnove klasi¢ne teorije plasticnosti metala koja se temelji na
pretpostavci o pridruzenom pravilu teCenja. Radovi u kojima se razmatraju uvjeti stabilnosti
plasti¢nog toka uz pretpostavku o nepridruzenom pravilu tecenja prikazani su u poglavlju 3.
Kroz 4. poglavlje kronoloski su opisane razliite izotropne odnosno anizotropne funkcije
teéenja. Konstitutivni modeli koji koriste konstantne ili promjenjive parametre anizotropije te
pretpostavku o pridruzenom ili nepridruzenom pravilu te¢enja analizirani su u 5. poglavlju. U
zadnjem poglavlju razmatraju se rezultati simulacija cilindricnog dubokog vucenja dobiveni
koristenjem konstitutivnih modela koji su analizirani u prethodnim poglavljima. Na samome

kraju rada izneseni su zakljucci i smjernice za bududi rad.



2. OSNOVE ANIZOTROPNIH ELASTO-PLASTICNIH MODELA METALA

U ovom poglavlju predstavljene su osnove konstitutivnih jednadzbi klasi¢ne
fenomenoloske teorije plasti¢nosti metala. U prvom dijelu poglavlja objasnjeni su osnovni
pojmovi kao i osnovne znacajke ponasanja limova. U nastavku poglavlja objasnjen je pojam
plasticnog potencijala te su predstavljeni teoremi proizasli iz Druckerovog postulata
stabilnosti koji se koristi kao jedan od argumenata za koriStenje temeljne pretpostavke

klasi¢ne teorije plastinosti metala, pretpostavke o pridruzenom pravilu tec¢enja.

2.1. Osnovni pojmovi i opis plasti¢ne anizotropije

Pod djelovanjem vanjskih sila u materijalu nastaju naprezanja koja uzrokuju deformacije
odnosno promjenu njegova oblika i dimenzija. U ovisnosti o veli¢ini tih sila mogu nastati
elasti¢ne i/ili plasti¢ne deformacije u tijelu prilikom Cega je vazno naglasiti da obje deformacije
mogu biti ostvarene bez razaranja materijala. Ako po prestanku djelovanja sile materijal
poprimi svoj pocetni oblik, smatra se da je u tijelu nastala samo elasticna deformacija.
Linearno elasti¢nim tijelom nazivamo ono tijelo kojem je trenutno stanje u potpunosti
odredeno vidljivim varijablama stanja odnosno postoji jednoznacna linearna ovisnost tenzora
naprezanja o i tenzora elasticne deformacije €° koja se moZe zapisati u obliku poopcenog

Hookeova zakona

o =C°¢° (2.1)
gdje C¢ predstavlja tenzor elasti¢nosti Cetvrtoga reda. Ukoliko nakon djelovanja sila materijal
ostane trajno deformiran, kaze se da je nastupila plasti¢na deformacija. U ovom slucaju nije
dovoljno za odredivanje stanja naprezanja poznavati samo stanje deformacije veé je potreban
skup unutarnjih varijabli kojima se opisuje povijest optereéivanja. Ukupna deformacija € kod
ovakvog procesa moze se razloziti na povratnu elasti¢nu i nepovratnu plastiénu komponentu

te vrijedi izraz

€ =€P +€° (2.2)
gdje je €P tenzor plasticne a €° tenzor elastine deformacije. Konstitutivne jednadzbe

predstavljaju zakone kojima se opisuje ponasanje materijala uslijed optereéenja. Osnovna



konstitutivna jednadzba ovisnosti naprezanja i deformacije za slucaj elasto-plasticnog

ponasanja materijala moZze se zapisati u inkrementalnom obliku

do = C¢:de® = C¢: (de — deP) (2.3)
gdje se pretpostavlja neosjetljivost odgovora materijala na brzinu opteredivanja. U
konstitutivnim modelima koji se razmatraju u nastavku rada, pretpostavlja se da se skup
unutarnjih varijabli sastoji od tenzora plasti¢ne deformacije €? i varijable o¢vrscivanja ¢ koja
je skalarna veli¢ina. Za uklju¢ivanje dodatnih varijabli stanja u osnovnoj konstitutivnoj
jednadzbi naprezanje — deformacija, nuzno je postavljanje dodatnih konstitutivnih jednadzbi.
S obzirom na nepovrativost procesa plasticne deformacije, potrebno je formulirati uvjet

tecenja, pravilo tecenja, zakon ocvrscéivanja kao i uvjete opterecivanja-rasterecivanja.

Kada je ispunjen uvjet tecenja, pretpostavlja se da je nastupila plasti¢cna deformacija
materijala. Uvjet plasti¢nog tecenja zapisuje se koristenjem skalarne funkcije prema kojoj se
stanje naprezanja ¢ usporeduje s granicom naprezanja teCenja g,, odredenom u jednoosnom

pokusu rastezanja

F(o) = f,(6) —0,=0 (2.4)
gdje je F(a) uvjet tecenja a f,(a) funkcija tecenja. U prostoru naprezanja uvjet teCenja
predstavljen je zatvorenom hiperplohom koja se naziva ploha tecenja. Stanje naprezanja za
koje je ispunjen uvjet F(o) < 0 vrijedi za podruéje elasti¢nih deformacija dok za podrudje

plasti¢nih deformacija vrijedi F(a) = 0.

S napredovanjem plasticne deformacije ploha te¢enja podvrgnuta je promjenama. Bilo
kakva promjena uvjeta te¢enja s napredovanjem plasticne deformacije opisuje se zakonom
ocvrséivanja. Kod idealno plastiénog materijala pretpostavka je da se ploha tecenja ne mijenja
u prostoru naprezanja s napredovanjem plasticne deformacije. Ukoliko se ploha tecenja
mijenja jednako u svim smjerovima, takvu pojavu nazivamo izotropno ocvrséivanje. S druge
strane, mijenjanje polozaja plohe tecenja bez promjene veliCine i oblika zove se kinematsko
ocvrscivanje. Takvo ocvrséivanje opisuje tzv. Bauschingerov efekt odnosno pojavu smanjenja
granice tecenja pri promjeni smjera opterecivanja. Varijabla ocvrséivanja moze se definirati
prema principu ekvivalentnosti rada plasti¢nog deformiranja i u tom je sluéaju predstavljena

ekvivalentnom plasticnom deformacijom &P. Prema principu ekvivalentnosti rada plasti¢nog



deformiranja, za trajnu promjenu oblika promatranog volumena neovisno o iznosu i vrsti

opteredivanja, rad plasticnog deformiranja jednak je

c:deP = 0,dEP (2.5)
Postavljanje uvjeta opterecivanja-rasterecivanja nuzno je da bi se odredilo da li se za
stanje naprezanja na plohi tecenja radi o procesu plasticnog optereéivanja ili elasti¢nog
rasterecivanja. Za ocvrséujuci materijal uvjeti opterecivanja-rasterecivanja mogu se zapisati

prema slijede¢im izrazima

F(o,9) <0 -elasti¢an proces
F(a,¢) =0 afy, = (afy/aa): do >0 - plastiéno opteredivanje
F(o,9)=0 afy, = (Ofy/aa): do =0 - neutralno opterecivanje (26
F(o,9) =0  df, =(0f,/006):d6 <0 - elasti¢no rastereéivanje

pri ¢emu ¢ predstavlja skup unutarnjih varijabli. Za elasti¢an proces vrijedi d¢; = 0 odnosno
za plastican proces vrijedi dg; = 0. U prostoru naprezanja vektor df,, /da ima pravac i smjer
normale na tangencijalnu ravninu plohe tecenja. Iz toga slijedi da ¢e za uvjet plasticnog
opterecivanja df, > 0, inkrement naprezanja do biti usmjeren od plohe tecenja. Za uvjet
elastiCnog rasterecivanja df;, < 0, inkrement naprezanja ce biti usmjeren od plohe tecCenja
prema unutra, dok uvjet df,, = 0 vrijedi kada inkrement naprezanja leZi u ravnini koja tangira
plohu tecenja. S obzirom da za promjenu unutarnjih varijabli elasticCnog procesa vrijedi
dop; = 0, slijedi da se konstitutivne jednadzbe za tenzor plasticne deformacije i varijable

ocvrscéivanja mogu postaviti prema izrazima

deP = dAg (2.7)

do =dAig (2.8)
gdje su g i g kao tenzorska odnosno skalarna funkcija naprezanja a faktor proporcionalnosti
dA skalarna veli¢ina koja se naziva plasticni mnoZitelj ili parametar konzistentnosti. Za

parametar konzistentnosti vrijede uvjeti

dA>0zaF=0idf, >0 (2.9)
dA=0zaF=0idf, <0 (2.10)
dl=0zaF<O0 (2.11)



Iz prethodna tri izraza slijede tzv. Kuhn-Tuckerovi uvjeti komplementarnosti

dA=0 , F<0, dAF=0 (2.12)
Navedenim uvjetima iz izraza (2.12) postavlja se zahtjev da trenutno stanje naprezanja
zadovoljava uvjet tecenja te da je proces plasti¢ne deformacije moguc samo za stanja na plohi
tecenja. Slijedi da za stanje na plohi tecenja, za koje je ispunjen uvjet plasti¢cnog opterecivanja,

mora vrijediti dF = 0 iz ¢ega proizlazi uvjet konzistentnosti

dAdF =0 (2.13)
Prema uvjetu (2.13) opterecivanje iz plasti¢no deformiranog stanja za posljedicu ¢e imati novo

plasti¢no deformirano stanje za koje stanje naprezanja lezi na novoj plohi tecenja.

Oblikovanje odnosno plasti¢no deformiranje polikristalnih materijala u hladnom stanju
rezultira usmjerenim izduZivanjem zrna u pravcu intenzivnog tecenja Sto uzrokuje pojavu
orijentirane (usmjerene) strukture koja se naziva tekstura (Duplanci¢ (2007)). Tekstura se u
materijalu razvija za vrijeme procesa obrade a najizrazenija je u postupku hladnog valjanja
limova te kod istiskivanja i provlacenja. Ovisna je o kemijskom sastavu kao i o mehanickim te
toplinskim postupcima a osim postupkom deformacije, tekstura moZe nastati i kao posljedica
rekristalizacije nastale tijekom ili nakon procesa valjanja. Kod limova s naglaSenom teksturom,
kao posljedica javlja se orijentacijska ovisnost mehanickih svojstava materijala koja se naziva
anizotropija. Kod limova anizotropija je ortotropna s osima simetrije postupka valjanja kako

je prikazano na slici 2.1.

normalni

pravac
poprecni
/ pravac

pravac
valjanja

Slika 2.1. Osi ortotropije lima

Anizotropija plasticnih svojstava, kao sto su naprezanje tecenja o, te mjera plasticnog toka,

je izrazena kod limova. S druge strane anizotropija elasti¢nih svojstava moze se zanemariti



tako da se elasti¢no ponasanje limova moZe smatrati izotropnim. Plasti¢na svojstva materijala
u pokusu jednoosnog rastezanja materijala ovisna su o kutu 8 koji os uzorka lima zatvara s
referentnim pravcem (najéeS¢e pravac valjanja). Mjera anizotropije plasticnog toka
predstavljena je Lankfordovim parametrom 1y, poznatim joS i kao parametar plasticne
anizotropije. Lankfordovim parametrom opisuje se otpor materijala stanjivanju ili lokalizaciji
deformacije koja prethodi lomu kod rastezanja uzoraka lima. Definira se kao omjer
logaritamske mjere stvarne plasticne deformacije na pravcu Sirine 85’2 i debljine uzorka 83?3 u

jednoosnom testu rastezanja prema izrazu
b
_in(g)

2] - ln(%) ,

gdjesu b iby odnosno tity konacna i pocetna Sirina odnosno debljina uzorka. Zbog poteskoca

P

_ &

Tg = —p
€33

(2.14)

pri mjerenju debljine uzorka i na temelju uvjeta plasti¢ne nestlacivosti efl + 852 + 83?3 =0,

izraz (2.14) se prevodi u

14
€22

_(552 + €f1)

= " <b£°> (2.15)
o () @),

gdje su [ i l, konacna i poCetna mjerna duljina uzorka a efl logaritamska mjera stvarne

T =

plastiéne deformacije na pravcu duljine uzorka. Uobiéajeno je da se ispitivanje anizotropije
lima provodi rastezanjem uzoraka gdje se pri produljenju od 15% mjeri postignuta duljina i
Sirina uzorka. Kako se anizotropna plasti¢na svojstva razlikuju za razli¢ite smjerove, moze se
dobiti orijentacijska ovisnost naprezanja tecenja i Lankfordova parametra u odnosu na pravac
valjanja. Nadalje, ako su vrijednosti Lankfordova parametra za uzorke svih orijentacija
priblizno jednake ali ipak razli¢ite od jedan, stanje se naziva tzv. stanje normalne anizotropije.

Pritom se parametar normalne anizotropije © racuna pomocu izraza

2
== 7o + 7:41_-5 + T90 (216)

gdje 19,145 | T9g predstavljaju vrijednosti Lankfordova parametra za uzorke lima rezane pod

kutovima 0°, 45° i 90° u odnosu na pravac valjanja. Ukoliko se promjena vrijednosti

Lankfordova parametra ne moze zanemariti, radi se o stanju tzv. ravninske anizotropije pri



¢emu se promjena Lankfordova parametra Cesto opisuje parametrom ravninske anizotropije

Ar definiranom prema izrazu

g — 214c + T
Ar = -2 ;5 920 (2.17)

Za anizotropne materijale vrijedi 7 # 1 i Ar # 0. Limovi kod kojih je 7 > 1 i Ar = 0, pogodni

su za obradu dubokim vu¢enjem, (Duplanci¢ (2007)). Ukoliko se radi o izotropnom materijalu,
vrijednosti deformacije na pravcu Sirine i pravcu debljine su jednake, stoga za sve vrijednosti

kuta 8 prema izrazu (2.14) vrijedi r9=1, te iz izraza (2.16) i (2.17) slijedidajer = 1i Ar = 0.

Prema 1SO010113:2006 standardu, Lankfordov parametar se ra¢una kao konstanta ili kao
inkrementalna veli¢ina. Prijedlog je da se za odredeni inkrement uzduine plasticne
deformacije vrsi linearna regresija na uskom podrucju izmedu dvije granice pri ¢emu se iz
nagiba pravca racuna inkrementalna vrijednost Lankfordova parametra. Ovakav pristup uzima
u obzir promjenu Lankfordova parametra s napredovanjem plasticne deformacije. Ako se
linearna regresija vrsi na cijelom podrucju deformacije, iz nagiba pravca dobije se konstantna

vrijednost Lankfordova parametra za cijelo podrudje.

2.2. Teorija plasti¢nog potencijala

Na tragu teorije elasti¢nosti i postojanju elasti¢ne potencijalne funkcije, von Mises 1928.
godine predstavlja tzv. teoriju plasticnog potencijala. Von Mises, a naknadno i Hill (1950),
zasnivaju teoriju na postojanju plasticnog potencijala te predlazu jednadzbu promjene

tenzora plasti¢ne deformacije u obliku

deP = d/lafp—@ (2.18)
Jdo

gdje f,(0) predstavlja plasticnu potencijalnu funkciju dok je faktor proporcionalnosti d4,
poznat kao plasticni mnoZitelj ili parametar konzistentnosti, skalarna pozitivna veli¢ina koja
poprima vrijednosti razli¢ite od nule kada je ispunjen uvjet te¢enja i kada postoji plasti¢na
deformacija kako je pokazano u poglavlju 2.1. Funkcija plastiénog potencijala u prostoru
glavnih naprezanja predstavlja zatvorenu hiperplohu koja se naziva ploha plasticnog
potencijala. Promjena plasticne deformacije d€P u prostoru naprezanja predstavljena je s
vektorom okomitim na ravninu koja tangira plohu plasti¢cnog potencijala. Drucker (1951) je

pokazao kako za stabilan océvrs¢ujuéi materijal inkrement plasticne deformacije deP ima
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pravac i smjer normale na ravninu koja tangira plohu tecenja Sto je detaljno opisano u
poglavlju 2.3. Iz navedenog slijedi uobicajena pretpostavka klasi¢ne teorije plasti¢nosti metala
prema kojoj je funkcija tecenja f, jednaka funkciji plasticnog potencijala f, pa vrijedi
fp(0) = f,(0), slika 2.2.a. Takva pretpostavka naziva se pridruZeno pravilo tecenja

(eng. associated flow rule, AFR) paizraz (2.18) prelazi u

deP = d/lafg—((:’) (2.19)

a) b)

0'2 A afy(o')
fy(@) do

21,
e

Slika 2.2.Geometrijska interpretacija za ravninsko stanje naprezanja: a) pridruzenog pravila

tecCenja, b) nepridruzenog pravila tecenja

Nasuprot tome, nepridruZeno pravilo te¢enja (eng. non-associated flow rule, NAFR), prikazano
na slici 2.2.b, uklanja ogranicenje jednakosti funkcije te€enja i funkcije plasti¢nog potencijala
usvojene kod pridruZenog pravila te¢enja, odnosno vrijedi f,(0) # f,(d). U skladu s tim,
funkcija tecenja definira granicu elasti¢nog i plasticnog podrudja dok gradijent funkcije
plastiénog potencijala definira pravac plasti¢nog toka. S obzirom na mnogobrojne prednosti
koje nudi ovakav pristup, u novije vrijeme se sve viSe pozornosti posvecéuje razvoju i primjeni
modela temeljenih na pretpostavci o nepridruzenom pravilu tecenja. U 3. poglavlju
razmatrani su argumenti koji opravdavaju upotrebu pristupa koji razlikuje funkciju tecenja i
funkciju plastiénog potencijala te su istaknute prednosti koriStenja ovakvog pristupa u

konstitutivnim modelima anizotropnih materijala.



2.3. Druckerov postulat stabilnosti

Primjena pridruZenog pravila teCenja pretpostavlja najjednostavniji odnos funkcije
tecenja i plastiCnog potencijala. Jedan od argumenata za koriStenje pretpostavke o
pridruZenom pravilu tecenja je tzv. Druckerov postulat stabilnosti (Drucker (1950),
Drucker (1951)), koji se uzima kao polazna tocka kod izvodenja veze naprezanje — deformacija

a koji je objasnjen u nastavku.

U pokusu jednoosnog rastezanja plasti¢cno ocvrscujuceg materijala vrijedi da pri
monotonom porastu plasticne deformacije monotono raste i naprezanje tecenja. Kod
stabilnog ponaSanja materijala, za prirast naprezanja do > 0 vrijedi de > 0 odnosno
dode > 0, kako je prikazano na slici 2.3.a. S druge strane, na slici 2.3.b prikazano je nestabilno
ponasanje materijala kod kojeg je prirast deformacije de > 0 mogué samo uz negativan prirast

naprezanja do < 0, pa vrijedi dode < 0.

a) b)
o o .
stabilan nestabilan
do m
<>
de \ 7 de
dode >0
dode <0
é £

Slika 2.3. Dijagram ovisnosti naprezanja o deformaciji: a) stabilnog, b) nestabilnog materijala

Temeljem razmatranja jednoosnog pokusa rastezanja, iz medusobne ovisnosti naprezanja o

plasti¢noj deformaciji, moze se zakljuciti da vrijedi slijedeée

dodeP > 0 — plasti¢no ocvrscujuci materijal,
dodeP = 0 —idealno plastican materijal, (2.20)

dodeP < 0 - plastiéno omeksavajuci materijal.

Na slici 2.4.a. prikazan je dijagram jednoosnog pokusa rastezanja plastiéno-ocvrséujuceg
materijala. Nakon prethodne elasti¢ne i/ili plasticne deformacije u materijalu je prisutno

naprezanje o* prikazano tockom A. Materijal se dodatno opterecuje, ¢ime naprezanje u
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materijalu doseze vrijednost o u tocki B. Daljnjim opterecéivanjem materijala naprezanje
doseze vrijednost 0 + do u tocki C a inkrement naprezanja do uzrokuje dodatnu deformaciju
u materijalu de . Rastereéivanjem materijala, vrijednost naprezanja ponovno iznosi o™ (tocka
D). Materijal je prosao kroz ciklus primjene i uklanjanja dodatnog opteredéenja tzv. ciklus
opterecenje-rasterecenje odnosno ciklus naprezanja. Na slici 2.4.b prikazan je ciklus
optereéenje-rastere¢enje omeksavajuceg materijala. Pove¢anjem optereéenja, naprezanje u
materijalu prvo doseze vrijednost o u tocki B. Da bi postigao vrijednost naprezanja u tocki C
materijal se mora rasteretiti no smanjenjem optereéenja materijal ¢e doZivjeti elasti¢ni povrat
te ¢e se vratiti u tocku A. OCcito je da je potrebno kontrolom pomaka (deformacije) postiéi
naprezanje o + do u tocki C gdje inkrement naprezanja ima negativan predznak do < 0.
Daljnjim smanjenjem opterecenja, naprezanje iz tocke C postiéi ¢e vrijednost naprezanja u
tocki D ¢ime se zavrSava ciklus optereéenje-rastereéenje.

a) b)

Slika 2.4. Ciklus opterecenje-rasterecenje: a) ocvrséujuéeg, b) omeksavajuceg materijala

UmnoZak dode = do(de® + deP) ima dimenziju rada po jedinici volumena koji se izvrsi
za vrijeme primjene dodatnog opterecenja u razmatranom ciklusu uz pretpostavku da
opterecenje krece od stanja naprezanja na plohi teenja. Kako je umnozak dode® uvijek
pozitivan ili jednak nuli, dovoljno je razmatrati samo dio rada uzrokovan plasticnom

deformacijom. MozZe se uociti da za materijale koji o€vrsc¢uju plasticnom deformacijom vrijedi

dode >0 dode? = 0 (2.21)

odnosno, za idealno plasti¢ne materijale

dode =0 dodeP =0 (2.22)
Iz navedenog, moze se zakljuciti da za plasticno ocvrsc¢ujuci te idealno plastican materijal

vrijedi tzv. Druckerova nejednakost
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dodeP > 0 (2.23)
Druckerov postulat stabilnosti izveden je poopéenjem razmatranja dijagrama rastezanja
ocvrs¢éujuéeg materijala na troosno stanje naprezanja. Navedeni postulat vrijedi samo za
ocvrséujuée materijale pa se naziva i Druckerov postulat oévrséivanja. Prema Druckerovom
postulatu, uvjeti koji definiraju materijale koji o¢vrscuju plasticnom deformacijom, odnosno

stabilne materijale, su sljededi:

e Primjenom dodatnog naprezanja do , rad dodatnog opterecenja uvijek je pozitivan

do:de >0 (2.24)
e Rad dodatnog opterecenja u ciklusu opterecenje-rasterecenje je nenegativan

odnosno vrijedi da je pozitivan ili jednak nuli

W = jg(a —0"):de=>0 (2.25)

U gornjem izrazu, ciklus optereéenja krece od proizvoljnog stanja naprezanja ¢ a integracija
se vrSi po zatvorenoj putanji u prostoru naprezanja. U ciklusu optereéenja vrijedi
de = de° + deP, odnosno ukupna deformacija de jednaka je zbroju elasticne i plasti¢ne
deformacije. Ako je ciklus elastic¢an proces, rad iz izraza (2.25) jednak je nuli dok ¢e pozitivan

rad biti ostvaren u ciklusu koji ukljucuje plasti¢nu deformaciju.

Rad dodatnog opteredivanja prema izrazu (2.25) u ciklusu opterecivanje—rasterecivanje
koji uklju€uje plasti¢an proces, svodi se na rad u intervalu vremena t; — t, u kojem se odvija
plasti¢an proces

t2

W = jg(o— o*):&dt = f(o —0"):€Pdt >0 (2.26)
tq

Kako je prikazano u literaturi (Khan i Huang (1995), Cvitani¢ (2006)), zadovoljavanje
nejednakosti (2.26) ima za posljedicu uvjet

(6 —0%):de? >0 (2.27)
kada je pocetno naprezanje 6" dovoljno daleko od stanja o, odnosno kada vrijedi
o — o # 0. Odabirom pocetnog stanja naprezanja na plohi tecenja takvog da vrijedi
6" = 0, izraz (2.25) se prevodi u uvjet

do:de? >0 (2.28)
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¢ime je zadovoljen i uvjet do:de > 0. Kao posljedica zadovoljavanja uvjeta stabilnog
ponasanja materijala prema Druckerovu postulatu odnosno zadovoljavanja uvjeta (2.27) i

(2.28), mogu se dokazati tri teorema:

e teorem o pridruZenom pravilu tecenja,
e teorem o konveksnosti plohe tecenja,

e teorem o maksimumu rada plasticnog deformiranja.

2.3.1. Teorem o pridruzenom pravilu te¢enja

U prostoru naprezanja vektor inkrementa plasticne deformacije d€P mora imati pravac i smjer

gradijenta funkcije tecenja 0f, /00 u tocki koja predstavlja trenutno stanje naprezanja o.

Ako se za stanje na plohi tecenja, koja razdvaja elasti¢na stanja od plasti¢nih, pretpostavi
djelovanje inkrementa naprezanja do, plasticna deformacija ¢e nastati samo ako je inkrement
naprezanja usmjeren od plohe te¢enja prema van. Inkrement naprezanja do moZe se razloziti

na dvije komponente

do = do™ + dcot (2.29)
gdje je do™ normalna komponenta a dot tangencijalna komponenta kao §to je prikazano na
slici 2.5. Prema uvjetu kontinuiteta, plasticna deformacija de? mora biti jednaka nuli kada
naprezanje do leZi u tangencijalnoj ravnini razmatrane tocke na plohi tecenja. Drugim
rije¢ima, plasti¢na deformacija je posljedica isklju¢ivo normalne komponente naprezanja do™

dok inkrement naprezanja dot uzrokuje samo elasti¢nu deformaciju d€ stoga vrijedi

do:deP = (do™ + dot):deP = do™: de? > 0 (2.30)

dot:de? =0 (2.31)
Jedini slucaj kada do: deP ne moZe poprimiti negativnu vrijednost za bilo koji inkrement
naprezanja do jest kada vektor d€P ima pravac gradijenta na plohu tecenja, odnosno izraz
(2.31) ¢e biti ispunjen za de* na proizvoljnom pravcu u tangencijalnoj ravnini samo ako vektor

de€P lezi na normali n okomitoj na tangencijalnu ravninu plohe tecenja

0
der = ax L (2.32)
Jdo

pri ¢emu je plasticni mnozitelj dA skalarna pozitivna veli¢ina. MoZe se zakljuciti da je pravac
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vektora plasti¢éne deformacije de? jedinstveno odreden trenutnim stanjem naprezanja. Na
temelju navedenog, posljedica zadovoljavanja Druckerova postulata je tzv. pridruzeno pravilo

tecenja ili zakon okomitosti (normalnosti).

de

F

d 6_[t)’/
.

.

.
.

{0

dcf

yield surface

Slika 2.5. Razlaganje inkrementa naprezanja (Khan i Huang (1995))

2.3.2. Teorem o konveksnosti plohe tecenja

Ploha tecenja ne smije na niti jednom mjestu biti konkavna. Na svim dijelovima ploha tecenja

mora biti konveksna.

Teorem se moze izvesti za slucaj kada vrijedi pretpostavka o pridruzenom pravilu
teCenja prema kojoj vektor inkrementa plasticne deformacije de€P ima pravac i smjer
gradijenta na plohu tecenja. Ukoliko u prostoru naprezanja postoji stanje naprezanja ¢* koje
lezi s vanjske strane tangente, kao Sto je prikazano na slici 2.6., nejednakost
(o0 — 6*):d€P > 0 nije zadovoljena. Drugim rije¢ima, moze se zakljuditi da vektor (6 — 6*) ne

smije dvaput sjeéi plohu tecenja, stoga ploha tecenja mora biti konveksna.

konkavna ploha tecenja de?

tangenta _

konveksna ploha tecenja

Slika 2.6. Konveksnost plohe tecenja
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2.3.3. Teorem o maksimumu rada plasti¢nog deformiranja

Rad plasticnog deformiranja stvarnih naprezanja o pri proizvolinom prirastu plasticne
deformacije d€P veci je od rada bilo kojeg drugog naprezanja ¢* koje zadovoljava uvjet

tecenja.
Izraz (2.27) moZe se zapisati kao

o:deP > o*: d€P (2.33)
i predstavlja princip maksimuma plasti¢ne disipacije. Po ovom principu, od svih mogucih stanja
naprezanja ¢* koja zadovoljavaju uvjet tecenja, stvarno stanje naprezanja je ono koje zahtjeva
maksimalni plasti¢ni rad (Hill (1948-a), Hill (1950)). Zadovoljavanje nejednakosti (2.27) nuzan
je no ne i dovoljan uvjet za ispunjavanje Druckerova postulata te vrijedi da ovu nejednakost
mogu ispuniti i materijali koji ne oévrséuju plasticnom deformacijom, odnosno omeksavajudi
materijali Sto je pokazano i u Cvitanié (2006) razmatranjem mogudih ovisnosti naprezanja o
deformaciji u jednoosnom pokusu rastezanja. Lubarda i sur. (1996) su na nekoliko primjera
opteredivanja i rasterec¢ivanja materijala u oc¢vrséujuéem odnosno omeksavaju¢em stanju,
pokazali da nejednakosti Druckerovog postulata mogu ispuniti i neki drugi ciklusi i uvjeti

opteredivanja.
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3. NEPRIDRUZENO PRAVILO TECENJA

Veza izmedu naprezanja i deformacija u plastichom podruéju odredena je
pretpostavljenim pravilom tecenja. Za povedéanje pouzdanosti rezultata simulacija, u
konstitutivnim modelima metala sve ¢esS¢e se usvaja pretpostavka o nepridruzenom pravilu
teCenja. Primjena nepridruZzenog pravila teenja zahtjeva preispitivanje osnovnih postulata
klasi¢ne teorije plasti¢nosti na temelju kojih je izvedena pretpostavka o pridruzenom pravilu

tecenja.

Druckerov postulat stabilnosti, prethodno opisan u poglavlju 2.3., na temelju kojeg se
moze izvesti pretpostavka o pridruzenom pravilu tecenja jedan je od osnovnih argumenata za
koristenje ovog pravila. Pretpostavka o pridruzenom pravilu tecenja temelji se i na
opceprihvadenim opazanjima u eksperimentima prema kojima je kod metala granica tecenja
neosjetljiva na hidrostaticki pritisak pri ¢emu je trajna plasticna promjena volumena
zanemariva. Navedene zakljuc¢ke na temelju pokusa optereé¢enja metala pod velikim pritiskom
izveo je Bridgman (1947). Prema radu Bishop i Hill (1951-b), smatra se da je za Taylorov
odnosno Bishop-Hill polikristalni model pretpostavka o pridruzenom pravilu te€enja ispravna.
NapusStanjem pretpostavke o pridruzenom pravilu tecenja, funkcija te€enja i plasticni
potencijal opisuju se s dvije zasebne funkcije. lako je primjenu nepridruzenog pravila tecenja
razmatrao josS Melan (1938), ovakav pristup je donedavno ostao ograni¢en samo na neke
materijale kao Sto su beton i geoloski materijali, kod kojih je nastanak plasti¢cne deformacije
dijelom uvjetovan makroskopskim procesima koji ovise o hidrostatickom naprezanju.
Spitzig i Richmond (1984) su na temelju razmatranja jednoosnih pokusa rastezanja i sabijanja
uz narinuti pritisak, pokazali da se ponasanje nekih metala ne moze opisati modelima koji
koriste pretpostavku o pridruzenom pravilu tecenja. Lee (1988) je opravdao prethodno
spomenute zakljuéke Spitziga i Richmonda modelom koji uzima u obzir pretpostavku o
nepridruzenom pravilu te¢enja. Mroz (1963) je pokazao da je pretpostavka o pridruzenom
pravilu tecenja dovoljan uvjet za opis stabilnog ponasanja materijala, no ne i nuzan.
Razmatrao je uvjete jedinstvenosti rjeSenja kada se koristi pretpostavka o nepridruzenom
pravilu tecenja, Sto je razmatrano i u radovima Hill (1958) te Runesson i Mroz (1989). U
novije vrijeme, Stoughton (2002) objedinjuje teorijska razmatranja prema kojima je osiguran

opis stabilnog ponasanja materijala kada se nad konstitutivnim zakonima uvedu neka druga
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ograni¢enja umjesto ogranicenja jednakosti funkcije tecenja i plasticnog potencijala. Autor
razvija konstitutivni model za ortotropne materijale neosjetljiv na hidrostaticko naprezanje
koji se temelji na kvadrati¢noj ortotropnoj Hill (1948) funkciji naprezanja uz pretpostavku o
nepridruzenom pravilu te¢enja. Pri tome su funkcija tecenja i funkcija plasti¢nog potencijala
dvije neovisne funkcije naprezanja kojima su parametri odredeni iz razli¢itih skupova
podataka. Parametri Hill (1948) funkcije te¢enja odredeni su na temelju naprezanja tecenja, a
parametri Hill (1948) plasti¢nog potencijala odredeni su na temelju podataka o plasticnom
toku odnosno vrijednosti Lankfordova parametra. Svojim modelom pokazao je
zadovoljavajuéa predvidanja orijentacijske ovisnosti naprezanja tecenja odnosno Lankfordova
parametra za dvije aluminijske legure, Al 2008-T4 i Al 2024-T3. Daljnja poboljsanja ostvarili su
Stoughton i Yoon (2004). Nadogradnjom modela iz rada Stoughton (2002), razvili su modele
koji se temelje na asimetri¢noj anizotropnoj funkciji teCenja s komponentom kojom se iskazuje
utjecaj hidrostatickog naprezanja na naprezanje te¢enja uz pretpostavku o nepridruzenom
pravilu tecenja. Pokazali su kako razvijeni modeli daju bolje rezultate u predvidanju
orijentacijske ovisnosti naprezanja tecenja u vlaku i tlaku te Lankfordova parametra nego
modeli koji se temelje na pretpostavci o pridruzenom pravilu tecenja. Modele su testirali na
temelju eksperimentalnih podataka dviju aluminijskih legura koje pokazuju razliku naprezanja
tecenja u vlaku i tlaku. Razmatrali su uvjete stabilnosti i u radu Stoughton i Yoon (2006).
Potvrdili su prethodno spomenute argumente kako je pretpostavka o pridruzenom pravilu
tecenja dovoljan ali ne i nuzan uvjet za stabilnost plasti¢nog toka. Uvjete stabilnosti plasticnog
toka razmatrali su za poopceni model materijala temeljen na nepridruzenom pravilu teéenja
neovisan o brzini deformiranja i temperaturi uz pretpostavku o izotropnom ocvrséivanju
prilikom ¢ega su objedinili sve zaklju¢ke donesene u prethodnim radovima Stoughton (2002)
te Stoughton i Yoon (2004). Ogranicenja koja su razmatrali u svom radu izvedena su za
najopcenitiju funkciju tecenja i plasti¢ni potencijali tako da bilo koji model temeljen na
nepridruzenom pravilu teéenja a koji zadovoljava razmatrana ograni¢enja bude bezuvjetno
stabilan. U radovima Cvitani¢ (2006) te Cvitanic i sur., (2008) razvijeni su modeli koji se
temelje na kvadrati¢noj Hill (1948) te sloZenijoj nekvadrati¢noj Karafillis-Boyce (1993) funkciji
naprezanja uz pretpostavku o nepridruzenom pravilu tecenja. Za dvije aluminijske legure koje
su prethodno analizirane u radu Stoughton i Yoon (2004), autori su pokazali da modeli
temeljeni na nepridruzenom pravilu tecenja koji koriste jednostavnije anizotropne funkcije

naprezanja daju jednako dobra predvidanja orijentacijske ovisnosti naprezanja tecenja i
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Lankfordova parametra kao i modeli koji se temelje na pridruzenom pravilu tecenja a koji

koriste sloZenije anizotropne funkcije naprezanja.

Nakon opseinog rada Stoughton (2002), Stoughton i Yoon (2004,2006),
Cvitanic i sur., (2008), primjena nepridruzenog pravila te¢enja u konstitutivnim modelima
ortotropnih materijala kao $to su limovi, postala je sve ucestalija. Najvazniji zakljucci iz
istrazivanja o stabilnosti plasti¢nog toka kada se usvoji pretpostavka o nepridruzenom pravilu

tecenja navedeni su u poglavlju 3.1. kroz pregled klju¢nih radova.

3.1. Pregled radova koji razmatraju nepridruZeno pravilo te¢enja

eBishop i Hill (1951-b) su pokazali da je proces plasticne deformacije upravljan
Schmitdovim zakonom na mikrorazini konzistentan s postavkom o pridruzenom pravilu
te€enja na makrorazini. Prema Schmidtovu zakonu, proces plasti¢ne deformacije upravljan je
mehanizmom klizanja pri ¢emu je aktivni sustav klizanja onaj za kojeg je postignuta kriti¢na
vrijednost posmicnog naprezanja. Njihov zaklju¢ak navodi na to da je ploha tecenja na razini
kristala uvijek konveksna a vektor inkrementa plasti¢cne deformacije ima smjer normale na
tangencijalnu ravninu plohe tecenja. S druge strane, njihova razmatranja ne mogu potvrditi
ispravnost postavke o pridruzenom pravilu tec¢enja. Unatoc Cinjenici da je utjecaj Schmidtova
mehanizma klizanja dominantan u procesu plasti¢cne deformacije ve¢ine metala na sobnoj
temperaturi, Richmond (1980) je zakljuCio da postoje i drugi utjecajni faktori koji mogu

narusiti pretpostavku o pridruzenom pravilu tecenja.

o Spitzig i Richmond (1984) su proveli jednoosne pokuse rastezanja i sabijanja uzoraka
Celika i aluminijske legure uz narinuto hidrostati¢ko naprezanje. Na temelju rezultata pokusa,
pokazali su da hidrostati¢ko naprezanje ima utjecaj na nastanak plasti¢cne deformacije te je

naprezanje teCenja linearno ovisno o hidrostatickom tlaku p prema izrazu

o =0y(1+3a'p) (3.1)
gdje g, predstavlja vrijednost naprezanja tec¢enja ovisnu o deformaciji kada je p = 0.1 MPa dok
a' predstavlja parametar tlaka koji ne ovisi o deformaciji. Pokazali su da pristup temeljen na
pretpostavci o pridruzenom pravilu tecenja precjenjuje predvidanje zanemarive trajne

plasticne dilatacije ostvarene u eksperimentima. Temeljem rezultata njihovih pokusa slijedi
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da je plasticna promjena volumena zanemariva i stoga se materijali osjetljivi na hidrostaticko
naprezanje ne mogu opisati modelima temeljenim na pridruzenom pravilu te¢enja vec je
potreban koncept temeljen na nepridruzenom pravilu te¢enja. Prema njihovim rezultatima,
funkcija plasti¢nog potencijala je neovisna o hidrostatickom naprezanju dok je funkcija te¢enja
ovisna o punom tenzoru naprezanja iz ¢ega slijedi da su ove dvije funkcije razli¢ite. Sli¢ne
zakljucke iznio je Lade (1987) koji je pokazao da se pretpostavka o pridruzenom pravilu tecenja

nije primjenjiva kod poroznih materijala kao $to su geoloski i granularni materijali.

e Prema zakljuccima Li i Richmond (1997), naprezanja koja nisu proizasla iz Schmidtova
mehanizama klizanja tzv. ne-Schmidtova naprezanja, mogu utjecati na uvjet te¢enja i dovesti
do rusenja ispravnosti pretpostavke o pridruzenom pravilu te¢enja. Takoder, naglasili su da
pretpostavka o nepridruzenom pravilu tecenja dovodi u pitanje jedinstvenost stanja

naprezanja i opis stabilnosti plasti¢cnog toka.

e Briinig i Obrecht (1998) su modifikacijom Schmidtova zakona, predlozili polikristalni
model temeljen na pretpostavci o nepridruzenom pravilu tecenja koji ukljucuje odgovarajuce
komponente naprezanja u uvjet teCenja na mikrorazini. Numericki rezultati ukazuju na to da
varijacije u uvjetu tefenja na mikrorazini imaju znacajan utjecaj na odnos
naprezanje — deformacija kao i na pocetak plasticnog tecenja na makrorazini u pokusu
razvlaCenja i sabijanja. Nadalje, uoCili su da se primjenom pridruzenog pravila tecenja
precjenjuje plasticno povedéanje volumena daleko iznad eksperimentalno dobivenog. Zakljudili
su da se plasti¢ni potencijal treba opisati neovisno od uvjeta tecenja na mikrorazini, odnosno

opravdali su primjenu pretpostavke o nepridruzenom pravilu tecenja.

eLademo i sur. (1999) su na temelju rezultata pokusa jednoosnog rastezanja uzoraka
limova razli¢itih orijentacija u odnosu na pravac valjanja odredili plasti¢cne karakteristike
limova dviju aluminijskih legura, Al 7108 i Al 6063. Na temelju eksperimentalnih podataka,
analizirali su tri ortotropna modela materijala u predvidanju ravninske plasti¢ne anizotropije.
Analizirani modeli temeljeni su na anizotropnoj Hill (1948) (Hill (1948-b)), YId89
(Barlat i Lian (1989)) te Karafillis-Boyce (1993) (Karafillis i Boyce (1993)) funkciji tecenja te
pretpostavci o pridruzenom pravilu tecenja. Zakljucili su da pretpostavka o pridruzenom

pravilu te€enja u analiziranim modelima koji koriste navedene funkcije te¢enja ne daje

19



zadovoljavajudi opis jednoosnih plasti¢nih svojstava materijala. Zaklju¢no predlazu koristenje

postavke o nepridruzenom pravilu tecenja.

e Stoughton (2002) je ostvario znacajan doprinos u opravdanju koristenja pretpostavke
o nepridruzenom pravilu teéenja za ortotropne materijale. Argumenti koji opravdavaju
upotrebu pretpostavke o pridruzenom pravilu te¢enja temelje se na dokazima koji upucuju da
vrijede osnovni uvjeti koji osiguravaju opis o¢vrséujué¢eg materijala. Autor je pokazao da isti
temeljni uvjeti vrijede i za predloZeni model koji koristi pretpostavku o nepridruzenom pravilu
tecenja ako se postave nesto drugacija ograni¢enja nad konstitutivnim zakonima, odnosno da
pretpostavka o pridruzenom pravilu nije nuzna da bi temeljni uvjeti bili ispunjeni. Temeljem
istraZzivanja u navedenom radu, a poslije i u radovima Stoughtoon i Yoon (2004,2006) te
Cvitanic i sur. (2008), opis stabilnog ponasanja materijala pretpostavljen je kroz ispunjavanje
Cetiri uvjeta: uvjet konzistentnosti, uvjet kontinuiteta, uvjet jedinstvenosti stanja naprezanja
te uvjet nepovrativosti procesa plasticne deformacije. Zbog preglednosti, uvjeti su prikazani u
poglavlju 3.2. Takoder, u radu Stoughton (2002) razvijen je anizotropni konstitutivni model
materijala temeljen na pretpostavci o nepridruzenom pravilu te¢enja i kvadratic¢noj Hill (1948)
funkciji naprezanja. Na strukturnom nivou razmatrana je moguénost razvijenih modela u
predvidanju rezultata pokusa rastezanja pravokutnog lima (tzv. Graf-Hosfordov eksperiment)
te su rezultati pokusa prikazani na slici 3.1. Autor je pokazao kako model temeljen na
nepridruzenom pravilu te¢enja dobro aproksimira eksperimentalne vrijednosti sile, dok su te
iste vrijednosti precijenjene kada se koristi model u kojem je funkcija te¢enja identi¢na funkciji
plasti¢nog potencijala. Sliéne zaklju¢ke autor je donio na temelju predvidanja orijentacijske
ovisnosti naprezanja tecenja i Lankfordova parametra dviju aluminijskih legura, Al 2008-T4 i

Al 2024-T3.
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Slika 3.1. Predvidanja rezultata pokusa rastezanja pravokutnog lima ostvarena s dva razli¢ita

modela (Stoughton (2002))

e Stoughton i Yoon (2004) su potvrdili da uvjeti stabilnosti mogu biti zadovoljeni ako
se ne koristi pretpostavka o pridruzenom pravilu te¢enja. Predlozili su model u kojem su
funkcija te€enja i plasti¢ni potencijal dvije razli¢ite funkcije a koji zadovoljava odredene uvjete
stabilnog ponaSanja materijala. Nadogradili su prethodni Stoughtonov model
Stoughton (2002) na tragu rada Spitzig i Richmond (1983). U modelima koji se temelje na
kvadrati¢noj Hill (1948) funkciji te uzimaju u obzir pretpostavku o nepridruzenom pravilu
tecenja i izotropno ocvrséivanje, uzeli su u obzir osjetljivost naprezanja tecenja na
hidrostaticko naprezanje s ciljem tocnijeg opisa stvarnog ponasanja materijala koji imaju
izrazenu razliku naprezanja teCenja u vlaku i tlaku. Svoje zakljucke izveli su na temelju
razmatranja rezultata predvidanja anizotropnog i asimetri¢nog ponasanja za dvije aluminijske
legure, Al 2008-T4 i Al 2090-T3. U usporedbi s prethodnim Stoughtonovim modelom, autori
su ostvarili dodatna poboljSanja te su rezultate predvidanja njihovog modela usporedili s
predvidanjima modela u kojima je usvojena pretpostavka o pridruzenom pravilu tecenja. Na
slici 3.2. prikazane su konture predloZene asimetri¢ne funkcije tecenja i funkcije plasticnog
potencijala za analizirane aluminijske legure. MozZe se uoditi da se konture znacajno razlikuju.
Takoder, razmatrali su predvidanja orijentacijske ovisnosti naprezanja te¢enja u vlaku i tlaku
s modelima koji uzimaju u obzir pretpostavku o pridruzenom odnosno o nepridruzenom
pravilu tecenja. Na temelju rezultata prikazanih na slici 3.3., zakljucili su da jednakost funkcije
tecenja s funkcijom plasticnog potencijala daje znacajna odstupanja od eksperimentalnih

naprezanja tecenja u vlaku, pogotovo za aluminijsku leguru Al 2090-T3. Isti zakljucci vrijede i
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za predvidanje eksperimentalnih naprezanja tecenja u tlaku. Pokazali su da je izrazito tesko
opisati anizotropno ponasanje analiziranih materijala koristenjem modela temeljenog na
jednostavnoj kvadrati¢noj Hill (1948) funkciji u kojem su funkcija tecenja i plasti¢ni potencijal
predstavljeni istom funkcijom te zakljuéno predlazu koriStenje sloZzenijih nekvadrati¢nih
funkcija tecenja ili pretpostavke o nepridruzenom pravilu tecenja.

a) b)
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Slika 3.2. Usporedba kontura predloZene asimetri¢ne funkcije tecenja i funkcije plasti¢nog potencijala za
aluminijsku leguru: a) Al 2008-T4, b) Al 2090-T3. [Stoughton i Yoon (2004)]
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Slika 3.3. Predvidanje orijentacijske ovisnosti naprezanja tecenja u vlaku s modelom koji se temelji na
predloZenoj asimetri¢noj funkciji teCenja uz pretpostavku o pridruZenom odnosno nepridruzenom pravilu
teCenja za aluminijsku leguru: a) Al 2008-T4, b) Al 2090-T3. [Stoughton i Yoon (2004)]

e Cvitanic (2006) te Cvitanic i sur., (2008) razvijaju konstitutivni model s pretpostavkom
o nepridruzenom pravilu tecenja koji se temelji na ortotropnoj kvadrati¢noj Hill (1948)
odnosno ortotropnoj nekvadrati¢noj Karafillis-Boyce (1993) funkciji tecenja u kombinaciji s
izotropnim Swift zakonom odévrséivanja za dvije aluminijske legure, Al2008-T4 i Al2090-T3.
Razmatrane su moguénosti analiziranih funkcija u predvidanju orijentacijske ovisnosti
naprezanja tecenja i Lankfordova parametra gdje su ostvareni bolji rezultati u odnosu na
rezultate dobivene s usvojenom pretpostavkom o pridruzenom pravilu teéenja. Autori u

modelu uvode definiciju za varijablu ocvrsc¢ivanja sukladnu principu ekvivalentnosti rada
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plasticnog deformiranja prema kojoj se varijabla o¢vrséivanja i plasticni mnozitelj razlikuju. U
radovima Stoughton (2002), Stoughton i Yoon (2004,2006) primjenjuje se pojednostavljeni
pristup i pretpostavlja jednakost varijable ocvr$civanja i plasticnog mnozitelja. Autori su
pokazali da uvjeti koji trebaju biti zadovoljeni za opis ponasanja ocvrséujuéeg materijala mogu
biti ispunjeni uz ista ograni¢enja koja vrijede za modele iz radova Stoughton (2002),
Stoughtoon (2004,2006). Takoder, Cvitani¢ (2006) razmatra utjecaj postavki anizotropnog
materijalnog modela i parametara modela na numericke rezultate nekoliko homogenih oblika
deformiranja. U modelu koji se temelji na pretpostavci o nepridruzenom pravilu tecenja s
asimetricnom funkcijom tecenja izvedene modifikacijom izotropnog Drucker-Prager (1950)
uvjeta, zaklju¢eno je da broj uklju¢enih anizotropnih parametara ima vedi utjecaj na konacan

rezultat od matematickog oblika funkcije.

Pregled uvjeta koji osiguravaju stabilno ponasanje materijala, izvedeni na temelju
istrazivanja u prethodno navedenim radovima a koje je interpretiralo viSe autora, prikazani su

u poglavlju 3.2.

3.2. Uvjeti stabilnosti plasticnog toka uz pretpostavku o nepridruzenom pravilu
tecenja

Dokaze o jedinstvenosti rjeSenja te stabilnosti plasticnog toka kada se usvoji
pretpostavka o nepridruzenom pravilu te€enja razmatrao je Mroz (1963), a njega su do danas
interpretirali i dokazima potkrijepili mnogi autori. Znacajan doprinos u razvoju ortotropnih
konstitutivnih modela za limove te razmatranju zadovoljavanja uvjeta stabilnosti plasti¢nog
toka tih istih modela u svojim radovima ostvarili su Stoughton (2002),
Stoughton i Yoon (2004,2006) te Cvitani¢ (2006), Cvitanic¢ i sur. (2008). Autori su razvili
modele u kojima se funkcija tecenja i funkcija plasticnog potencijala opisuju s dvije razlicite
funkcije. Kratak prikaz zadovoljavanja uvjeta stabilnosti plasticnog toka uz postavku o

nepridruzenom pravilu tecenja slijedi u nastavku.

e Uvjet konzistentnosti

Prema uvjetu konzistentnosti dAdF = 0, opteredivanje iz plasti¢no deformiranog stanja
ima za posljedicu novo plasticno deformirano stanje za koje ¢e stanje naprezanja lezati na

novoj plohi tecenja pri ¢emu su osigurane pozitivne vrijednosti parametra konzistentnosti dA.

23



Stoughton (2002) te Stoughton i Yoon (2004,2006) su pokazali da je parametar
konzistentnosti dA uvijek pozitivan ako su ispunjeni uvjeti plasti¢nog opteredivanja ako vrijedi
pretpostavka o pridruzenom pravilu teenja, no moze biti pozitivan ako vrijede i neka druga
ograni¢enja nad konstitutivnim izrazima. Za razliku od Stoughtonovih radova u kojima se
pretpostavlja da je prirast varijable oévrséivanja déP jednak parametru konzistentnosti dA u
konstitutivnoj jednadibi za brzinu promjene tenzora plasticCne deformacije, prema
Cvitanic (2006) te Cvitanic i sur. (2008) jednadzba promjene parametra ocvrséivanja izvedena
je prema principu ekvivalentnosti rada plasticnog deformiranja. Pri tome, za homogenu
plastiénu potencijalnu funkciju slijedi odnos promjene varijable ocvrsc¢ivanja i plasti¢nog

mnozitelja za nepridruzeno pravilo teenja prema izrazu

o:0f,/0o
c:deP = f, deP - déP = d/l—fp/ = dlf_p (3.2)
fy fy
pri ¢emu vrijedi Eulerova formula odnosno
dfp(0)
fp = o: 6_0' (3.3)

Konstitutivne jednadzbe za varijablu ocvrscivanja i parametar konzistentnosti izvedene u radu

Cvitanic i sur. (2008) definirane su prema izrazima

d
(')_]:37/: Cé: de (3:4)
déeP = .

e (0 e 00, (Z0179)

dep do "~ " do fy
0

0 a—{;’: Cé: de
" 0:9),/30 Ofy ., 0% )
dep fy do "~ ' do

gdje je C® tenzor elasti¢nosti a k predstavlja zakon oc¢vrséivanja. Razmatranjem prethodnih
izraza (3.4) i (3.5), Cvitani€ i sur. (2008) zakljucuju da su ove vrijednosti pozitivhe kada su
ispunjeni uvjeti plastiénog opterecivanja, odnosno ako su funkcije f,, (@) i f; (o) pozitivne i ako

vrijedi

0fy . e 9 (3.6)
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e Uvjet nepovrativosti procesa plasticne deformacije

Kako je prikazano u poglavlju 2.3., ako se pretpostavi pridruzeno pravilo tecenja,
inkrement plastiéne deformacije usmjeren je na takav nacin da osigurava pozitivan prirast
plasticnog rada Sto osigurava u konacnici i stabilan plasti¢ni tok odnosno osiguran je opis
nepovrativosti procesa plasticne deformacije. Prema uvjetu nepovrativosti procesa plasti¢ne
deformacije slijedi da je rad plasti¢nog deformiranja za sve procese plastiénog opteredivanja
pozitivan o:d€P > 0. Ako je plasticni potencijal homogena funkcija za koju vrijedi Eulerova

formula, moZe se pokazati da za rad plasti¢nog deformiranja vrijedi

o: deP = dio: <afg:’)> = dif, >0 (3.7)

S obzirom da se zbog navedenih ograni¢enja pretpostavljen pozitivan plasti¢ni potencijal te
da je parametar konzistentnosti pozitivan, slijedi da je rad plasti¢cnog deformiranja uvijek

pozitivan kada su ispunjeni uvjeti plasticnog opterecivanja.

e Uvjet kontinuiteta

Prema uvjetu kontinuiteta neutralno opterecivanje ne uzrokuje plasti¢nu deformaciju.
S obzirom na navedeno, slijedi da za inkrement deformacije do u tangencijalnoj ravnini plohe
tecenja vrijedi deP = 0, odnosno promjene unutarnjih varijabli jednake su nuli. Za slucaj
opteredivanja, inkrement naprezanja do usmjeren je od plohe tecenja pri cemu za inkrement
plasticne deformacije vrijedi da je razli¢it od nule, odnosno vrijedi deP # 0. Za slucaj
rasterecivanja, inkrement naprezanja do usmjeren je unutar plohe tecenja pa vrijedi da je
deP = 0. Uvjet kontinuiteta osigurava o¢uvanje kontinuiteta plasticne deformacije kada se

mijenja stanje optereéivanja. Pri tom za neutralno opteredivanje te elasticno rasterecivanje

vrijedi
ofy afy .
dfy——a do—a Cé:de<0 (3.8)

Pod ovim ogranic¢enjem, slijedi da su promjene unutarnjih varijabliizizraza (3.4) i (3.5) jednake
nuli. Prema tome, za proizvoljnu zatvorenu putanju opterecivanja koje ne uzrokuje promjenu

funkcije teéenja, stanje materijala ostaje nepromijenjeno.
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e Jedinstvenost stanja naprezanja

lako je jedinstvenost stanja naprezanja zagarantirana kod pretpostavke o pridruzenom
pravilu tecenja (Melan (1938), Hill(1950)), Sto je koristeno kao glavno opravdanje kod
usvajanja ove pretpostavke, jednakost funkcije te¢enja i funkcije plasti¢nog potencijala nije
nuzna za ostvarivanje jedinstvenosti stanja naprezanja. U radovima Stoughton (2002),
Stoughton i Yoon (2004,2006) te Cvitani¢ (2008), zakljuceno je da je uvjet jedinstvenosti
rieSenja zadovoljen koristenjem pretpostavke o pridruzenom pravilu bez obzira na izbor
funkcije tecenja. Koristenjem pretpostavke o nepridruzenom pravilu tec¢enja kod ortotropnih
materijala, ovaj uvjet moze biti zadovoljen za odredeni odabir funkcije tecenja i funkcije
plasti¢nog potencijala. Razmatrana je jedinstvenost stanja naprezanja za procese upravljane
promjenom stanja deformacije. Definiranje brzine promjene tenzora naprezanja u ovisnosti o
brzini promjene tenzora deformacije nuzno je u konstitutivnom zakonu gdje se postavlja
zahtjev da je obnovljeno rjeSenje uzrokovano promjenom deformacije jedinstveno. Za mali
dio volumena poznatog stanja naprezanja o, podvrgnut proizvoljnoj kombinaciji elasti¢nih i
plasti¢nih deformacija, slijedi da ¢e bilo kakva infinitezimalna promjena ukupne deformacije
de rezultirati konaénom promjenom stanja naprezanja do, kako bi se ostvarilo jedinstveno
novo stanje naprezanja ¢ + do. S obzirom da svaka promjena ukupne deformacije uzrokuje
promjenu naprezanja i promjenu unutarnjih varijabli, jedinstvenost je zagarantirana samo u
sluc¢aju kada je brzina promjene nepoznatih varijabli jedinstvena funkcija poznatih varijabli
kao Sto su trenutno naprezanje te unutarnje varijable koje opisuju povijest deformacije. Za
zadani inkrement deformacije, moguca su dva procesa - jedno kao posljedica samo elasti¢ne

deformacije i drugo kao rezultat kombinacije elasto-plasti¢nih deformacija.

Dodatnim razmatranjem uvjeta tecenja, kod elasti¢nog procesa kada se trenutno stanje
naprezanja nalazi ispod naprezanja tecCenja, brzina promjene naprezanja odredena je
elasticnim konstitutivnim zakonom dok su brzine promjena unutarnjih varijabli jednake nuli.
Kod ovakvog procesa jedinstvenost rjeSenja je neupitna. Kod plasticnog procesa brzina
promjene tenzora naprezanja jedinstveno je odredena trenutnim stanjem i brzinom promjene
deformacije. Slijedi da se u analiziranim konstitutivhim modelima mogu jedinstveno odrediti
promjene svih varijabli stanja pri cemu se numerickom integracijom u vremenu, za poznato

stanje u vremenu t moZe odrediti novo stanje u vremenu t + dt.
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4. FUNKCIJE TECENJA

Nacin na koji ¢e se opisati anizotropno plastiéno ponasanje materijala znacajno utjece
na rezultate simulacija koje predvidaju neki od procesa oblikovanja limova. Polikristalni
pristup opisa ponasanja metala razmatra proces deformacije na nivou kristala. Pri opisu
anizotropnog ponasanja polikristalni modeli koriste kvantitativni opis kristalne strukture. Za
razliku od polikristalnog pristupa, fenomenoloski pristup opisuje ponasanje materijala opéim
matemati¢kim formulacijama koje su izvedene na temelju teoretskih razmatranja te
makroskopskih eksperimentalnih opazanja. U usporedbi s polikristalnim modelima, ovakav
pristup ima jednostavniju matematicku formu, omogucuje prikladniju numericku
implementaciju te se moZe jednostavno prilagoditi razli¢éitim  materijalima
(Barlat i sur., (1991)). Koristeni fenomenoloski anizotropni elasto-plasti¢ni modeli zahtijevaju
tocan opis pocetnog oblika anizotropne plohe tecenja kao i promjenu njenog polozaja i oblika

tijekom procesa deformiranja.

Svaki izotropni uvjet tecenja moze se definirati kao funkcija invarijanti tenzora
naprezanja. Prve izotropne funkcije tecenja predlozili su Tresca (1864) i von Mises (1913). U
literaturi se moze pronadi veci broj izotropnih funkcija te¢enja poput Bishop i Hill (1951-b),
Drucker i Prager (1952), Hershey (1954), Hosford (1972), Bassani (1977), Budianski (1984),
Barlat i Richmond (1989), Karafillis i Boyce (1993) i drugi. Tako na primjer,
Drucker-Prager (1950) funkcija tecenja (Drucker i Prager (1952)) moZe opisati tecenje
izotropnih materijala koji pokazuju asimetriju naprezanja tecenja, tzv. strength differential
effect. S druge strane, u radu Budianski (1984) predloZena je opcenita izotropna funkcija

te€enja u polarnim koordinatama.

Op¢i zahtjev kod izvoda anizotropne funkcije tecenja jest da se za izotropno stanje
materijala prevodi u izotropnu funkciju tecenja. Poopéavanjem izotropnih uvjeta tecenja,
razvile su se anizotropne funkcije tecenja koje se koriste pri opisu ponasanja limova. Za razliku
od izotropnog, anizotropan uvjet tecenja ovisan je o izboru referentnog pravca te za cilj ima
Sto tocnije opisati orijentacijsku ovisnost naprezanja teCenja i Lankfordova parametra u
odnosu na pravac valjanja. U modelima klasicne teorije plasti¢nosti koji se temelje na
pridruzenom pravilu teéenja, postavlja se zahtjev konveksnosti plohe teéenja. Pri tome su

anizotropija u naprezanju tecenja i anizotropija u plasticnom toku opisane parametrima
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funkcije tecCenja. Kod materijala s izraZzenim anizotropnim ponasanjem, zahtjeva se slozZeniji
oblik funkcije tecenja koji ukljucuje i veci broj parametara anizotropije. Napustanjem
ogranicenja o jednakosti funkcije tecenja i funkcije plastiCnog potencijala, parametrima
funkcije tecenja opisuje se anizotropija u naprezanju tecenja a parametrima plasticnog
potencijala opisuje se anizotropija plasticnog toka. To ¢e u konacnici rezultirati da se
prihvatljiva predvidanja ponasanja materijala mogu dobiti koriStenjem jednostavnih funkcija
naprezanja s manjim brojem parametara kao funkcije tecenja odnosno kao funkcije plasti¢nog
potencijala. Rezultati polikristalnih modela Taylor (1938) i Bishop i Hill (1951-a) smatraju se
temeljem za razvoj anizotropnih funkcija te¢enja. Ovakvim modelima pretpostavlja se jednako
stanje deformacije svih zrna agregata ¢ime su zadovoljeni uvjeti kompatibilnosti ali ne i
ravnotezZe na granicama zrna. Prema rezultatima ovih modela, osnovne karakteristike funkcije
teCenja materijala s plosno centriranom kubnom reSetkom su karakteristi¢ni mali polumjeri
zakrivljenosti kontura za podrucje jednoosnog odnosno dvoosnog naprezanja te neelipti¢an
oblik kontura ploha koji je uvjetovan posmic¢nim naprezanjem. Hill (1948-b) poopcuje
izotropni von Mises uvjet i prevodi ga u anizotropnu kvadrati¢nu Hill (1948) funkciju tecenja.
Medutim, pokazalo se da kvadrati¢na funkcija nije u moguénosti dovoljno dobro opisati
karakteristicno  ponasanje koje je uofeno kod nekih aluminijskih legura
(Woodthorpe i Pearce (1970)). Kao rezultat toga, razli¢itim modifikacijama nad izotropnim
uvjetima, brojni autori nastavili su razvijati nekvadrati¢ne anizotropne funkcije teé¢enja kojima
se nastojalo $to tocnije opisati anizotropno ponasanje razli¢itih materijala, Hosford (1979),
Barlat i Lian (1989), Barlat i sur. (1991), Karafillis i Boyce (1993), Barlat i sur. (1997),
Wu (2002), Barlat i sur., (2003), Bron i Besson (2004), Barlat i sur. (2005),
Cazacu i Barlat (2004), Aretz (2004,2005), Stoughton i Yoon (2004), Banabic i sur. (2005),
Cazacu i sur. (2006), Comsa i Banabic (2008), a od najnovijih Aretz i Barlat (2012),
Leeisur. (2017) te Cazacu (2018). Vazno je istaknuti kako su Karafillis i Boyce (1993), koristedi
pristup s tenzorom naprezanja pridruzenom ekvivalentnom izotropnom stanju naprezanja,
usmjerili mnoge autore pri razvoju anizotropnih funkcija tecenja. Modifikacijom
Hershey (1952) odnosno Hosford (1972) izotropnog uvjeta tecenja te usvajanjem prednosti
prethodno razvijenih funkcija (Barlat i Lian (1989), Barlat i sur. (1997)), Barlat i sur. (2003)
predlazu 16-parametarsku Yld2000-2d funkcija tecenja koja daje jako dobre rezultate u
predvidanju postupaka oblikovanja limova. S ciliem uvodenja veéeg broja anizotropnih

parametara, Bron i Besson (2004) te Barlat i sur. (2005) razvijaju funkcije te¢enja za troosno
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stanje naprezanja. Comsa i Banabic (2008) predlazu BBC2008 funkciju koja opcionalno moze
imati jo$ sloZeniji oblik od prethodno spomenutih funkcija, stoga zahtjeva jo$ veci broj
eksperimentalnih podataka za kalibraciju parametara anizotropije. Modifikacijom izotropnog
Drucker-Prager (1950) uvjeta tecenja, Stoughton i Yoon (2004) razvijaju asimetri¢nu
anizotropnu funkciju s komponentom kojom se iskazuje utjecaj hidrostati¢kog naprezanja na
teCenje materijala. Cazacu i Barlat (2004) predlaZu anizotropnu funkciju tecenja koja takoder
uzima u obzir asimetriju naprezanja tecenja. U najnovije vrijeme, Aretz i Barlat (2013)
predlaZzu dvije funkcije, YId2011-18p i YId2011-27p, koje sadrze 18 odnosno 27 parametara
anizotropije. Autori su zakljucili da su funkcije izrazito fleksibilne, bezuvjetno konveksne te su
prikladne za numeri¢ku implementaciju. Funkcije su prikladne za opis problema koji ukljucuju
troosno stanje naprezanja, no jednostavno se mogu reducirati i na ravninsko stanje
naprezanja. Lee i sur. (2017) predlazu funkciju tecenja koja objedinjuje kvadrati¢nu i
nekvadraticnu funkciju s ciljem tocnijeg opisa anizotropnog ocvrséivanja odnosno opisa
razvoja plohe tecenja s napredovanjem plasticne deformacije. Osim ovdje spomenutih, u
literaturi su dostupni i neki drugi uvjeti tecenja kao Sto su razli¢ite polinomne funkcije
Hill (1950), Gotoh (1977), Hu (2003), Soare i sur. (2008) itd. U nastavku ovog poglavlja opisane

su neke od izotropnih i anizotropnih funkcija te¢enja dostupne u literaturi.

4.1. Izotropne funkcije te¢enja

4.1.1. Tresca (1864)

Tresca je 1864. godine predstavio uvjet plastiCnog tecenja poznat kao hipoteza
posmicnih naprezanja, prema kojem plasti¢na deformacija nastaje kad maksimalno posmicno

naprezanje T,,q, Postigne kriti€nu vrijednost k. Matematicki se to moze zapisati kao

Tmax < K — elasti¢na deformacija
(4.1)
Tmax = K — plasti¢na deformacija
Na temelju analize Mohrovih kruZznica naprezanja, za troosno stanje naprezanja Tresca uvjet

tecenja moze se zapisati kao

loy — 03| loy — 03| |0z — o4l 1
Tmax = max{ > ’ 2 ’ > = E (O-max - O-min) =K (4.2)
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gdje su gy, 05 i 03 glavna naprezanja, O,,in | Omax SU Minimalno odnosno maksimalno glavno
naprezanje dok k predstavlja kriti¢nu vrijednost svojstvenu materijalu. U prostoru naprezanja,
Tresca ploha tecenja je pravilna Sesterostrana prizma koja u presjeku s devijatorskom
ravninom daje pravilan heksagon prikazan na slici 4.1.a. Za ravninsko stanje naprezanja

(o3 = 0), uvjet (4.2) svodi se na

0y — 0, = 12Kk; 0y = *+2k; 0, = £2K (4.3)
Uvjet teCenja prema izrazu (4.3) prikazan je na slici 4.1.b heksagonom u ravnini g; — g,.
Konstanta k moZe se odrediti na temelju naprezanja tecenja g, u pokusu jednoosnog
rastezanja gdje vrijedi 0, = g3 = 0. Prema izrazu (4.2), slijedi

O'y
K > (4.4)

Takoder, konstanta k moZe se odrediti na temelju naprezanja tecenja 7, u pokusu Cistog

smicanja gdje je 0, = —03 = 7,, odnosno g, = 0, pa iz izraza (4.2) slijedi

K =T, (4.5)
Usporedbom izraza (4.4) i (4.5), slijedi

0.
K=T, = % (4.6)

te se moze zakljuditi da je prema ovom uvjetu naprezanje tecenja pri jednoosnom rastezanju

dva puta veée od naprezanja tecenja pri ¢Cistom smicanju.

4.1.2. von Mises (1913)

Drugi po redu uvjet tecenja predstavili su Huber (1904) i neovisno o njemu von Mises
1913. godine. Prema ovom c¢esto koristenom uvjetu, te¢enje materijala nastupa kada druga
invarijanta devijatorskog dijela tenzora naprezanja J, postigne kritiénu vrijednost x? koja

predstavlja svojstvo materijala

I, < Kk? — elasti¢na deformacija (4.7)
J; =k — plasti¢na deformacija (4.8)
Neposredno nakon Hubera i Tresce, Henckey je 1924. godine u svojim radovima interpretirao

isti kriterij na nacin da tecenje materijala nastupa kada gustoca distorzijske energije postigne
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kriticnu vrijednost, Henckey (1924), stoga se nerijetko von Mises uvjet tecenja naziva i Huber-

Mises-Henckey uvjet teenja. Za troosno stanje naprezanja moZe se zapisati u obliku

1
5 [(01 — 02)* + (02 — 03)* + (03 — 01)°] = K? (4.9)
Prema von Mises uvjetu, ploha teCenja u prostoru glavnih naprezanja predstavlja cilindar

opisan pravilnom heksagonu Tresca uvjeta tecenja kako je prikazano na slici 4.1.a. Za

ravninsko stanje naprezanja izraz (4.9) svodi se na

02 + 0,0, + 02 = 3K? (4.10)
Izraz (4.10) u ravnini o; — 0, predstavljena je elipsom koja je opisana heksagonu proizaslom

iz Tresca uvjeta tecenja kako je prikazano na slici 4.1.b.

a) b)
0y
von Mises 0'2 A
— —von Mises
—Tresca - TS,
z \
s y !
7 |
/ !
/ -
! / O
! 4 !
| 7/
7
\ G
N ~e e
Slika 4.1. von Mises i Tresca uvjet tecenja u Slika 4.1. von Mises i Tresca uvjet teCenja za
prostoru naprezanja ravninsko stanje naprezanja

Sliéno kao i kod Tresca uvjeta tecenja, konstanta kK moze se odrediti na temelju naprezanja
tecenja o, u pokusu jednoosnog rastezanja ili na temelju naprezanja tecenja 7, u pokusu
Cistog smicanja. Iz jednostavnog pokusa rastezanja gdje vrijedi ¢, =g, odnosno
0, = g3 = 0 te uvrStavanjem navedenih vrijednosti naprezanja u jednadzbu (4.9), konstanta

K iznosi

(4.11)
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Nadalje, ukoliko se konstanta k odreduje iz pokusa Cistog smicanja, vrijedi 01 = —03 = T,

odnosno g, = 0. UvrStavanjem vrijednosti naprezanja u jednadzbu (4.9) dobije se

K=T, (4.12)

Konacno, moZe se zapisati da vrijedi

Oy
K=T, = —
Y V3

iz ¢ega je vidljivo da je prema von Mises uvjetu naprezanje tec¢enja u jednoosnom pokusu

(4.13)

razvlagenja v/3 puta veée od naprezanja te¢enja u pokusu &istog smicanja.

4.1.3. Hershey (1954) i Hosford(1972)

Nekvadraticnu izotropnu funkciju tecenja neovisno predstavljaju Hershey (1954) i

Hosford (1972) u obliku

fy = Is1 = s2|™ + [s; — s3|™ + [s3 — 51| = 203" (4.14)
gdje su sq, s, i S3 svojstvene vrijednosti devijatorskog dijela tenzora naprezanja a m
eksponent ovisan o kristalnoj strukturi materijala. Vrijednosti eksponenta m = 6 odnosno
m = 8 prikladni su za materijale s prostorno odnosno plosno centriranom kubnom resetkom.
Varijacijom eksponenta m, Hershey-Hosford ploha tecenja nalazi se u prostoru naprezanja
izmedu Tresca uvjeta i von Mises uvjeta tecenja. Za vrijednost eksponenta m = 2,
Hershey-Hosford uvjet tecenja prevodi se u von-Mises uvjet dok se za vrijednosti eksponenta

m = 1 odnosno m — oo prevodi u Tresca uvjet tecenja.

4.1.4. Bassani (1977)

Bassani (1997) je predlozio izotropnu funkciju te¢enja oblika

o, + o, |"

i

=1 4.15
2T ( )

fy:

20y
gdje su g i g, glavna naprezanja, T predstavlja naprezanje tecenja u pokusu Cistog smicanja,
0y je vrijednost ujednacenog dvoosnog naprezanja tecenja, dok je konveksnost ispunjena ako
za eksponente n i m vrijedi: n =1, m = 1. Zakljucio je da uvjet iz izraza (4.15) dobro

aproksimira plohe te€enja dobivene prema Bishop i Hill (1951-a) polikristalnom modelu.
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4.1.5. YId86

Modifikacijom Hershey-Hosford uvjeta tecenja, Barlat i Richmond (1987) predlazu
Yld86, tzv. "trokomponentnu' izotropnu funkciju te€enja za ravninsko stanje naprezanja koja
je funkcija komponente posmi¢nog naprezanja. Zamjenom glavnih naprezanja u izrazu (4.14)

s invarijantama devijatorskog dijela tenzora naprezanja K; i K5, slijedi

gdje su
— 2
K, = Sxx ‘; Syy . K, = (Sxx . Syy) + S)%y (4.17)

U slucaju kada je komponenta posmicnog naprezanja jednaka nuli, izraz (4.16) se prevodi u
Hershey-Hosford uvjet tecenja. Barlat i Richmond (1987) su pokazali da predloZeni uvjet
teCenja daje predvidanja koja se dobro slazu s predvidanjima polikristalnih modela za metale

s ploSno centriranom kubnom resetkom.

4.1.6. Karafillis-Boyce (1993)

Za izotropan materijal u prostoru naprezanja postoje granice tecenja koje mogu biti
izvedene zadovoljavanjem uvjeta simetrije i konveksnosti funkcije tecenja. Donja granica
tecenja predstavlja stanja za koja je postignuta kriti¢na vrijednost maksimalnog posmic¢nog
naprezanja odnosno predstavlja Tresca uvjet teCenja. Donja granica tecenja je heksagon
upisan a gornja granica tecenja heksagon opisan nad kruznicom koja je presjek plohe von
Misesovog uvjeta te€enja s devijatorskom ravninom. Karafillis i Boyce 1993. godine predlazu
izotropan uvjet tecenja kao linearnu kombinaciju dviju konveksnih nekvadrati¢nih funkcija ¢4
i @,, (Karafillis i Boyce, (1993)). Funkcija ¢, predstavlja Hershey-Hosford uvjet tecenja iz
izraza (4.14) za koji ploha te€enja u prostoru naprezanja lezi izmedu donje granice tecenja i
von Mises uvjeta, kao $to je prikazano na slici 4.2.a, dok je funkcija ¢, definirana prema izrazu

3m
=Tl

Parametar m, kao i kod Hershey-Hosford uvjeta te¢enja, moZe se dovesti u vezu s kristalnom

P2 (s ™+ [s2]™ + |s3]™) = 203" (4.18)

strukturom materijala. Kao Sto je prikazano na slici 4.2.b., za vrijednosti parametra m = 2,

33



izraz (4.18) prevodi se u von Mises uvjet, a kad m teZi u oo izraz se prevodi u gornju granicu
teCenja. lzotropan Karafillis-Boyce (1993) uvjet za koji ¢ée ploha tecenja, u ovisnosti o
vrijednosti parametra m, u prostoru naprezanja lezati izmedu donje i gornje granice tecenja

glasi

fy=0Q=0)ps+co, =20)" (4.19)

odnosno nakon uvrstavanja slijedi

fy =@ =0c)(Isy — s2|™ + s, — s3™ + |55 — 51|™)
(4.20)

3m
+c <2mT+1(|51|m +1s2|™ + |53|m)> = 20y"

gdje ¢ predstavlja parametar udjela funkcija ¢4 i ¢,, ¢ € [0,1]. Razli¢ite izotropne Karafillis-
Boyce (1993) plohe tecenja dobivene varijacijom vrijednosti parametara ¢ i m a koje leze

izmedu gornje i donje granice tecenja prikazane su na slici 4.2.c.

a) b) c)

oo/ Y
o/ Y
T/ Y

0.00

T,-a, 7y O
section section

b,=2y™

T\~
section

b= TRy

-0.25 b —0.25 | [ R

-0.50 050 - k15

—0.50

~075 . ! .
-0.75-050-025 0.00 0.25 050 075 1.00 125 150

5 L - - L L - 075 { | 1
~076-0.50 0.25 0.00 0.25 0.50 055 100 125 150 T 75 Un0-D.25 DUL 085 0S50 U5 100 125 180

0,/Y oY

-0

o /Y

Slika 4.2.1zotropne funkcije koje leze izmedu: a) donje granice i von Mises uvjeta tecenja;
b) von Mises uvjeta i gornje granice tecenja; c) donje i gornje granice tecenja.

(Karafillis i Boyce, (1993)).

4.2. Anizotropne funkcije tecenja

4.2.1. Hill (1948)

Jedan od prvih fenomenoloskih anizotropnih uvjeta tecenja prikladan za limove te

ujedno i jedan od najcesée koristenih zbog svoje jednostavnosti je kvadratican Hill (1948) uvjet
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tecenja (Hill (1948-b)), nastao je poopcenjem Huber-Mises-Henckey uvjeta tecenja.
Hill (1948) uvjet te¢enja moZe se zapisati u obliku
02 =F(ay,, — O'ZZ)Z + G(0y; — Oxx)? + H(0p — ayy)z 421)
+2Lo2, + 2Mo2, + 2No2, '
gdjesuF,G,H,L,M i N parametri anizotropije, g, naprezanje teCenja za referenti pravac dok
X, ¥ i z oznacavaju pravce materijalne simetrije. Za ravninsko stanje naprezanja, izraz (4.21)

prevodi se u

op = (G + H)og, + (H 4+ F)oj, — 2Hoy,0yy + 2Noy, (4.22)
Parametri funkcije te¢enja F,G,H i N iz izraza (4.22) mogu se odrediti na temelju skupa
vrijednosti (g, 045, 099, 0p), gdje su gy, 045, 09 Vrijednosti naprezanja tecenja za uzorke
orijentacije 0°, 45° i 90° u odnosu na pravac valjanja dok je g}, vrijednost ujednacenog
dvoosnog naprezanja teCenja (0p = Oxx = 0yy, Oy, = 0). Takoder, parametri se mogu
odrediti i na temelju vrijednosti Lankfordova parametra za orijentacije 0°, 45° i 90° u odnosu
na pravac valjanja te vrijednosti naprezanja tec¢enja za pravac valjanja (g, 7y, 745, 9o ) - ZboOg
jednostavnosti, Hill (1948) uvjet tecenja za ravninsko stanje naprezanja cesto se koristi u

obliku

oy = \/Alafx + 4204, — 2V0,,0yy, + 2p03, (4.23)
gdje su A4, 4,,v i p parametri koji opisuju anizotropno ponasanje materijala te vrijedi

M=G+H; A, =H+F, v=H; p=N (4.24)
U konstitutivnom modelu temeljenom na nepridruzenom pravilu tecenja, anizotropna
Hill (1948) funkcija kalibrirana na temelju naprezanja te¢enja moZze se koristiti kao funkcija
tecenja a Hill (1948) funkcija kalibrirana na temelju Lankfordova parametra kao plastic¢ni
potencijal. Parametri Hill (1948) funkcije tecenja, kalibrirani na temelju vrijednosti

00, 045, 09 | 0p, Mogu se izraCunati eksplicitno prema izrazima

oy =15y = (22) sy =5 (14 () = (2) )i =2(22) -3(2) s
=1, = |— yVy = = o —_ | — ; = —_— —_ ] — .
v 2y 090 o2 099 Op Py 045 2 \oy

Izrazi za parametre Hill(1948) plasticnog potencijala kalibrirane na temelju vrijednosti

00, T0, a5 | Tog glase
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1+1/ry b 1 (14 275)(1 /79 + 1/790)
T+1/ry P 1+1/r, PP~ 2(1+ 1/r)

Alp = 1, /1219 = (426)

Ako se koristi pridruzeno pravilo tecenja, parametri funkcije te¢enja/plasticnog potencijala
mogu biti odredeni na temelju vrijednosti gy, 045, 09q i 03, ili na temelju vrijednosti gy, 7y, 145 i
T9o- Konacni izrazi kojima se moze odrediti ovisnost Lankfordova parametra 1y i vrijednosti

naprezanja tecenja gy za proizvoljnu orijentaciju 8 u odnosu na pravac valjanja, glase

v+ (@2p — 2 — A —2v)sin®cos*6
o= (A4, —v)sin?6 + (1 —v)cos?0
0o

- VA cos*0 + A, sin*0 + 2(p — v)sin20cos?6

(4.27)

Op

(4.28)

gdje parametri anizotropije A;,4,,v i p predstavljaju parametre funkcije tecenja i/ili
plasticnog potencijala. Ako se uzme u obzir pretpostavka o pridruzenom pravilu tecenja,
izjednaCavanjem izraza (4.25) i (4.26) veza izmedu normaliziranih naprezanja tecenja i

Lankfordovih parametara moZze se zapisati prema izrazima (Safaei (2013-a), Banabic (2000))

Oop\2 Tog(l+T1
(ﬂ) _ 90( 0) (4.29)
0o To(1 + 799)
O4c\2 2799(1 + 7,
(ﬂ) _ 90( 0) (4.30)
o) (Too + 10) (1 + 145)
op\2  Too(l+T
(_b) _ 90 ( 0) (4.31)
0o Ty + T9g
Prema izrazu (4.29) slijedi
To > 9o () > O9p (4323)
o <Tg9gg — 0 < 09y (4.32b)

Takoder, ako su pravci materijalne simetrije koaksijalni s pravcima glavnih naprezanja uz
pretpostavku da stanje odgovara stanju tzv. normalne anizotropije 19 =135 =199 # 1,

vrijednost parametra normalne anizotropije biti ¢e manja od jedan, pa iz izraza (4.31) slijedi

r<1l - og,<o0g (4.33)
Na temelju eksperimentalnih rezultata, Woodthorpe i Pearce (1970) su prvi zakljucili da
nejednakost (4.33) nije ispunjena kod limova nekih aluminijskih legura. Hill (1948) funkcija
jedna je od rijetko dostupnih anizotropnih funkcija te¢enja u komercijalnim programima za
analizu konac¢nim elementima. Medutim, unato¢ prednostima i jednostavnosti kvadrati¢an

uvjet tecenja nije prikladan za opis ponasanja materijala koji ne zadovoljavaju odnose prema
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izrazima (4.32a), (4.32b) i (4.33), stoga su u literaturi predloZeni mnogobrojni nekvadraticni

uvjeti tecenja.

4.2.2. Hill (1979)

S ciljem opisa ponasanja materijala koji ne zadovoljavaju odnos prema izrazu (4.33),
Hill (1979) predlaze nekvadrati¢ni uvjet teCenja uz pretpostavku da se pravci glavnih

naprezanja podudaraju s osima materijalne simetrije

oyt = F|ayy — O'ZZ|m + Glo,, — Oy |™ + H|0xx — ayy|m

m m m (4.34)
+A|20xx — Oyy — O'ZZ| + B|20yy — Oy — O'ZZ| + C|20'ZZ — Oyy — axx|
gdje su F,G,H,A,B i C parametri anizotropije a m necjelobrojni eksponent. Eksponent m
moze se odrediti iz nelinearne veze kada se pretpostavi dvoosno stanje naprezanja

(axx = Oyy = Op; Oy = 0) tako da se izraz (4.34) prevede u (Banabic (2000))

op\™ 1 ) (2m1—-2)(4-C)
(O'_O) —E(1+7") <1+ A+C2m_1+F ) (435)

Autor je pokazao da postoji viSe kombinacija parametara kojima se mozZe opisati odstupanje
u odnosu prema izrazu (4.33). Tako npr. za uvjete kadaje A = B = C te m = 2 te kada vrijedi
F =G = H =0, moguce je opisati ponasSanje koje ne zadovoljava odnos iz izraza (4.33).
Takoder, jedan od najc¢esce koriStenih oblika za stanje normalne anizotropije kada se usvoji

davrijediA=B =F =G = 0 glasi

1 (1+27)

m m
oft = ) |ox + 0| + o) |ox — 0y (4.36)
pri ¢emu se izraz (4.35) prevodi u
0p\? 1+7
(_b> _a+n (4.37)
Oy 2m—1

Vrijednost eksponenta m moze se izracunati na temelju eksperimentalnih podataka g, 0, i T.
Unato¢ tome $to je jednostavniji od Hill (1948) uvjeta i Sto se mozZe opisati ponasanje
materijala uo¢eno u eksperimentima Woodthorpea i Pearcea (1970), Hill (1979) uvjet
tecenja ne ukljuuje posmiéna naprezanja a zbog necjelobrojnog eksponenta m, zahtjeva
numericki postupak. Takoder, Hill (1979) uvjetom tecenja ne mogu se opisati odstupanja u

ponasanju materijala prema odnosima u izrazima (4.32a) i (4.32b), a postoje i odstupanja
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plohe te€enja odredene Hill (1979) uvjetom tecenja od plohe tecenja odredene polikristalnim

modelom Bishopa i Hilla (1951-a).

4.2.3. Hosford (1979)

Hosford (1979) poopcuje svoj izotropni uvjet tecenja iz 1972. godine (4.14), te neovisno

o Hillu, predlaZe anizotropni uvjet te€enja
oy' = F|oy, — azz|m + Gloy, — O™ + HlO'xx — ny|m (4.38)

gdje su F, G i H materijalni parametri a o, naprezanje tecenja za referenti pravac. Vrijednost
eksponenta m povezana je s kristalnom strukturom materijala kao i kod izotropnog uvjeta
teCenja (4.14). Glavna prednost ovog uvjeta tecenja je Sto varijacijom eksponenta m dobro
aproksimira plohe tec¢enja odredene polikristalnim modelom Bishop i Hill (1951-a). S druge
strane, za razliku od Hill (1979) uvjeta tecenja (4.34), ne ukljucuje doprinose devijatorskih
naprezanja i ne uzima u obzir posmi¢na naprezanja Sto rezultira nemoguénoS¢u opisa
ravninske anizotropije odnosno opisa orijentacijske ovisnosti Lankfordova parametra i

naprezanja tecenja.

4.2.4. YId89

Modifikacijom izotropnog Hershey — Hosford uvjeta tecenja (4.14) a natragu izotropnog
uvjeta tecenja YId86 (Barlat i Richmond (1987)), 1989. godine Barlat i Lian (1989) predlaZzu

ortotropan YId89 uvjet te€enja za ravninsko stanje naprezanja

20371” = AlK; — K;|™ + AlKy + Ko |™ + C|2K,|™ (4.39)
gdje su
Oxx T+ Ho: Oxx — Hoyy\?

pri emusu A,C = 2 — A, P i H materijalni parametri, g,, je naprezanje tecenja za referenti
pravac dok se vrijednost eksponenta m moZe dovesti u vezu s kristalnom strukturom

materijala. Identifikacija parametara A, C, P i H vrsi se prema izrazima (Barlat i Lian (1989))
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o 0o \™ 0o\’ T
@)
099 099

ﬂ)m _ ( &)m 1

_Z(Tsz SR : GO( 2_>m- H=20 (4.41)
2A+2mc) 7 '

gdje su T4, i T4, dva neovisna posmicna naprezanja teenja odredena u razli¢itim testovima:

(axx =0, gyy =0,04, = Tsl) odnosho (rsz = Oxxr Ts2 = —Oyy, Oxy = 0). Takoder,

identifikacija parametara A,C i H moZe se vrsiti i na temelju vrijednosti Lankfordova

parametra 1y i 799 prema izrazima

T T T 1+
0 . 90 : H = 0 . 90 (442)
1+7ry 14719 1+7ry 19

A=2-C=2-2

pri ¢emu se vrijednost parametra P odreduje koriste¢i neki od postoje¢ih numerickih
postupakailiiz jednadzbe (4.41). Prednost YId89 uvjeta teenja jest Sto, za razliku od Hershey-
Hosford ili YId86 uvjeta teCenja, uzima u obzir posmicna naprezanja koja utje€u na oblik
konture tecenja u skladu s rezultatima polikristalnih modela te moZe opisati orijentacijsku
ovisnosti Lankfordova parametra i naprezanja tecenja dok je glavni nedostatak poteskodéa pri

odredivanju parametra P.

4.2.5. Hill (1990)

Hill izvodi poopcenje svog uvjeta iz 1979. godine koji za ravninsko stanje naprezanja glasi
(Hill (1990))
m
2

m
o
(20,)™ = |0y + nylm + <T—b> |(axx - ayy)z + 40,?y|
Y (4.43)

m
-1 2
2 2 2 2 2
+ |0xx + oy + Zny|(2 ) (B(o*xx — ayy) —2A(0% — ayy)>
pri Cemu je g, ujednaceno dvoosno naprezanje tecenja 7, naprezanje tecenja u testu Cistog

smicanja. Parametar m racuna se prema izrazu

2 m
(ﬁ) = 2(1 +745) (4.44)

dok se parametri A i B racunaju na temelju vrijednosti naprezanja tecenja (0y, 045, 09, 03 il

Lankfordova parametra (1, 145, 799) Prema izrazima
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120\ /20,\™ 1/ 7200\ [20,\™" 20\
N )
4|\ agg Op 2 Op 099 045
odnosno
_ (ro — 190)(1 — 0.5(m — 2)1y5) _ _ m(27'07'90 —Tys5(1p + 7’90)) (4.46)
(ro + 199) — (M — 2)rprgg (ro + 190) — (M — 2)1y79g

gdje je A = 0 dok B moze poprimiti pozitivne i negativne vrijednosti. Uz zadrZavanje prednosti
koje je imao i Hill (1979) uvjet tecenja, Hill (1990) uvjet ukljucuje posmi¢na naprezanja.
Takoder, Lin i Ding, (1996) su, na primjeru aluminijske legure Al 1100, pokazali kako ovaj uvjet
teenja ostvaruje dobru aproksimaciju rezultata polikristalnih modela a znatno bolja
aproksimacija ostvarena je s plohom tecenja za koju su parametri A i B izracunati na temelju
vrijednosti naprezanja te¢enja prema izrazu (4.45). Autori su zakljucili da su potrebne dodatne

modifikacije Hill (1990) uvjeta tecenja u svrhu pojednostavljenja izraza.

4.2.6. Yld91l

1991. godine, modifikacijom izotropnog Hershey-Hosford uvjeta tecenja zapisanog u
funkciji komponenti tenzora naprezanja (4.14), Barlat i sur. (1991) predlazu ortotropan uvjet
te€enja za troosno stanje naprezanja, tzv. Y/d91 uvjet te€enja. Glavna devijatorska naprezanja

(s1,52,53) mogu se zapisati koristenjem Bishop-Hill zapisa za devijatorski dio tenzora

naprezanja
C—-B
3 H G
Sxx Sxy Sxz A—C
s=|Sxy Syy Syz|=| H —— F (4.47)
Sxz Szy Szz 3
c F B—-A
3

Prema Barlatu i sur. (1991), drugi oblik izotropnog uvjeta tecenja (4.14) prikazan je s

m 20 +m\|™ 20 — 3m\|™
207" = (3],)2 ZCOS( e )| + (2cos (T>|
(4.48)
20 4+ 5m\|™"
+ |—ZCos (_6 )|

gdje je
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0= arccos(]3/3]§/2) (4.49)

a druga odnosno treca invarijanta tenzora naprezanja, J, i /3, mogu se zapisati kao

_F?+G*+H? (A-0)?*+(C-B)*+(B—A)?
J2 = 3 + 54

— — _ _ 2 _ 2 _ 2

_(c B)(A54C)(B A) FCH (C—B)F*+(4A 6C)G +(B—-A)H? (4.51)

Navedena izotropna funkcija teCenja (4.48) moZe se poopditi na nacin se anizotropno

(4.50)

J3

ponasanje opiSe uvodenjem parametara anizotropije a, b,c, f, g i h, pri ¢emu izrazi (4.50) i

(4.51) prelaze u

(fF)? + (gG)? + (hH)? N (aA — cC)? + (cC — bB)? + (bB — aA)?

J2 = 3 =2 (4.52)
= (cC - bB)(aA5—4cC)(bB —ad) t fFgGhH (4.53)
(€ - bB)(fF)? + (aA — cC)(gG)? + (bB — aA)h(hH)?
6

Parametri anizotropije mogu se odrediti na temelju tri vrijednosti naprezanja tecenja u testu
Cistog smicanja (f, g, h) te na temelju tri vrijednosti naprezanja te¢enja u testu jednoosnog
razvlacenja (a, b, c¢). Za ravninsko stanje naprezanja, potreban broj parametara svodi se na
Cetiri (a,b,c,h) a isti se mogu odrediti na temelju Cetiri podatka, (oy, 045, Ggg, ap) ili
(09,79, Tas, T9p). Vrijednost eksponenta m pretpostavlja se kao i kod Hershey-Hosford uvjeta
teCenja (4.14). Ako se vrijednosti svih parametara anizotropije pretpostave da su jednake
jedan, a =b =c=f =g = h =1, uvjetse svodinaizotropan. MoZe se pokazati da je Y/d91
funkcija te¢enja poseban oblik ortotropne Karafillis-Boyce (1993) funkcije te¢enja koja ce biti
objasnjena u poglavlju 4.2.8. Prednost Y/d91 funkcije jest to Sto je opcenita, ima moguénost
opisa ravninske anizotropije, ukljuuje posmicna naprezanja, dobro aproksimira rezultate

polikristalnih modela no zbog sloZzenog zapisa uglavnom se izbjegava.

4.2.7. Hill (1993)

Da bi se u obzir uzeo i opis ponasanja materijala koja ne zadovoljavaju odnose iz izraza

(4.32a) odnosno (4.32b), Hill prosiruje uvjet tecenja iz 1979. godine u obliku (Hill (1993))
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(Uxx>2 _ Caxxayy + <M)2 +|l (P+0Q) - (PO'xx T QO'yy) TxxOyy =1 (4.54)

Op 00090 090 Op 0009p

gdje su C, P i Q materijalni parametri odredeni prema izrazima

C ( 1 + 1 1 ) (4.55)
= 00090 |\ 2T 3~ .
a;  0gy 0'13
ZTO(O'b - 0-90) 2T900'b C 1
P = 2 2 " 11T 1 1 (4.56)
(1 +rp)0y (1+199)a5,  09) L + 1 1 :
Op 0Og9g Op
27'90(0'1, - 0-90) ZT‘OO'b C 1
Q= >~ 2t 1T 1 1 (4.57)
(1 + 7r90)0g, (1+1)oy  09) 1 = )

Op O9o Op
Uvjet je razvijen za ravninsko stanje naprezanja a kalibracija parametara vrsi se na temelju pet
podataka 1y, 799,09, 090 i 05 koji se mogu dobiti iz jednoosnog testa rastezanja kao i
ujednacenog dvoosnog testa razvla¢enja. Unato¢ tome $to mozZe opisati nepravilna ponasanja
materijala, Hill (1993) uvjet tecenja ne uklju¢uje posmicna naprezanja te ne moze opisati
ravninsku anizotropiju a plohe tefenja znatno odstupaju od ploha tecenja dobivenih

polikristalnim modelima Bishopa i Hilla.

4.2.8. Karafillis-Boyce (1993)

Primjenom matematickih transformacija nad izotropnim Karafillis-Boyce (1993) uvjetom

teCenja iz izraza (4.20), Karafillis i Boyce (1993) predlaZu anizotropni uvjet tecenja

m A-9 . s |m 3 z_|m 3 & |m
20y" = 5 (181 = &I™ + 185, = 35|™ + |55 — 5 ™)
1 (4.58)
3m m
S |m S m S Im
+c Z(Zm_l + 1) (lsll + |SZ| + |S3| )

gdje su §;,8, i §3 glavna naprezanja tenzora naprezanja S pridruzena tzv. ekvivalentnom
izotropnom stanju materijala, ¢ je faktor udjela funkcija a m eksponent koji se moze dovesti
u vezu s kristalnom strukturom materijala. Komponente tenzora naprezanja § izvedene su
linearnom transformacijom Cauchyeva tenzora naprezanja te za troosno stanje naprezanja

ortotropnog materijala vrijedi
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f-?xx\ 1 Bl BZ 0 0 0 Oxx
Syy 31 a, ﬁ3 0 0 O Oyy
§zz _ ,82 ,83 a, 0 0 O { Ozz }
{ S r=C 00 0 7. 0 0 Oyz (4.59)
Sz 0 0 0 0 y, 0]|%
\~§ny L 0 0 0 0 0 Y3 O-XY
pri ¢emu su
(-, — 1) (¢ —ay— 1) (1-a;—ap)
h=—"" — k=T k=T (4.5

U gornjim izrazima parametri aq,a;,¥1,¥2Y3 i C opisuju anizotropno ponasanje materijala.
Za izotropan materijal, parametri iznose C = 2/3, a1 = a, =1tey; =y, =y3 = 3/2. Za

ravninsko stanje naprezanja, komponente tenzora naprezanja svode se na

Sxx 1 B B2 O Oxx
Syy c 1 ay ps O Oyy

- = 4.61
zZ BZ 33 as 0 0 ( )
\5, ) 0 0 0 Vi |log
pri éemu se glavna naprezanja tenzora naprezanja § mogu se odrediti prema izrazima
~ ~ ~ ~ 2
Sex + 8 Sex — 8

Za ravninsko stanje naprezanja anizotropna Karafillis-Boyce funkcija sadrzava Cetiri parametra
anizotropije ( a4, a5, Y3, C) a za vrijednosti izotropnih parametaram = 2 i ¢ = 0, anizotropna
Karafillis-Boyce (1993) funkcija prevodi se u Hill (1948) funkciju tecenja. Autori su analizirali
uvjet tecenja uz pretpostavku o pridruzenom pravilu te€enja te su pokazali da njihov uvjet
dobro aproksimira kako eksperimentalne rezultate tako i rezultate polikristalnih modela dok
je sloZzenost jedan je od glavnih nedostataka uvjeta. Cvitani¢ i sur, (2008). prvi razmatraju
Karafillis-Boyce (1993) uvjet tecenja uz pretpostavku o nepridruzenom pravilu tecenja. Prema
njima, parametri Karafillis-Boyce (1993) funkcije tecenja za ravninsko stanje naprezanja mogu
se odrediti na temelju vrijednosti naprezanja tecenja za uzorke orijentacije 0°, 45° i 90° te
vrijednosti ujednacenog dvoosnog naprezanja tecenja o;, (0y, 045, 099,0p), @ parametri
funkcije plasti¢cnog potencijala mogu se odrediti na temelju vrijednosti Lankfordova
parametra za orijentacije 0°, 45° i 90° i vrijednosti naprezanja te¢enja za pravac valjanja

(00,70, T45,T90)- Autori su ostvarili prihvatljiva predvidanja ravninske anizotropije uz
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pretpostavku o nepridruzenom pravilu tecenja za dvije aluminijske legure, Al 2008-T4 i

Al 2090-T3.

4.2.9. YId94

1997. godine Barlat i sur. (1997) uocavaju nemoguénost Yld91 funkcije u predvidanju
plohe tec¢enja Al-Mg legura dobivenih visokim stupnjem redukcije u hladnom stanju kod kojih
je karakteristi¢na velika vrijednost naprezanja tecenja u uvjetima Cistog smicanja. Predlazu

novu funkciju naprezanja tzv. YId94 prema izrazu

1

1 o o o m
2oy" = [E( Ax|S2 = $31™ + |83 = 511™ + .13 — 52|m)] (4.63)

gdje §;,5, i §; predstavljaju glavna naprezanja tzv. ekvivalentnog izotropnog tenzora

naprezanja S koji se, za razliku od tenzor naprezanja kod anizotropnog Karafillis-Boyce uvjeta,

odreduje prema izrazu

—CZ + C3 _C3 _CZ T
5. 3 3 3 Oxx
~ _C3 C1 + C3 _Cl O—yy
S
224 3 3 3 Orr=0 (4.64)
SZZ _Cz _C1 C1 + C2 ny
L3 3 3

U izrazima (4.63) i (4.64), parametri cq,Cy,C3, @y, @, i@, Opisuju anizotropna svojstva
materijala koja se odreduju nekim od iterativnih postupaka na temelju 6 podataka
(00, 045, 090, Tp, T, T9p)- Na slici 4.3 prikazani su rezultati kontura plohe tecenja ostvarene s
Bishop-Hill polikristalnim modelom te s YId91 i YId94 funkcijom za Al-Mg leguru pri razlic¢itim
stupnjevima redukcije u hladnom stanju. lako su ostvarena poboljSanja u odnosu na
prethodnu Yld91 funkciju, autori su uodili da Yld94 funkcija moZe pokazati odstupanja u
predvidanju plohe tedenja a odstupanja se mogu pojaviti i u predvidanju orijentacijske

ovisnosti Lankfordova parametra.
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Slika 4.3. Konture plohe tecenja dobivene razli¢itim modelima za Al-2.5%Mg leguru pri: a) visokom
stupnju redukcije u hladnom stanju; b) niskom stupnju redukcije u hladnom stanju.

(Barlat i sur. (1997))

4.2.10.Y1d96

Kako bi se izbjegli nedostatci YId94 funkcije naprezanja pri opisu anizotropije te ujedno

prilagodio izraz za primjenu u numerickim simulacijama, u istom radu Barlat i sur. (1997)

predlazu YId96 funkciju

1
1 m
ZGJT'n = E(Uf1|§2 = 5™+ ayl85 — 5™+ as|§; —5,™) (4.65)
gdje za razliku od konstantnih parametara ay, @, ia, kod Yld94 funkcije, uvode a4, a; i a3
koji predstavljaju teZinske faktore ovisne o materijalnim karakteristikama i stanju naprezanja

a §1,8, i §3 su glavna naprezanja tzv. ekvivalentnog izotropnog tenzora naprezanja §. Za

troosno stanje naprezanja vrijedi

B CZ + C3 _C3 _CZ O 0 0 7
3 3 3 3
(Sxx) Oy
§ _C3 C1 + C3 _Cl o
vy 0 0 O yy
Sz 3 3.3 Oz
{ . > = —Cy —C C1 + Cy o (466)
Syz 0 0 yz
S 3 3 3 Oxz
NXZ 0 O O C4_ O 0 O-xy
0 0 0 0 0 cg |

gdje su cy_g parametri koji opisuju anizotropiju materijala. TeZinski faktori «ay, za

k = 1,2,3, zapisuju se kao funkcije komponenata matrice transformacije p, p;; (i = 1,2,3),
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koje predstavljaju kosinuse smjera izmedu referentnog koordinatnog sustava a koji odreduju

osi anizotropije i koordinatnog sustava koji odreduju pravci glavnih naprezanja tenzora §

— 2 2 2
g = AxPix t AyD + AzD3k (4.67)
pri Cemu se parametri ay, @, i a, funkcije parametara koji opisuju anizotropno ponasanje
materijala i kuteva izmedu svojstvenih vektora tenzora § i osi anizotropije. Za ravninsko stanje

naprezanja, komponente tenzora § svode se na

[ CZ + C3 _C3 _Cz 0
3 3 3 3 o
~xx _C3 Cl + C3 _Cl xx
Syy 0 Oyy
S22 —c; —  ato (4.68)
Sy 3 3 3 Oy
0 0 0 Co |

pri éemu se svojstvene vrijednosti tenzora § mogu izracunati kao i kod Karafillis-Boyce (1993)
uvjeta prema izrazu (4.62). U tom slucaju Yld96 funkcija sadrzava sedam parametara
anizotropije koji se mogu odrediti na temelju sedam eksperimentalnih vrijednosti
00, 045, 090, 10, T45, T9g, 0. Uz pretpostavku a; = a, = a3 =1, YId96 se prevodi u YId91
funkciju. Ako se pretpostavi vrijednost parametara c¢;_¢ = 1, funkcija YId96 se uz m = 1 ili
m — oo prevodi u izotropni Tresca uvjet tecenja dok se za vrijednosti parametra m = 2
prevodi u von Mises uvjet teCenja. lako se pokazalo da YId96 izrazito to¢no aproksimira
rezultate polikristalnih modela (Barlat i sur. (1997)) te pokazuje dobru sposobnost u opisu

anizotropije (Barlati sur. (1997), Yoon (2000)), glavni nedostaci pri implementaciji YId96

funkcije u numeri¢ke modele su upitna konveksnost i sloZzenost izraza (Barlat i sur. (2003)).

4.2.11.Y|d2000-2d

Kako bi otklonio problem konveksnosti YId96 funkcije, Barlat i sur. (2003) predlazu
anizotropnu nekvadratiénu YId2000-2d funkciju naprezanja koja se temelji se na dvije
konveksne funkcije ¢’ i ¢" koje su funkcije komponenti linearno transformiranih tenzora

naprezanja §' i §'' . Za ravninsko stanje naprezanja funkcija YId2000-2d glasi

200" = @' + ¢" (4.69)

pri ¢emu su funkcije @' i @' definirane prema izrazima
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@' =X —X)" (4.70)

0" = (2X5 + X"+ (2X] + X5)™ (4.71)
gdje su Xj, iXj, glavna naprezanja linearno transformiranih tenzora naprezanja §' i §" a
parametar m vezan je za kristalnu strukturu materijala. Glavna naprezanja X; , i X;', ra¢unaju

se prema izrazima

o o o o 2
Sex +8 Syx — 8
X, = GBxx +55y) n (Sxx = 3yy) n §),Cy2 (4.72)
’ 2 2
&L + 30 & =350\
X!y = xx - oy ( xx - yy > +§,’C'yz (4.73)

ol

Linearno transformirani tenzori naprezanja §' i §"' jednaki su umnosku komponenata matrice
linearne transformacije C' odnosno C"' s komponentama devijatorskog dijela Cauchyevog

tenzora naprezanja Syy, Syy | Sxy, prema izrazima

Sxx [Cl1 Ciz 0 ](Sxx
Syyr=1C Gz O {Syy} (4.74)
s) |0 0 clllsw
Sxx [Cl7 Cl 0 ] (Sux (4.75)
Syyr=1Ch Gz 0 {Syy}
§9ng/ | 0 0 Cé's_ Sxy

S obzirom da funkcija ¢’ ovisi samo o X; i X3, pretpostavlja se da vrijedi C{, = C;; =0 pri
¢emu c¢e YId200-2d funkcija sadrzavati samo osam parametara anizotropije. Ako se
pretpostavi da su komponente matrica linearnih transformacija C' i C'' jednake jedan, izraz
(4.69) se prevodi u izotropan Hershey-Hosford uvjet te¢enja. Takoder, transformacija se moze
direktno primijeniti na Cauchyev tenzor naprezanja umjesto na njegov devijatorski dio tako

da vrijedi 8’ = L'c odnosno §" = L" o, gdje su matrice transformacije L' i L jednake

i i
11 12 0

LI = L’21 ,22 O (4.76)
0 0 66
1 L 0 (4.77)
L" = ’2’1 ’2’2 0
0 0 66

a njihove komponente su definirane prema izrazima
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11 2 0 0
12 1[—1 0 0] a
21 —§|0 ~1 0|[“z] (4.78)
'ZZJ l0 2 0J a;
» 0 0 3
11 -2 2 8 -2 07 %
12 1[ 1 —4 —4 4 0“064]
0 =5 4 —4 -4 1 0 | a5| (4.79)
ol Ol-2 8 2 -2 OJla6J
o 0 o0 o0 9llas

66
U gornjim izrazima osam parametra aq,a,, a3, 04, A5, 0, A7 | g Opisuje anizotropno
ponasanje materijala. Ako se koristi pretpostavka o pridruzenom pravilu te¢enja, parametri
YId2000-2d funkcije tecenja/plasticnog potencijala mogu se odrediti na temelju vrijednosti
naprezanja tecenja i Lankfordova parametra za orijentacije 0°, 45° i 90° i za ujednaceno
dvoosno stanje naprezanja gy, i 1y, (0, G45, G99, 1, T, Tas, 90, Tp) Pri ¢emu 13, predstavlja nagib
plohe tecenja za stanje ujednacenog dvoosnog naprezanja (1 =d£§y/ds,’zx). Ako se
pretpostavi nepridruzeno pravilo te€enja, u postupku kalibracije potrebno je poznavati 16
eksperimentalnih podataka gdje se parametri YId2000-2d funkcije tecenja racunaju se na
temelju osam eksperimentalnih vrijednosti naprezanja tecenja
(09, 015, 030, 045, 060, T75, 090, 0p ), dok se parametri Yld2000-2d plastitnog potencijala
racunaju na temelju osam eksperimentalnih vrijednosti Lankfordova parametra
(10,715,130, 45, T60, 75, T90, Tp)-  Kalibracija parametara svodi se na rjeSavanje sustava
nelinearnih jednadzbi nekim od iterativnih postupaka. Nekoliko autora koristilo je YId2000-2d
funkciju u svojim modelima uz pretpostavku o pridruzenom (Yoon (2006), Yoon (2010),
Cai (2016)) odnosno nepridruzenom pravilu tecenja (Park i Chung (2012), Safaei (2013-b))
koje su implementirali u numeri¢ke simulacije za predvidanje razlicitih procesa oblikovanja
limova. Pokazali su da rezultati simulacija s visokom to¢noscu aproksimiraju eksperimentalne

rezultate, pogotovo kad se usvoji pretpostavka o nepridruzenom pravilu te€enja.

4.2.12.Y1d2004-18p i YId2004-13p

S ciljem poopc¢avanja Yld2000-2d funkcije za troosno stanje naprezanja uz koristenje

slicnog pristupa, Barlat i sur. (2005) predstavljaju YId2004-18p funkciju naprezanja
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m _ ’ nym ! nm ’ nm ’ nmm ’ nmm
4oyt = |sg — sy ™+ |sg = s3I + |sg = s3/|™ + [s3 — s [™ + [s; — 57|
(4.80)
/; nm l; nm ’ nm ’ nm
+ |5y = s3/|™ + |s3 — 51| + |s3 — 55| + |s3 — s3]
pri éemu je vrijednost eksponenta m vezana s kristalnom strukturom materijala dok sy, s i 53
odnosno s;', s; i s5 predstavljaju svojstvene vrijednosti transformiranih tenzora naprezanja
dobivenih linearnom transformacijom Cauchyeva tenzora naprezanja tako da vrijedi

§' = C'To odnosno §"" = C"To. Tenzori transformacije C' odnosno C'’ definirani su prema

[ 0 -, —ay 0 0 0
—a3 0 —Qy 0 0 0
1 —s —Qg 0 0 0 0
C' = 4.81
0 0 0 —a O 0 (4.81)
| 0 O 0 0 0 _a7_
O _alo _all O O 0
—Qq2 0 —aq3 0 0 0
" —014 —Ups 0 0 0 0
C" =
0 0 0 —ag O 0 (4.82)
O O O 0 _a17 O
O O O 0 0 _a16_
dok je operator T definiran prema
[ 2 -1 -1 0 0 O]
1|—1 2 =10 0 O]
_-1 -1 2 0 0o o0l
T=3l0 0o 0o 3 0 ol (4.83)
l 0 O 0 0 3 0 J
0 O 0 0 O 3

Funkcija Yld2004-18p za troosno stanje naprezanja sadrzi ukupno 18 parametara anizotropije
a;, (i =1,2,..,18) koji se kalibriraju nekim od numeri¢kih iterativnih postupaka. Kada su
vrijednosti parametara a;_13 = 1, funkcija se prevodi u izotropni Hershey-Hosford uvjet
te¢enja dok se za jednakost tenzora transformacije, C' = C", prevodi u YId91 funkciju. U
postupku kalibracije parametara anizotropije koriste se vrijednosti naprezanja tecenja i
Lankfordova parametra odredene u testovima rastezanja uzoraka sedam razlicitih orijentacija,
zatim ujednaceno dvoosno naprezanje tecenja gy, i vrijednost 73, te materijalne karakteristike
koje se odnose na stanja naprezanja u ravninama yz i xz, gdje je os z okomita na ravninu
valjanja. Autori su na primjeru dviju aluminijskih legura, Al 6111-T4 i Al 2090-T3, uz

pretpostavku o pridruzenom pravilu tec¢enja pokazali dobru sposobnost Yld2004-13p funkcije
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u opisu ravninske anizotropije kako je prikazano na slici 4.4. Zakljucili su da ova funkcija moze

predvidjeti najmanje Sest usica u simulaciji postupka dubokog vuéenija cilindri¢nih posudica.

a) b)
1 5 Exp. stress O Exp.r value
O . ] : :
El’i,pm{n‘ﬂ‘;f; 1 - ¥1d2004-18p ——Y1d2004-18p| 1.6
- 08 R
o ] 2 E Mo
2 1 o 095 : 12
£ — 0 Jos _ £ _ .
] b [
3 5 % omf % N\ e 3
o 1o, 8 = [ 08 S
@ O-.. 104 g r Tow
E oos [ O, o] A S 085 [
: It S Rl
0.2 C 04
O Exp. stress ] 0.80
=== Y1d2004-18p 6111-T4 |
0.90 L L 1 1 L : : : 0 0.75 i'IUQID-TSI P B 1 ! ! 0

0O 10 20 30 40 50 60 70 B0 90
Tensile direction
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Slika 4.4. Predvidanje orijentacijske ovisnosti naprezanja tecenja i Lankfordova parametra ostvareno

Yld2004-18p modelom za aluminijsku leguru: a) Al6111-T4; b) AI2009-T3.(Barlat i sur. (2005))

S obzirom na sloZenost same funkcije ali i ograni¢enost dostupnih eksperimentalnih
podataka, Barlat i sur. (2005) reduciraju Yld2004-18p funkciju za troosno stanje naprezanja
na nacin da parametre a;, @s, Qg, A4 | Q15 iz izraza (4.81) i (4.82) izjednacavaju s jedan, pa se
YId2004-18p funkcija svodi na nesto jednostavniju tzv. YId2004-13p funkciju oblika

20" = |s; — s1'|™ + |s; — s3'|™ + |s3 — s1'|™ = |s1|™ — [sp|™ — |s3|™

(4.84)
+ s/ ™+ sy ™+ |sg ™
pri ¢emu je potrebno kalibrirati samo 13 parametara anizotropije. Za ravninsko stanje

naprezanja, YI2004-13p funkcija svodi se na 9 parametara anizotropije. Konveksnost funkcije

je oCuvana ako je vrijednost parametra m > 1.7 (Barlat i sur. (2005)).
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5. MODELI PROMJENE PLASTICNE ANIZOTROPIJE

U ovom poglavlju dan je pregled konstitutivnih modela limova koji uzimaju u obzir
promjenu plasti¢ne anizotropije s napredovanjem plasti¢ne deformacije i koji se temelje na
pridruzenom odnosno nepridruzenom pravilu tecenja te razlic¢itim funkcijama naprezanja, od
najjednostavnije Hill (1948) (Hill (1948-b)) do sloZenijih kao Sto su Yld2000-2d
(Barlat i sur. (2003)), CPBO6ex2 (Plunkett i sur. (2008)) i druge.

U modelima koji se temelje na nepridruzenom pravilu teenja, parametri anizotropije
funkcije te¢enja mogu se kalibrirati na temelju vrijednosti naprezanja tecenja dok se parametri
anizotropije plasti¢nog potencijala kalibriraju na temelju vrijednosti Lankfordova parametra.
Ovakvim pristupom mogu se dobiti prihvatljiva predvidanja anizotropnog ponasanja limova
$to su u svojim radovima medu prvima pokazali Lademo i sur. (1999), Stoughton (2002),
Stougton i Yoon (2004), Cvitani¢ i sur. (2008) a poslije i Park i Chung (2012),
Safaei i sur. (2014), Wali i sur. (2016), Min i sur. (2017) i drugi. Veéina od prethodno
navedenih autora u svojim je radovima zakljucila da se prihvatljiva predvidanja mogu ostvariti
ako se koristi nepridruzeno pravilo tecenja i jednostavnija funkcija tecenja/plasti¢ni potencijal
u usporedbi s pridruzenim pravilom tecenja koje zahtjeva slozenu funkciju tecenja. Razlog je
taj Sto se u modelima koji se temelje na nepridruzenom pravilu te¢enja u konacnici ukljucuje

vedi broj parametara anizotropije.

Razvoj modela kojima se uzima u obzir promjena omjera naprezanja tecenja i/ili
Lankfordova parametra s napredovanjem plastiéne deformacije postaje sve popularniji.
Najnovija eksperimentalna istraZzivanja pokazuju da se u testovima jednoosnog razvlacenja
uzoraka lima, omjer naprezanja te¢enja i Lankfordov parametar mijenjaju se s napredovanjem
plastiéne deformacije. O¢ito je da opis tih promjena mozZe utjecati na rezultate simulacija
postupaka oblikovanja limova. U literaturi postoji nekoliko radova koji razmatraju ovakve
modele poput ve¢ spomenutog Safaei i sur. (2014), zatim Plunkett i sur. (2006), Aretz (2008),
Zamiri i Pourboghrat (2008), Stoughton i Yoon (2009), Aleksandrovic i sur. (2009), An i sur.
(2013), Yoshida i sur. (2014), Cvitani¢ i Kovacic¢ (2017) te Lian i sur. (2017). Svi od navedenih
autora pokazali su da postoje odredena poboljSanja u predvidanju ravninske anizotropije kada
se koriste formulacije u kojima su parametri anizotropije predstavljeni kao funkcije

ekvivalentne plasticne deformacije. Tako na primjer Zamiri i Pourboghrat (2008) razvijaju
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konstitutivni model temeljen na kvadrati¢noj funkciji naprezanja i pridruzenom pravilu tecenja
pri éemu uzimaju u obzir samo promjenu Lankfordova parametara s napredovanjem plasti¢ne
deformacije. Aleksandrovi€ i sur. (2009) te An i sur. (2013) takoder razmatraju kako nacini
kojim se opisuje promjena Lankfordova parametra utjeCu na konacne rezultate predvidanja
ravninske anizotropije. Nasuprot njima, Plunkett i sur. (2006), Aretz (2008) te
Stoughton i Yoon (2009) razvijaju konstitutivne modele u kojima pretpostavljaju samo
promjenu vrijednosti omjera naprezanja tecenja s napredovanjem plasticne deformacije.
Naposljetku, Safaei i sur. (2014), Yoshida i sur. (2014), Cvitani¢ i Kovaci¢ (2017) te
Lian i sur. (2017) uzimaju u obzir promjenu kako vrijednosti Lankfordova parametra tako i
omjera naprezanja tecenja uz pretpostavku o pridruzenom odnosno nepridruzenom pravilu
tecenja.

U nastavku je dan kratak pregled nekoliko prethodno spomenutih radova u kojima su
analizirani modeli s funkcijom tecenja i/ili plasticnim potencijalom koji se mijenjaju s

napredovanjem plasti¢ne deformacije.

ePlunkett i sur. (2006) predlazu postupak proracuna parametara CPBO05
(Cazacu i sur. (2006)) funkcije te¢enja kojom se uzima u obzir promjena anizotropije kao i
asimetrija naprezanja tecenja u vlaku i tlaku a Sto je prikladno za metale s heksagonalnom
kristalnom reSetkom. Razvijeni postupak temelji se na principu ekvivalentnosti rada plasti¢nog
deformiranja te su za razliCite vrijednosti ekvivalentne plastiéne deformacije izracunali
koeficijente analizirane funkcije tecenja. Analiza predloZzenog modela provedena je na
simulaciji postupka savijanja u 4 tocke grede kvadrati¢nog presjeka izradene od cirkonija te su
rezultate simulacija usporedili s eksperimentom. Predlozeni model daje dobra predvidanja
asimetrije omjera naprezanja te€enja u vlaku i tlaku a promjena parametara anizotropije

utjece na predvidanja postupaka savijanja.

e Aretz (2008) predlaze model s kombiniranim izotropno-distorzijskim oc€vrséivanjem uz
konstante vrijednosti Lankfordovih parametara za aluminijsku leguru Al 7108-T6. Model je
razvio koristec¢i YId2003 funkciju te¢enja Aretz (2004,2005). U radu razmatra utjecaj distorzije
uvjeta teCenja na predvidanje lokalizirane pojave vrata (suzenja) za ortotropne limove te
usporeduje razvijeni model s modelom koji uzima o obzir samo izotropno ocvrséivanje.

Zakljucio je da opis promjene anizotropije materijala ima utjecaj na konaéne rezultate.
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e Zamiri i Pourboghrat (2008) razvijaju konstitutivni model temeljen na kvadrati¢noj
ortotropnoj Hill (1948) (Hill (1948-b) funkciji naprezanja i pridruzenom pravilu tec¢enja za lim
supravodljivog niobijuma. Parametri anizotropije funkcije te¢enja u ovisnosti o ekvivalentnoj
plasti¢noj deformaciji kalibrirani su na temelju eksperimentalno odredenih vrijednosti
Lankfordova parametra za orijentacije 0°, 45°i 90° (7y,74s,790,). Pokazali su da promjena
parametara anizotropije s napredovanjem plasti¢cne deformacije ima znacajan utjecaj na
predvidanje deformacije debljine odnosno pojave pukotine u testa izbocenja lima
(eng. Hydraulic bulge test), kako je prikazano na slici 5.1. Zaklju¢uju da se poboljSanja mogu
ostvariti ako bi se u obzir uzela i promjena omjera naprezanja tecenja s napredovanjem

plasti¢ne deformacije.

a) b)

Thickness Strain Thic]

Slika 5.1.Rezultati simulacije testa izbocCenja lima niobijuma ostvareni s modelima koji uzimaju u obzir:
a) konstantne, b) promjenjive parametre anizotropije.

c) Test izbocCenja lima niobijuma. (Zamirii Pourboghrat (2008))

e Stoughton i Yoon (2009) predlazu model temeljen na kvadrati¢noj ortotropnoj
Hill (1948) funkciji naprezanja i nepridruzenom pravilu tecenja s distorzijskim ocvrséivanjem
uz pretpostavku da su vrijednosti Lankfordova parametra konstantne s napredovanjem

plasticne deformacije. Rezultate predvidanja naprezanja tecenja analizirali su za pet
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materijala: dva Celika, 719-B i 718-AT odnosno tri aluminijske legure, Al 5182-0, Al 6022-T43
te Al 6022-T4E32. Predvidanje eksperimentalnih vrijednosti naprezanja tec¢enja za aluminijsku
leguru Al 5182-0 prikazano je na slici 5.2. Njihovim modelom ostvarena su zadovoljavajuéa
predvidanja naprezanja te¢enja za smjerove 0°, 45° te 90° u odnosu na pravac valjanja, kao i
za ujednaceno dvoosno stanje naprezanja. Sli¢ni rezultati u predvidanju eksperimentalnih

vrijednosti naprezanja te¢enja ostvarena su za ostale analizirane materijale.

150 Stress-strain for AA 5182-0
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Slika 5.2. Predvidanje eksperimentalnih vrijednosti naprezanja tecenja za smjerove 0°, 45°i 90° u
odnosu na pravac valjanja kao i za ujednaceno dvoosno stanje naprezanja EB. Aluminijska legura

Al 5182-0. (Stoughton i Yoon (2009)).

eAn i sur. (2013) razmatraju promjenu Lankfordova parametra s napredovanjem
plasti¢cne deformacije za tri ¢eliéna lima, DC0O4, DCO6 i DX57 te lim aluminijske legure
Al 5005-O. Napustaju standardnu proceduru prema kojoj se konstantna vrijednost
Lankfordova parametra odreduje iz nagiba pravca kojim se aproksimira cijelo podrucje u
dijagramu ovisnosti stvarne popreéne i stvarne uzduzne plastiéne deformacije. Umjesto
navedenog, na odredenim intervalima (2% uzduZne plasticne deformacije) vrse linearnu
regresiju te se iz nagiba pravca ra¢una inkrementalna vrijednost Lankfordova parametra za taj
interval. Zakljucili su da ovako dobivene vrijednosti dobro aproksimiraju trenutno stanje
anizotropije materijala kao i to da je promjena Lankfordova parametra uvjetovana razvojem

teksture s napredovanjem plasti¢ne deformacije.
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e Safaei i sur. (2014) provode jednoosne pokuse rastezanja uzoraka celicnog lima DC06
za sedam razli¢itih orijentacija u odnosu na pravac valjanja pri ¢emu koriste tzv. Digital Image
Correlation (DIC) tehniku. Umjesto standardno koristene linearne interpolacije
eksperimentalno odredene ovisnosti stvarne poprecne i stvarne uzduZne plasticne
deformacije, u radu je koriStena polinomna funkcija treceg stupnja. Trenutne vrijednosti
Lankfordova parametra u ovisnosti o ekvivalentnoj plasti¢noj deformaciji izraCunate su iz
nagiba tangente koriStene polinomne funkcije. Autori su uocili da postoji odredena promjena
omjera naprezanja teCenja te znacajan pad vrijednosti Lankfordova parametra s
napredovanjem plasticne deformacije za sve razmatrane orijentacije, sto je prikazano na slici

5.3.

a) b)
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Slika 5.3. Promjena eksperimentalno odredenih a) omjera naprezanja tecenja, b) Lankfordova

parametra s napredovanjem plasticne deformacije za Celi¢ni lim DCO6. (Safaei i sur. (2014))

Autori su razvili konstitutivni model koji se temelji na nepridruzenom pravilu tecenja i
nekvadrati¢noj ortotropnoj Yld2000-2d funkciji naprezanja (Barlat i sur. (2003)). Parametre
Y1d2000-2d funkcije tecenja izracunali su na temelju osam eksperimentalnih vrijednosti
naprezanja tecenja (0y, 015,030, 045,060, 075, 099, 0p), dok se parametre YId2000-2d
plasti¢nog potencijala izracunali na temelju osam eksperimentalnih vrijednosti Lankfordova
parametra (7y, 715,730, 45, Y60, 775, 190, Tp), 0dnosno u postupku kalibracije parametara
anizotropije za jednu razinu ekvivalentne plasticne deformacije koristeno je ukupno 16
eksperimentalnih podataka. Koristeéi polinomnu funkciju ¢etvrtog stupnja, uspostavili su vezu
izmedu parametara anizotropije analizirane funkcije te¢enja odnosno plastiénog potencijala

sa ekvivalentnom plasticnom deformacijom. Na slici 5.4. prikazana je usporedba predvidanja
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orijentacijske ovisnosti omjera naprezanja te€enja i Lankfordova parametra za jednu od visih
razina ekvivalentne plasticne deformacije (ona koja odgovara vrijednosti ekvivalentnog
plasti¢nog rada od 77.29 MPa). Predvidanja su ostvarena s dva modela: modelom u kojem se
parametri anizotropije ne mijenjaju s napredovanjem plasti¢ne deformacije (Non-Associated

Yld2000-2d) i model koji uzima u obzir promjenu parametara anizotropije (Evolutionary non-

Associated Yld2000-2d).
a) b)
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Slika 5.4. Predvidanje orijentacijske ovisnosti: a) omjera naprezanja tecenja, b) Lankfordova

parametra, za Celicni lim DCO6. (Safaei i sur. (2014))

Pokazali su da ovako razvijeni model, u kojem se plasti¢ni potencijal i funkcija te¢enja neovisno
mijenjaju s napredovanjem plasti¢éne deformacije, rezultira s znacajnim poboljSanjima u opisu
promjene orijentacijske ovisnosti omjera naprezanja tedenja i Lankfordova parametra.
Zakljucili su da se analizirani model, kao relativno jednostavan i precizan, moze koristiti u

numeric¢kim simulacijama.

e Cvitanic i Kovaci¢ (2017) razvijaju konstitutivni model temeljen na nepridruzenom
pravilu te€enja i kvadrati¢noj ortotropnoj Hill (1948) odnosno nekvadrati¢noj ortotropnoj
Karafillis-Boyce (1993) funkciji naprezanja za celik DC06. U razvijenim modelima uzima se u
obzir promjena omjera naprezanja tecenja i Lankfordova parametra s napredovanjem
plastiéne deformacije. Autori su uocili da analizirani materijal pokazuje znacajnu promjenu

orijentacijske ovisnosti plasti¢nih karakteristika Sto opravdava upotrebu promjenjivih
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parametara anizotropije. Koristeci polinomnu funkciju ¢etvrtog stupnja, uspostavljena je veza
parametara anizotropije funkcije tecenja odnosno parametara anizotropije plasti¢nog
potencijala s ekvivalentnom plastichom deformacijom. Autori su s razvijenim modelima
ostvarili prihvatljiva predvidanja orijentacijske ovisnosti omjera naprezanja tecenja i
Lankfordova parametra za analizirani materijal.

Takoder, u radu su primjenom algoritma povratnog projiciranja razvijene algoritamske
formulacije analiziranih modela temeljenih na nepridruzenom pravilu tecenja pri ¢emu je
koristen implicitni Eulerov integracijski postupak. Inkrementalni oblik konstitutivhog modela
predstavljen je skupom Cetiriju nelinearnih jednadibi a procjena tocnosti razvijenih
formulacija provedena je na temelju prikaza linija jednakih pogresaka (eng. iso-error maps) za
Celik DCO6. Autori su uocili da ne postoji znacajna razlika u procjeni pogreske za formulacije
temeljene na pridruzenom odnosno nepridruzenom pravilu tecenja te kvadrati¢noj odnosno

nekvadrati¢noj funkciji naprezanja.

e Lian i sur. (2017) razvijaju konstitutivni model temeljen na nepridruzenom pravilu
teCenja i kvadrati¢noj ortotropnoj Hill (1948) funkciji naprezanja za nehrdajuci celik AISI 439.
U razvijenom modelu anizotropni parametri analizirane funkcije te¢enja odnosno plasti¢nog
potencijala mijenjaju se kao kontinuirane funkcije s napredovanjem plasticne deformacije.
Svoje modele ispitali su u predvidanju krivulja dijagrama grani¢ne deformabilnosti
(eng. forming limit diagram, FLD) u Nakajima testu. Pokazali su da se koriStenjem modela
promjene plasti¢ne anizotropije temeljenim na nepridruzenom pravilu te¢enja mogu ostvariti
preciznija predvidanja krivulja od modela koji koriste konstantne parametre anizotropije ili

pretpostavku o pridruzenom pravilu teéenja.
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6. NAPREDNI KONSTITUTIVNI MODELI U PREDVIDANJU POSTUPKA
CILINDRIENOG DUBOKOG VUCENJA

U novije vrijeme postavlja se zahtjev za $to pouzdanijim predvidanjem razlicitih
postupaka oblikovanja lima deformiranjem. Razli¢iti razvijeni konstitutivni modeli materijala
ispitani su u predvidanju postupka cilindricnog dubokog vucéenja posudica. Pouzdanost
numerickih simulacija postupaka obrade deformiranjem ovisit ¢e o opisu uvjeta kojima se
odvija sam proces deformiranja kao i o implementiranom konstitutivnom modelu materijala.
U postupku dubokog vucenja, anizotropno ponasanje lima uzrokovat ée valoviti rub kona¢no
izvu¢ene posudice s izrazenim tzv. uSicama, a ta pojava se naziva uSi¢avost. Brojni autori
razmatrali su kako odabir konstitutivnog modela temeljenog na pridruzenom ili
nepridruzenom pravilu te¢enja utjece na ishod simulacija postupka dubokog vuéenja. Neki od
radova u kojima su razvijeni i implementirani modeli koji koriste konstantne parametre
funkcije tecCenja/plasticnog potencijala su npr. Yoon i sur. (1999), Yoon i sur. (2000),
Yoon i sur. (2004), Yoon i sur. (2006), Cvitani¢ i sur. (2007), Cvitani¢ i sur. (2008),
Saxena i Dixit (2009), Taherizadeh i sur. (2010), Park and Chung (2012),
Safaei i sur. (2013-a), Safaei i sur. (2013-b), Vrh i sur. (2011), Vrh i sur. (2014),
Paulino i Yoon (2015), lzdapanah i sur. (2016) itd. U navedenim radovima razmatran je
utjecaj opisa orijentacijske ovisnosti plasti¢nih svojstava materijala na konacan izgled ruba
posudice. Predvidanje amplitude visina posudice povezana je s predvidanjem amplitude
naprezanja tecenja dok zrcalna slika predvidanja orijentacijske ovisnosti Lankfordova
parametra (ovisnost za orijentacije 90°- 0° u odnosu na pravac valjanja) priblizno odgovara
dobivenom obliku ruba Eetvrtine posudice za orijentacije od 0°- 90° u odnosu na pravac
valjanja.

S obzirom da rezultati simulacija koji koriste konstantne parametre anizotropije
pokazuju odredena odstupanja od eksperimentalno odredenog profila posudice, neki od
autora su zakljucili da bi primjena modela s promjenom plasti¢ne anizotropije mogla povedéati
pouzdanost u predvidanju eksperimenata. Wang i sur. (2009), Yoon i sur. (2010),
Cai i sur. (2016) razvijaju modele koji uzimaju u obzir promjenu parametara anizotropije te ih
ispituju u predvidanju postupka dubokog vucenja. U numerickim simulacijama
Wang i sur. (2009) koriste model temeljen na YId2000-2d (Barlat i sur. (2003)) funkciji

naprezanja i pridruzenom pravilu tecenja koji uklju¢uje omjer naprezanja tecenja i Lankfordov
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parametar kao promjenjive velicine s napredovanjem plasticne deformacije dok
Cai i sur. (2016) uzimaju u obzir i varijaciju izotropnog parametra m spomenute Yld2000-2d
funkcije tecenja u ovisnosti o ekvivalentnoj plasti¢noj deformaciji. Autori su pokazali da njihovi
modeli promjene plasti¢ne anizotropije daju poboljSanja u predvidanju profila posudice u
usporedbi s modelima koji ne uzimaju promjenu parametara anizotropije s napredovanjem

plasti¢ne deformacije.

U nastavku je opisano nekoliko prethodno spomenutih radova u kojima se razmatra
utjecaj razvijenih konstitutivnih modela na rezultate predvidanja postupka cilindricnog

dubokog vucenja.

e Cvitanic¢ i sur. (2008) su razvili konstitutivni model temeljen na pretpostavci o
nepridruzenom pravilu tecenja i kvadrati¢noj ortotropnoj Hill (1948) odnosno nekvadrati¢noj
ortotropnoj Karafillis-Boyce (1993) funkciji naprezanja u kombinaciji s izotropnim Swift
zakonom ocvrscéivanja za dvije aluminijske legure, Al 2008-T4 te Al 2090-T3. Kao Sto je vec
dijelom opisano u poglavlju 4.2.8, razmatrane su moguénosti analiziranih funkcija u
predvidanju orijentacijske ovisnosti naprezanja tecenja i Lankfordova parametra te su na slici
6.1 prikazani rezultati predvidanja za  aluminijsku leguru Al  2008-T4.
Hill (1948)/Karafillis-Boyce (1993) funkcija tecenja kalibrirana na temelju naprezanja tecenja
oznacena je s Hill(a)/KB(a), dok je Hill (1948)/Karafillis-Boyce (1993) funkcija plasti¢nog
potencijala kalibrirana na temelju vrijednosti Lankfordovih parametara i oznacena je s

Hill(1)/KB(1).
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Slika 6.1. Predvidanje orijentacijske ovisnosti: a) naprezanja tecenja, b) Lankfordova parametra za

aluminijsku lequru AI2008-T4. (Cvitanic i sur. (2008))
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Iz slike 6.1. moZe se uociti da Hill (1948)/Karafillis-Boyce (1993) funkcija tecenja/plasticni
potencijal daje bolja predvidanja naprezanja tecenja odnosno Lankfordovih parametara ako
se koristi pretpostavka o nepridruzenom pravilu teCenja u odnosu na rezultate dobivene s
usvojenom pretpostavkom o pridruzenom pravilu tecenja.

Nadalje, obnovljena Lagrangeova formulacija degeneriranog ljuskastog elementa s
razvijenim materijalnim modelima uklju¢ena je u programski paket za analizu metodom
konacnih elementa ADINA te su za postupak cilindricnog dubokog vucenja usporedena
predvidanja usSica duboko vuéene posudice kao i deformacije debljine. Rezultati predvidanja
visina posudice ostvareni u simulacijama usporedeni su s eksperimentom te su za aluminijsku
leguru Al 2008-T4 prikazani na slici 6.2. Iz slike se moZe zakljuciti da su modelom temeljenom
na pretpostavci o nepridruzenom pravilu teéenja za obje analizirane funkcije (NAFR-Hill,
NAFR-KB) ostvarena odredena poboljSanja u predvidanju visina posudice u usporedbi s
rezultatima modela temeljenih na pridruzenom pravilu tec¢enja. Sli¢ni zakljuéci doneseni su

kod predvidanja deformacije debljine.
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Slika 6.2. Prikaz rezultata simulacija u predvidanju eksperimentalnih vrijednosti visina duboko
vucene posudice za aluminijsku leguru Al 2008-T4. Rezultati simulacija ostvareni s: a)Hill (1948),

b) Kardfillis-Boyce(1993) funkcijom naprezanja. (Cvitanic i sur. (2008))
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eWang i sur. (2009) razvijaju konstitutivni model temeljen na pretpostavci o
pridruZzenom pravilu tecenja i nekvadraticnoj ortotropnoj YId2000-2d funkciji tecenja
(Barlat i sur. (2003)) u kombinaciji s distorzijskim ocvrs¢ivanjem za aluminijsku leguru
Al 5754-0. Anizotropni parametri analizirane funkcije tecenja kalibrirane su na temelju
vrijednosti naprezanja tecenja i Lankfordova parametra za orijentacije 0°, 45° i 90° i za
ujednaceno dvoosno stanje naprezanja gy, i 1, (0y, O4s, G9g, Op, 7o, Tas, Too, 1) kOje odgovaraju
jednakim vrijednostima plasti¢cnog rada. Veza izmedu parametara anizotropije analizirane
funkcije sa ekvivalentnom plasticnom deformacijom uspostavljena je koristenjem polinomne
funkcije Sestog stupnja. Na slici 6.3 prikazani su rezultati simulacija testa cilindri¢cnog dubokog
vucenja za Cetiri razli¢ita modela: model temeljen na izotropnom von Mises uvjetu tecenja,
zatim modeli temeljeni na anizotropnoj Hill (1948) odnosno YId2000-2d funkciji tecenja s
konstantnim parametrima te model temeljen na Yld200-2d funkciji te€enja s promjenjivim
parametrima. Rezultati simulacija usporedeni su s eksperimentom. Na temelju rezultata
prikazanih na slici 6.3, mozZe se uociti da model s promjenjivim parametrima anizotropije daje

najbolja predvidanja visina posudice
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Slika 6.3. Prikaz rezultata simulacija u predvidanju eksperimentalnih vrijednosti visina duboko

vuéene posudice za aluminijsku leguru Al 25754-0. (Wang i sur. (2009)).

eYoon i sur. (2010) predlazu konstitutivni model s pretpostavkom o pridruzenom
pravilu tecenja koji se temelji na ortotropnoj Yld2000-2d (Barlat i sur. (2003)) odnosno
ortotropnoj CPB06ex2 (Plunkett i sur. (2008)) funkciji teCenja u kombinaciji s distorzijskim
ocvrséivanjem za dvije aluminijske legure, Al 5042-H2 i Al 6111-T4. U kalibraciji parametara

anizotropije YId2000-2d funkcije tecenja koji se mijenjaju s napredovanjem plasti¢ne
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deformacije koriStene su konstantne vrijednosti Lankfordova parametra (ry, 745,790, 1) te
vrijednosti naprezanja teCenja dobivene iz krivulja o¢vrséivanja za razlicite smjerove u odnosu
na pravac valjanja kao i za ujednaceno dvoosno stanje naprezanja (0y, 045, 099, 0p) @ koja su
ovisna o ekvivalentnoj plasti¢noj deformaciji. U postupku kalibracije parametara anizotropije
CPB0O6ex2 funkcije tecenja korisSteno je ukupno 16 podataka: 8 vrijednosti naprezanja tecenja
(09, 015, 030, T45, 060, 075, 099, O ) koja se mijenjaju s napredovanjem plasti¢ne deformacije te
8 konstantnih vrijednosti Lankfordova parametra (7y, 715, 30, 745, Y60, 775, To0, 1 )- Na slici 6.4.a
odnosno 6.4.b, usporedena su predvidanja orijentacijske ovisnosti Lankfordova parametra
aluminijske legure Al 5042-H2 ostvarena modelima koji se temelje na YId2000-2d odnosno
CPBO6ex2 funkciji te€enja. Iz slika se moze zakljuciti da CPB06ex2 funkcija daje precizniji opis
anizotropnog ponasanja materijala, sto je i o¢ekivano s obzirom da se u postupku kalibracije
CPB06ex2 funkcije koristi veéi broj eksperimentalnih podataka. Isti zakljuc¢ak vrijedi i za
predvidanje orijentacijske ovisnosti omjera naprezanja tecenja za sve vrijednosti ekvivalentne

plasti¢ne deformacije.
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Slika 6.4. Predvidanje orijentacijske ovisnosti Lankfrodova parametra dobivene: a) YId2000-2d,

b) CPBO6ex2 funkcijom tecenja za aluminijsku lequru Al 5042-H2. (Yoon i sur. (2010))

Razvijeni modeli analizirani su u predvidanju postupka dubokog vucenja posudica za
analizirane aluminijske legure. Temeljem rezultata predvidanja profila Cetvrtine posudice,
zakljuéeno je da se koristenjem modela koji se temelji na YId2000-2d funkciji te€enja mogu s
visokom pouzdanoscu ostvariti predvidanja 4 eksperimentalno dobivene usSice duboko vucene

posudice aluminijske legure Al 6111-T4. Takoder, temeljem rezultata predvidanja prikazanih
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na slici 6.5.a odnosno 6.5.b, autori su zakljucili da se koristenjem Yld2000-2d funkcije tecenja
moze predvidjeti samo 4 usice od ukupno 8 eksperimentalno dobivenih uSica za posudicu
aluminijske legure Al 5042-H2 dok je to¢an broj usica ostvaren modelom koji koristi sloZeniju
CPBO06ex2 funkciju. S druge strane, analizirane formulacije slabo predvidaju raspored brjegova

i dolova, odnosno poloZaj usica po profilu posudice za aluminijsku leguru Al 5042-H2.
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Slika 6.5. Predvidanje eksperimentalnog profila duboko vucene posudice modelom temeljenom na:
a) Yld2000-2d, b) CPBO6ex2 funkciji tecenja za aluminijsku lequru Al 5042-H2.
(Yoon i sur. (2010))

e Park i Chung (2012) razvijaju konstitutivni model temeljen na nepridruzenom pravilu
teCenja i nekvadrati¢noj YId2000-2d (Barlat i sur. (2003)) odnosno kvadrati¢noj Hill (1948)
(Hill (1948-b)) funkciji naprezanja za dvije aluminijske legure, Al 5042 i Al 2090-T3. U modelima
pretpostavljaju kombinirano izotropno-kinematsko ocvrséivanje. Parametri analizirane
Y1d2000-2d funkcije tecCenja kalibrirani su na temelju 8 eksperimentalnih vrijednosti
naprezanja tecenja (0y, 015,030, 045, 060, 075, 090, 0p), dok su parametri YId2000-2d
plastiénog potencijala izraCunati na temelju 8 eksperimentalnih vrijednosti Lankfordova
parametra (7y, 715,730, 145, Y60, 175, T90, Tp ). Parametri anizotropije pretpostavljeni su kao
konstantne vrijednosti koje ne ovise o napredovanju plasticne deformacije. Modeli su
analizirani u simulaciji postupka dubokog vucenja posudica te su usporedena predvidanja triju
modela: modeli temeljeni na nepridruzenom pravilu teéenja NAFR-YId2000-2d i
NAFR-Hill (1948) te model temeljenom na pridruzenom pravilu tecenja AFR-YId2000-2d.
Rezultati predvidanja za analizirane aluminijske legure, Al 5042 i Al 2090-T3, prikazani su na

slikama 6.6 odnosno 6.7. Potvrdili su zaklju¢ke prethodno navedene u literaturi kako se
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modelom temeljenom na nepridruzenom pravilu tecenja i kvadrati¢noj funkciji naprezanja
(NAFR-Hill (1948)) odnosno modelom koji se temelji na pridruzenom pravilu tecenja i
nekvadrati¢noj YId2000-2d funkciji (AFR-YId2000-2d) ne moZe predvidjeti vise od 4 uSice za
obje analizirane aluminijske legure. S druge strane, model temeljen na sloZenijoj funkciji
naprezanja uz pretpostavku o nepridruzenom pravilu te¢enja moZe predvidjeti tocan broj

usica (6 za aluminijsku leguru Al 2090-T3 i 8 za aluminijsku leguru Al 5042).
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Slika 6.6. Predvidanje eksperimentalnog profila duboko vucene posudice modelom temeljenom na:
a) NAFR-YId2000-2d, b) NAFR-Hill(1948) odnosno AFR-YId2000-2d funkciji naprezanja za
aluminijsku leguru Al 5042.(Park i Chung (2012))
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Slika 6.7. Predvidanje eksperimentalnog profila duboko vucene posudice modelom temeljenom na:
a) NAFR-YId2000-2d, b) NAFR-Hill(1948) odnosno AFR-YId2000-2d funkciji naprezanja za
aluminijsku leguru Al 2090-T3. (Park i Chung (2012))
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eSafaei i sur. (2013-b) predlazu konstitutivni model temeljen na pretpostavci o
nepridruzenom pravilu tecenja. U modelima koriste nekvadraticnu Yld2000-2d
(Barlat i sur. 2003) odnosno kvadraticnu Hill (1948) funkciju naprezanja s konstantnim
vrijednostima anizotropnih parametara u svrhu opisa ravninske anizotropije aluminijskih
legura Al 5754-0O i Al2090-T3. Vrijednosti anizotropnih parametara YId2000-2d/Hill(1948)
funkcije tecenja/plasticnog potencijala kalibrirane su na temelju vrijednosti naprezanja
teCenja i Lankfordova parametra kako je veé¢ opisano u prethodnom poglavlju za spomenute
funkcije. Na primjeru aluminijske legure Al 2090-T3 usporedili su rezultate predvidanja
orijentacijske ovisnosti Lankfordova parametra ostvarene opisanim modelima kao Sto je
prikazano na slici 6.8. Rezultate su usporedili s rezultatima dobivenim u radu Yoon i sur. (2006)
koji su ostvarili predvidanja orijentacijske ovisnosti Lankfordova parametra za isti materijal s
YId2004-18p (Barlat i sur. (2005)) funkcijom tecenja temeljenom na pridruzenom pravilu
te€enja i konstantnim vrijednostima anizotropnih parametara. Model temeljen na
nepridruzenom pravilu tecenja i nekvadrati¢noj funkciji naprezanja (Non-AFR YId2000-2d)
daje bolja predvidanja ravninske anizotropije od modela temeljenom na kvadrati¢noj funkciji
(Non-AFR Hill (1948)). Prema njihovim rezultatima prikazanim na slici 6.8, orijentacijska
ovisnost Lankfordova parametra moze se predvidjeti s istom preciznos¢u ako se koristi
jednostavnija funkcija naprezanja uz pretpostavku o nepridruzenom pravilu tecenja
(Non-AFR YId2000-2d) u usporedbi s modelom koji se temelji na pridruzenom pravilu tecenja

i sloZenijoj funkciji te¢enja (AFR YId2004-18p).
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Slika 6.8. Predvidanje orijentacijske ovisnosti Lankfordova parametra aluminijske legure

Al 2090-T3. (Safaei i sur. (2013-b))
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Razvijeni modeli implementirani su u programski paket za analizu metodom konacnih
elementa ABAQUS uz koristenje implicitnog unatraznog Eulerovog integracijskog postupka te
su u simulaciji postupka cilindricnog dubokog vucenja usporedeni razvijeni modeli u
predvidanju uSica duboko vuéene posudice kao Sto je prikazano na slici 6.9. Zaklju€uju da su
rezultati simulacija u skladu s eksperimentom te da je predloZeni model Non-AFR YId2000-2d

najpouzdaniji u predvidanju visina kao i oblika ruba (poloZaj brjegova i dolova) posudice .
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Slika 6.9. Predvidanje profila posudice ostvareno razli¢itim modelima u simulacijama cilindricnog

dubokog vucenja za aluminijsku leguru Al 2090-T3. (Safaei i sur. (2013-b))

eU svojem radu Cai i sur. (2016) razvijaju konstitutivni model koji se temelji na
pridruzenom pravilu tecenja u kojem se uzima u obzir promjene omjera naprezanja tecenja i
Lankfordova parametra s napredovanjem plastiéne deformacije za tri ¢elika visoke ¢vrstode,
DP590, DP780 i DP980. U modelu je koristena modifikaciju postoje¢e YId2000-2d
(Barlat i sur. (2003)) funkcije tec¢enja (Yld2000-2d-Var) na nacin da su parametri anizotropije
i izotropni parametar funkcije m predstavljeni kao eksponencijalne funkcije ekvivalentne
plasti¢cne deformacije. Razvijeni model implementiran je u program ABAQUS pri cemu je
koristen polu-implicitni unatrazni Eulerov integracijski postupak. Na slici 6.10.a prikazana je
eksperimentalno dobivena duboko vucena posudica od celika DP780 dok su na slici 6.10.b
prikazana predvidanja profila posudice ostvarena razvijenim modelom Yld2000-2d-Var, te
modelima koji ne uzimaju u obzir promjenu parametara a koji se temelje na razlicitim
funkcijama tecenja (YId2000-2d, Hill (1948), von Mises) te pretpostavljaju pridruzeno pravilo

tecenja. Razvijeni model YId2000-2d-Var daje poboljSanja u predvidanju profila posudice u
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usporedbi s modelima koji ne uzimaju u obzir promjenu parametara anizotropije s

napredovanjem plasticne deformacije.

a) b)

E
E
=
E
o !
) Material: DPTE0
= F &
u & Experimental
e Yid2000-2d(m=6) —— Hilk4&
——Yld2000-2d-WVar —— Mises
1] 45 o0 135 180

HDeq.)
Slika 6.10. a) Duboko vucena posudica, b) predvidanje profila duboko vucene posudice koristenjem

razlicitih modela za celik DP780. (Cai i sur. (2016))
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7. ZAKLJUCAK

U ovom radu dan je pregled razvoja i primjene fenomenoloskih anizotropnih elasto-
plasticnih modela za opis ponasanja limova s izrazenom anizotropijom. Pregledom
dosadasnjih znanstvenih istrazivanja utvrdeno je da materijali s izrazenim anizotropnim
ponasanjem zahtijevaju sloZeniji oblik funkcije tec¢enja koji uklju€uje i veci broj parametara
anizotropije. Klasi¢na teorija plasti¢nosti metala temelji se na pretpostavci o pridruzenom
pravilu teCenja odnosno jednakosti funkcije tecenja i plasticnog potencijala. Za razliku od
modela koji se temelje na pretpostavci o pridruzenom pravilu te¢enja, u novije vrijeme sve
¢eSée se razvijaju napredniji konstitutivni modeli koji se temelje na pretpostavci o
nepridruzenom pravilu tecenja prema kojoj su funkcija te¢enja i plasti¢ni potencijal dvije
razli¢ite funkcije. Dosadasnja teorijska razmatranja pokazuju da je opis stabilnog plasti¢nog
toka moguc¢ i kod pretpostavke o nepridruzenom pravilu te¢enja ako se nad konstitutivnim
izrazima uvedu neka druga, manje zahtjevna ogranicenja. Uvodenjem pretpostavke o
nepridruzenom pravilu tecenja, neovisno se opisuje anizotropija u naprezanju tecenja od
anizotropije plasti¢nog toka. To u konacnici rezultira da se prihvatljiva predvidanja ponasanja
materijala mogu dobiti koriStenjem jednostavnih funkcija naprezanja s manjim brojem

parametara anizotropije kao funkcije te¢enja odnosno kao funkcije plasticnog potencijala.

U dosadasnjim istrazivanjima razliCiti anizotropni elasto-plasti¢ni konstitutivni modeli
ispitani su u predvidanju postupka cilindriécnog dubokog vuéenja posudica. Provedena
istrazivanja pokazuju da modeli temeljeni na pretpostavci o nepridruzenom pravilu te¢enja
koji koriste jednostavnije funkcije naprezanja daje gotovo jednaka predvidanja ovog postupka
u usporedbi s modelima temeljenim na pridruZzenom pravilu tecenja i sloZenijim funkcijama
te€enja. | dok su se u prijasnjim istraZivanjima parametri anizotropije uzimali kao konstantne
veli¢ine, provedena istrazivanja upucuju na zaklju¢ak da se poboljSanja mogu ostvariti ako se
navedeni parametri uzmu kao veli¢éine koje se mijenjaju s napredovanjem plasti¢ne
deformacije. Takoder, temeljem pregleda znanstvenih radova, moze se konstatirati da za
predvidanje cilindricnog dubokog vucenija ili nekog drugog postupka oblikovanja limova nitko
od autora nije koristio modele koji se temelje na nepridruzenom pravilu tecenja te uklju¢uju
promjenu parametara anizotropije funkcije tecenja kao i promjenu parametara anizotropije

plasti¢nog potencijala. S obzirom na navedeno, buduca istraZzivanja bila bi usmjerena upravo
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na razvijanje takvih modela. Takoder, razvijeni modeli temeljili bi se na sloZenijim funkcijama
naprezanja kao Sto su Karafillis-Boyce (1993), YId2000-2d i druge, a testirali bi se na primjeru

nekoliko Celika te aluminijskih legura u postupku cilindricnog dubokog vucenja.
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Sazetak

U ovom radu dan je pregled razvoja i primjene fenomenoloskih anizotropnih elasto-
plasticnih modela za opis ponasanja limova s izrazenom anizotropijom. Jedna od temeljnih
pretpostavki klasicne teorije plasticnosti metala je pretpostavka o pridruzenom pravilu
teCenja prema kojoj se u fenomenoloskim konstitutivnim modelima anizotropnih materijala
jednom funkcijom opisuje anizotropija u naprezanju te€enja i anizotropija plasti¢nog toka.
Ovakav pristup zahtjeva razvoj sloZenih anizotropnih funkcija tecenja s vecim brojem
parametara anizotropije. Nasuprot tome, u konstitutivnim modelima temeljenim na
nepridruzenom pravilu teenja anizotropija u naprezanju tecenja i anizotropija plasti¢nog toka
opisani su s dvije zasebne funkcije koje mogu imati jednostavniju matematicku formu i manji
broj parametara anizotropije. Novija istrazivanja ukazuju da se poboljSanja anizotropnih
elasto-plasti¢nih konstitutivnih modela za limove mogu postic¢i ako se u modele ukljuci i opis
promjene plasti¢ne anizotropije s napredovanjem plasti¢ne deformacije u samom postupku

oblikovanja materijala.

U ovom radu razmatrane su osnovne znacajke anizotropnog ponasanja limova te su
prikazane osnove klasicne teorije plasti¢nosti metala koja se temelji na pretpostavci o
pridruzenom pravilu tecenja. Predstavljeni su uvjeti stabilnosti plasticnog toka uz
pretpostavku o nepridruzenom pravilu tecenja te su kronoloski opisane razli¢ite izotropne i
anizotropne funkcije te¢enja. Analizirani su anizotropni elasto-plasti¢ni konstitutivni modeli
za limove koji koriste konstantne ili promjenjive parametre anizotropije te pretpostavku o
pridruzenom ili nepridruzenom pravilu teenja. Razmatrana su predvidanja postupka
cilindricnog dubokog vucenja ostvarena koristenjem prethodno opisanih modela te su

izneseni zakljuéci i smjernice za bududi rad.
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parametri anizotropije Hill (1993) funkcije te¢enja
tenzor elasti¢nosti

matrice linearne transformacije
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konacna i poc€etna debljina uzorka

vrijeme

pravci materijalne simetrije

svojstvene vrijednosti linearno transformirani tenzori naprezanja
rad dodatnog opterecenja po jedinici volumena

parametar tlaka

parametri anizotropije Karafillis-Boyce (1993) funkcije tecenja
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aq, Ay, A3

d1_¢

118

ay, (Zy, a,
1811 1821 ,33

Y1,Y2,Y3

dA

Alr AZ! v, p

P1, P2

@,

01, 03, 03
Op

Um ax

tezinski faktori YId96 funkcije tecenja ovisni o materijalnim
karakteristikama i stanju naprezanja

parametri anizotropije Yld2000-2d funkcije tec¢enja

parametri anizotropije Yld2004-18p funkcije tecenja

parametri anizotropije funkcije tecenja

parametri anizotropije

parametri anizotropije Karafillis-Boyce (1993) funkcije tecenja

tenzor ukupne deformacije

tenzor elasti¢ne deformacije

tenzor plasti¢ne deformacije

ekvivalentna plasti¢na deformacija

logaritamska mjera stvarne plasti¢éne deformacije na pravcu duljine uzorka
logaritamska mjera stvarne plasti¢na deformacija na pravcu Sirine uzorka

logaritamska mjera stvarne plasti¢na deformacija na pravcu debljine
uzorka

kut koji os uzorka lima zatvara s referentnim pravcem

materijalni parametar u izrazu za uvjet te€enja, funkcija oévrséivanja
plasti¢éni mnoZitelj, parametar konzistentnosti

parametri anizotropije Hill (1948) funkcije tecenja

varijabla ocvrscivanja

konveksne nekvadrati¢ne funkcije tecenja

konveksne funkcije komponenti linearno transformiranih tenzora
naprezanja

tenzor naprezanja
glavna naprezanja
vrijednost ujednacenog dvoosnog naprezanja tecenja

maksimalno glavno naprezanje
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Omin minimalno glavno naprezanje

ay naprezanje tecenja

Op naprezanje tecenja za orijentaciju 6

do™ normalna komponenta inkrementa naprezanja

dot tangencijalna komponenta inkrementa naprezanja

Tmax maksimalno posmic¢no naprezanje

Ts1, Ts posmicna naprezanja te¢enja odredena u razlicitim testovima
Ty naprezanje tecenja u testu Cistog smicanja
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