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PREDGOVOR

Ovaj je fakultetski udzbenik rezultat mog cetrdesetogodisnjeg bavljenja elektromagnetskom teorijom
i numerickim modeliranjem elektromagnetskih pojava. Prvenstveno je namijenjen studentima
elektrotehnike, smjera elektroenergetike i u cijelosti pokriva gradivo iz danasnjeg kolegija Teorijska
elektrotehnika, koji se prethodno izvodio pod imenima: Teorija elektromagnetskih polja i krugova i
Teoretska elektrotehnika. Danas bi prikladnije ime ovog kolegija bilo npr. Elektromagnetizam.

Predavanja iz Teorijske elektrotehnike preuzeo sam od svog uvazenog mentora prof. dr. sc. Mate
Kurtovica pa je logi¢no da su mi glavno polaziste za koncipiranje sadrzaja kolegija i samog udzbenika
bila njegova predavanja. Od velike koristi su mi bili i udzbenici iz elektromagnetizma ¢iji su autori bili
ugledni sveu¢ili$ni profesori: Zijad Haznadar, Zeljko Stih, Tomo Bosanac, Jovan Surutka i Dragutin M.
Velickovi¢. Od zbirki zadataka istakao bih zbirku prof. dr. sc. Seada Berberovica.

Vazno je istaknuti po ¢emu se ovaj udzbenik razlikuje od ostalih udzbenika iz elektromagnetizma.
Posebno bih istakao da sam na izvoran nacin definirao Maxwellove jednadzbe u vodljivom sredstvu
unutar kojeg se nalaze izvori elektromagnetskog polja, $to nije na zadovoljavajuéi nacin definirano u
postojecoj literaturi. Osim toga, sustavno sam razvrstao elektromagnetska polja s obzirom na brzinu
njihove vremenske promjene.

Isticem i to da sam, za razliku od postojece literature iz elektromagnetizma, izabrao da je modul
fazora efektivna vrijednost pripadne sinusoidalne veliCine jer se na taj nacin modul fazora definira u
osnovama elektrotehnike, elektri¢cnim mrezama i drugim kolegijima.

Split, lipanj 2024.

Autor
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1. OSNOVNI POJMOVI VEKTORSKE ANALIZE

Vektorska algebra jest grana matematike koja omogucuje algebarski prikaz vektora u
trodimenzionalnom (3D) prostoru i izvodenje algebarskih operacija nad vektorima, dok se vektorska
analiza bavi diferenciranjem i integriranjem vektorskih i skalarnih polja. Linearna algebra je grana
matematike koja se bavi proucavanjem vektora, vektorskih prostora, matrica, linearnih transformacija,
linearnih operatora i sustava linearnih jednadZbi.

Skalar je veli¢ina odredena brojcanim iznosom. Skalarna funkcija jedne ili vise varijabli jest funkcija
koja uredenim n-torkama brojeva pridruZuje brojeve. U uZem smislu skalari su realni brojevi, ali se i
kompleksni brojevi nazivaju skalarima, odnosno kompleksnim skalarima. Sukladno tome, kompleksna
skalarna funkcija jedne ili viSe varijabli jest funkcija koja uredenim n-torkama brojeva pridruzuje
kompleksne brojeve.

Neka je vektor usmjerena duzina odredena duljinom (modulom, iznosom) i smjerom™. Vektor se
Cesto, iz prakti¢nih razloga, opisuje pomocu zbroja umnoZaka skalarnih komponenti i pripadnih
jedini¢nih vektora odabranog koordinatnog sustava. Skalarne komponente vektora mogu biti realni ili
kompleksni brojevi. Vektorska funkcija jest funkcija koja realnim brojevima pridruZuje vektore.

Skalarno polje jest skalarna funkcija koja svakoj tocki prostora pridruzuje realni ili kompleksni broj.
Vektorsko polje jest vektorska funkcija koja svakoj tocki prostora pridruZuje vektor, a komponente tog
vektora mogu biti realni ili kompleksni brojevi.

1.1. Koordinatni sustavi

Osnovni koordinatni sustavi su trodimenzionalni (3D) koordinatni sustavi, dok su dvodimenzionalni
(2D) i jednodimenzionalni (1D) koordinatni sustavi podskupovi pripadnih 3D koordinatnih sustava.
Stoga je dovoljno ukratko opisati, u udZbeniku koristene, 3D koordinatne sustave.

3D koordinatni sustavi mogu se podijeliti na:
* ortogonalne pravocrtne,
* ortogonalne krivocrtne,
* neortogonalne pravocrtne,

* neortogonalne krivocrtne.

3D ortogonalni koordinatni sustavi su oni koordinatni sustavi kojima su pripadni jedini¢ni vektori u
svakoj tocki prostora ortogonalni, odnosno medusobno okomiti.
U ovom se udZbeniku koriste samo sljedeca tri 3D ortogonalna koordinatna sustava:
 pravokutni (Kartezijev; Descartesov) koordinatni sustav (x, y, z),
e cilindri¢ni (kruZzni cilindri¢ni) koordinatni sustav (r, ¢, z) ili (r, ¢, z),
« sferni koordinatni sustav (r, 9, @) ili (r, 9, ¢).
U cilindri€énom koordinatnom sustavu r je najkra¢a udaljenost promatrane toc¢ke od osi z, dok je u
sfernom koordinatnom sustavu r udaljenost promatrane tocke od ishodi$ta koordinatnog sustava. Polarni

koordinatni sustav (r, ¢) ili (r, ¢) je 2D koordinatni sustav i on je podskup cilindri¢nog koordinatnog
sustava (r, ¢, 2) ili (r, @, 2).

* U hrvatskom jeziku postoji mnostvo medusobno kontradiktornih definicija vektora. Po danas naje$ée koriStenoj
matematicarskoj definiciji, vektor je odreden duljinom (modulom, iznosom), smjerom (pravcem nositeljem) i
orijentacijom (usmjerenjem), §to znac¢i da po toj definiciji vektori imaju isti smjer ako su im pravci nositelji
kolinearni. Medutim, ova matematicarska definicija uzrokuje terminoloSku zbrku, pa se u fizici i tehnici koristi
prakti¢na definicija po kojoj je vektor odreden duljinom i smjerom, gdje pojam smjera objedinjuje pojmove: pravac
nositelj i orijentacija vektora. U ovom ¢e se udZbeniku, koristiti ta prakti¢na definicija, koju koristi i Encyclopaedia
Britannica kao i mnogi matemati¢ki udZbenici napisani na engleskom jeziku. Literatura na engleskom jeziku, pa i
ona iz podrucja elektromagnetizma, vektor definira iznosom (engl. magnitude) i smjerom (engl. direction).
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Pravokutni koordinatni sustav je ortogonalni pravocrtni koordinatni sustav, dok su cilindri¢ni 1 sferni
koordinatni sustav ortogonalni krivocrtni koordinatni sustavi. Pravokutni, cilindri¢ni i sferni koordinatni
sustav su takozvani desni ortogonalni koordinatni sustavi jer vrijedi da je:

&, =8, &, (1.1)

gdje su €, €, i €3 jedini¢ni vektori pojedinog koordinatnog sustava.

1.2. Diferencijalni vektorski element duz orijentirane 3D krivulje

Diferencijalni vektorski element duZ orijentirane (usmjerene) krivulje u ortogonalnom 3D
koordinatnom sustavu (ul,uz,u3 ) poznat i pod imenom vektor infinitezimalnog pomaka, opisan je
sljede¢im izrazom:

dr = hy Wllu, (&, + hy llu, (&, + hy Cdluy [, (1.2)
gdje za pravokutni koordinatni sustav vrijedi da je:
(y, tn,u3) - (6, y,2) 5 by =hy=hy=1 (1.3)
dok za cilindri¢ni koordinatni sustav vrijedi da je:
(g u3) = (r@2) & W=13 my=r ; hy=1 (1.4)

a za sferni koordinatni sustav vrijedi da je:
(,up,u3) - (r,8,8) + =1 hy=r ; hy=rGEind (1.5)

Iz izraza (1.2) - (1.5), lako se dobije da je diferencijalni vektorski element duz orijentirane 3D
krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, z) opisan sljede¢im izrazom:

di = i0lr = dx0+dyG+dz [k (1.6)

dok je diferencijalni vektorski element duZ orijentirane 3D krivulje u cilindricnom koordinatnom
sustavu (r, ¢, z) opisan izrazom:

di' = [l = dré, +rd¢ &, +dz (8, (1.7)
a diferencijalni vektorski element duz orijentirane 3D krivulje u sfernom koordinatnom sustavu (7, 3, ¢)
opisan je izrazom:
dr=fUr = drié +rlld &y +rBind A&, (1.8)
gdje je £, jedini¢ni vektor tangente na orijentiranu 3D krivulju u promatranoj to¢ki.

Neka parametarski zapis 3D krivulje u pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, z) glasi:

x=x(1) 5 y=0); z=z() (1.9)
te neka parametarski zapis 3D krivulje u cilindri¢cnom koordinatnom sustavu (r, ¢, z) glasi:

r=r(t) 5 ¢=0(); 2= 2(1) (1.10)
a neka parametarski zapis 3D krivulje u sfernom koordinatnom sustavu glasi (r, 3, ¢):

r= ) ;9= ) : 9= ol) 1

Ako je krivulja orijentirana u skladu s porastom parametra ¢, tada se kaze da je krivulja pozitivno
orijentirana. U protivnom je krivulja negativno orijentirana.

Iz izraza (1.6) i (1.9), lako se dobije sljedeli izraz za diferencijal duljine luka krivulje d7 u
pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, 7):



2 2 2
- J(@J (2] (%) )
ot ot ot

dok se iz izraza (1.7) i (1.10), lako dobije sljedeci izraz za diferencijal duljine luka krivulje d7 u
cilindricnom koordinatnom sustavu (r, ¢, 7):

2 2 2
dr = or + rﬂ + 9z Ldlt (1.13)
ot ot ot
aizizraza (1.8)1i(1.11), lako se dobije sljedeci izraz za diferencijal duljine luka krivulje d# u sfernom
koordinatnom sustavu (r, 9, ¢):

2 2 2
e (2] + (2] +[rnod) 1o

or

Ako je 3D krivulja u pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, z) parametarski opisana jednadzbama
¥y = y(x) 1 z = z(x), onda je diferencijal duljine luka krivulje d/ opisan sljede¢im izrazom:

2 2
- J (2] (2] o W)
Ox 0x

1.3. Diferencijalni vektorski element orijentirane 3D plohe

Diferencijalni vektorski element orijentirane (usmjerene) plohe u ortogonalnom 3D koordinatnom
sustavu (ul,uz,u3) opisan je izrazom:

dS; = h2 Ul3 WMZ Wu3 El +h1 Ul3 Wul Wu3 EZ +h1 U’lz Bil/ll Biuz E3 (116)

1z izraza (1.16) i (1.3), lako se dobije da je diferencijalni vektorski element orijentirane 3D plohe u
pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, z) opisan sljede¢im izrazom:

ds = ﬁDliS=dyDliz[i+dxﬂiz[]+deiy|j: (1.17)

dok iz izraza (1.16) i (1.4), slijedi da je diferencijalni vektorski element orijentirane 3D plohe u
cilindricnom koordinatnom sustavu (r, ¢, z) opisan izrazom:

dS = il S=rpdz 8 +drldzEy+rrlgLE, (1.18)

a iz izraza (1.16) i (1.5), slijedi da je diferencijalni vektorski element orijentirane 3D plohe u sfernom
koordinatnom sustavu (7, 3, ¢) opisan izrazom:

dS = i lS=r"Bind U U B, +rBindWr P&y +rUrAIE, (1.19)

gdje je n vektor jedini¢ne normale na diferencijal povrSine plohe dS, odnosno vektor jedini¢ne normale
na orijentiranu plohu u promatranoj tocki.

Neka parametarski zapis 3D plohe u pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, z) glasi:
x= x(u, v) S y(u, v) ; 2= z(u, V) (1.20)

Iz izraza (1.20) i (1.16), slijedi da je operativni zapis diferencijala povrSine plohe dS u pravokutnom

koordinatnom sustavu:
2 2 2
dS = ,/ni+ ny +n; (uldv (1.21)



gdje je:

ik

L | 0x 0y 0z

n—{nx,ny,nz}— % 34 ou (1.22)
n & o
dv 0dv Ov

Ako je 3D ploha u pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, z) opisana jednadZbom z = z(x, y), onda
je diferencijal povrSine plohe dS opisan sljede¢im izrazom:

a:) [0z
ds = |1+ | 22| +| & meay (1.23)
0x dy

1.4. Diferencijal volumena

Diferencijal volumena u ortogonalnom 3D koordinatnom sustavu (ul, Uy, u3) opisan je izrazom:
dVv = hl Blz B’l3 Biul Biuz Biu3 (1.24)

Iz izraza (1.24) i1 (1.3), lako se dobije da je diferencijal volumena u pravokutnom koordinatnom
sustavu (x, y, z) opisan sljede¢im izrazom:
dV=dxldyldz (1.25)

dok iz izraza (1.24) i (1.4), slijedi da je diferencijal volumena u cilindricnom koordinatnom sustavu
(r, 9, z) opisan izrazom:

dV=rldrldgldz (1.26)

a iz izraza (1.24) i (1.5), slijedi da je diferencijal volumena u sfernom koordinatnom sustavu (r, 4, ¢)
opisan izrazom:

dv =r* Bind W r I (1.27)

1.5. Hamiltonov operator

Hamiltonov operator (nabla operator) je vektorski diferencijalni operator koji je u ortogonalnom 3D
koordinatnom sustavu (ul, U, u3) opisan sljede¢im izrazom:

izélgl—aa—+ézal—aa—+é3gl—aa— (1.28)
hy Ou, 0 hy

h2 %) au3

0

Iz izraza (1.28) i (1.3), lako se dobije da je nabla operator u pravokutnom koordinatnom sustavu
(x, y, z) opisan sljede¢im izrazom:

msa=fai+3a°;+1za°; (1.29)
0x dy 0z

dok iz izraza (1.28) i (1.4), slijedi da je nabla operator u cilindricnom koordinatnom sustavu (r, ¢, z)

opisan izrazom:
Dsizéraa—+é¢daa—+ézaa— (1.30)
or r 0¢ 0z

a iz izraza (1.28) i (1.5), slijedi da je nabla operator u sfernom koordinatnom sustavu (r, 9, ¢) opisan
izrazom:



O=0=¢ [—f;+esEll—Ef;

"or

1.31
% er:? 0 (1.31)

1.6. Gradijent skalarnog polja

Gradijent skalarnog polja jest vektorsko polje koje je kolinearno s normalom na nivo-plohu skalarnog
polja, a usmjereno je u smjeru najbrzeg porasta skalarnog polja. Nivo-ploha jest ploha na kojoj skalarna
funkcija poprima istu vrijednost.

Gradijent skalarnog polja ¥ je u ortogonalnom 3D koordinatnom sustavu (ul,uz,u3) opisan

grad¥ =¥ =— ! &El ! [—fﬂ[éz ! [—f;[@ (1.32)

hl aul 2 auz h3 au3

sljede¢im izrazom:

Iz izraza (1.32) i (1.3), lako se dobije da je gradijent skalarnog polja ¥(x,y, z) u pravokutnom
koordinatnom sustavu (x, y, z) opisan sljede¢im izrazom:
oV - 0¥ - oY -

dy=0w = O + + k 1.33
& 0x oy 3 0z (139

dok iz izraza (1.32) i (1.4), slijedi da je gradijent skalarnog polja ¥(r, ¢, z) u cilindriénom koordinatnom
sustavu (7, ¢, z) opisan izrazom:

grad ¥ = D‘/J——E +—&E¢ +—@ (1.34)
or 0z

aizizraza (1.32)i(1.5), slijedi da je gradijent skalarnog polja ¥(r, 4, ¢) u sfernom koordinatnom sustavu
(r, 9, p) opisan izrazom:

grad ¥ = DQU——[E + —[—f;[é w[éq) (1.35)
or r Bmﬂ ¢
1.7. Usmjerena derivacija skalarnog polja
Usmjerena derivacija skalarnog polja ¥ u smjeru vektora § opisana je sljede¢im izrazom:
aaw aa(f/ o [DW¥ =5, [grad ¥ (1.36)
s

gdje je s, jedini¢ni vektor vektora s, dok je gradijent skalarnog polja ¥ opisan izrazima (1.32) — (1.35).

Iz izraza (1.36) slijedi da je usmjerena derivacija skalarnog polja ¥ u smjeru vektora 5 jednaka
skalarnoj projekciji gradijenta skalarnog polja ¥ na vektor s.

1z izraza (1.36) slijedi da se gradijent skalarnog polja ¥ mozZe opisati i sljede¢im izrazom:

grad ¥ = DW—a—wDﬁ (1.37)

n
gdje je:
n - vektor jedini¢ne normale na nivo-plohu skalarnog polja ¥, usmjerene u smjeru najbrzeg

porasta skalarnog polja ¥,

a—w - usmjerena derivacija skalarnog polja ¥ u smjeru vektora 7.
n



1.8. Usmjerena derivacija vektorskog polja

Usmjerena derivacija vektorskog polja a u smjeru vektora s opisana je sljede¢im izrazom:

%s%z(% ) a (1.38)

gdje je s, jedini¢ni vektor vektora 5. Iz izraza (1.38) slijedi da je:
(ED]])&=sBZ—a (1.39)
s

gdje je s modul vektora s.

1.9. Divergencija vektorskog polja

Divergencija vektorskog polja a jest volumna gustoca izvora vektorskog polja koje se od izvora §iri
radijalno. U to¢kama u kojima je divergencija vektorskog polja jednaka nuli nema izvora polja, dok su
tocke u kojima je divergencija vektorskog polja pozitivna nalaze izvori radijalnog vektorskog polja, a u
tockama u kojima je divergencija vektorskog polja negativna nalaze ponori radijalnog vektorskog polja.

ds

oV

Slika 1.1. Volumen V oko tocke T omeden orijentiranom zatvorenom plohom 0V

Neka se tocka T nalazi u volumenu V koji je omeden orijentiranom zatvorenom plohom 9V
(Slikal.1). Divergencija vektorskog polja a u tocki T jednaka je grani¢noj vrijednosti kvocijenta toka
vektorskog polja a i volumena V koji obuhvaca tocku T, a koji izlazi iz volumena V kroz zatvorenu
plohu AV, §to se iskazuje sljede¢im izrazom:

fatas

diva =00 = lim & (1.40)
voo V

Dakle, divergencija vektorskog polja a jednaka je skalarnom produktu nabla operatora i vektora da.
Ako vektorsko polje a predstavlja povrSinsku gustoéu neke fizikalne veli¢ine, onda [1[& predstavlja
volumsku gustocu te iste fizikalne velicine.

1z definicije divergencije slijedi da je divergencija vektorskog polja a ={a,, a,,a;} u ortogonalnom
3D koordinatnom sustavu (ul, Uy, u3) opisana sljede¢im izrazom:

diva=0= 1 I:Ea(hZ |]13 BZ1) + a(hl |]23 BZZ) + a(hl BZZ |]13) (141)
hl |]12 Bl3 aul au2 au3

Iz izraza (1.41) i (1.3), lako se dobije da je divergencija vektorskog polja a ={ay,ay,a,} u
pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, ) opisana izrazom:
da, . Oay,  0a

+ + = (1.42)

diva=0[0 =
0x 0y 0z

dok iz izraza (1.41) i (1.4), slijedi da je divergencija vektorskog polja a ={a,, ay,a,} u cilindricnom
koordinatnom sustavu (r, ¢, z) opisana izrazom:



(1.43)

diva = O = if(r@r) L 199 | g,
r or r 0¢ 9z

a iz izraza (1.41) i (1.5), slijedi da je divergencija vektorskog polja d ={a,,ay,ay} u sfernom

r

koordinatnom sustavu (7, 3, ¢) opisana izrazom:
2 . 9

diva = O :id’(r Blf)+ ! PlsinIas) | L f% (1.44)
r2 0 r8ind 09 r8ind 0d¢

1.10. Rotacija ili rotor vektorskog polja
Rotacija ili rotor (engl. curl — circulation density) vektorskog polja a jest plo$na gustoca izvora
vrtloZnog vektorskog polja koje se zatvara oko izvora.
Neka se tocka T nalazi na plohi S koja je omedena orijentiranom zatvorenom krivuljom K (Slika 1.2).

Neka su orijentacija plohe S i orijentacija krivulje K uskladene po pravilu desne ruke.

dr
Slika 1.2. Ploha S na kojoj leZi tocka T omedena zatvorenom krivuljom K
Rotacija ili rotor vektorskog polja a u tocki T koja se nalazi na plohi S definirana je sljede¢im
izrazima:
fatar

rota=0xa ; nlota=1lmX
s-0 S

(1.45)

gdje je n vektor jedini¢ne normale na orijentiranu plohu S u promatranoj tocki 7. Dakle, rotacija
vektorskog polja a jednaka je vektorskom produktu nabla operatora i vektora a.
Iz definicije rotacije vektorskog polja slijedi da je rotacija vektorskog polja a ={a;,a,,a3} u
ortogonalnom 3D koordinatnom sustavu (ul, Uy, u3) opisana sljede¢im izrazom:
h (& hy[& hylé;
roté=D><é=; 9 9 0 (1.46)
hl Blz D23 aul auz au3
by Ly hy Ly by Ty
} u pravokutnom

z

Iz izraza (1.46) i (1.3), lako se dobije da je rotacija vektorskog polja a ={ay, ay, a

koordinatnom sustavu (x, y, z) opisana sljede¢im izrazom:

i j Kk

rota = Oxag = 6_ 6_ 6_ (1.47)
ox 0dy 0z
a, ay, a,



dok iz izraza (1.47) i (1.4), slijedi da je rotacija vektorskog polja a ={a,,ay,a,} u cilindricnom
koordinatnom sustavu (7, ¢, z) opisana izrazom:

e rl&y ¢,

rota=0xa =l[]a— 6_ 6_ (1.48)
r|or 0¢ 0z
a, rldy a,

aizizraza (1.47)1(1.5), slijedi da je rotacija vektorskog polja a ={a,, ag, a} u sfernom koordinatnom
sustavu (r, 9, p) opisana izrazom:

ér r E_s rBinﬂ Eq)
rotc?:DXﬁ:%[]a— a— a— (1.49)
r“Bing | 0r 08 0¢
a, rlay rBindlay

1.11. Laplasijan skalarnog polja i laplasijan vektorskog polja

Laplasijan skalarnog polja ¥ opisan je sljede¢im izrazom:
AY=0*¢ = (0mM)¥ =000 ¥)=div (grad ¥) (1.50)

gdje je A Laplaceov diferencijalni operator.

Laplasijan skalarnog polja ¥ u ortogonalnom 3D koordinatnom sustavu (ul,u2,u3) opisan je
sljede¢im izrazom:

1 0 E@"U 0 E@"U 0 E@"U
AY=— "~ [-—— + + 1.51
hl |]12 BZ3 Eﬁaul (pl aul ] auz (pz auzJ au3 [p3 au3 j:| ( )

hy [h hy Lh hy Th
p =t = ;p3=1h32

hy hy
Iz izraza (1.51), (1.52) i (1.3), lako se dobije da je laplasijan skalarnog polja ¥ u pravokutnom
koordinatnom sustavu (x, y, z) opisan sljede¢im izrazom:
2 2 2
rp=0Y 0¥ 0¥ (1.53)
0x Oy 0z

gdje je:

(1.52)

dok iz izraza (1.51), (1.52) i (1.4), slijedi da je laplasijan skalarnog polja ¥ u cilindri¢cnom koordinatnom
sustavu (r, @, z) opisan izrazom:

w-—aa—( BG—J L LA 4 (1.54)

orl_ or ) r* ag* 97°

a iz izraza (1.51), (1.52) i (1.5), slijedi da je laplasijan skalarnog polja ¥ u sfernom koordinatnom
sustavu (r, 9, ) opisan izrazom:

_igg_( A j+ ! [—Ia—(siné‘ﬂ@wj+ L_ g (1.55)

2 r | r’Bind 09 09 ) r’Bin’g 0¢?

r




Za laplasijan vektorskog polja a vrijedi sljedeci izraz:

Aa=(0)a=0H0@)-0x(0xa)=grad(diva) - rot(rot @) (1.56)

1.12. Vrste vektorskih polja

Vektorsko polje a je potencijalno ili konzervativno vektorsko polje ako postoji skalarno polje ¥
takvo da vrijedi izraz:

a=-0% =- grad¥ (1.57)

gdje je skalarno polje ¥ potencijal vektorskog polja a.
Potencijalno vektorsko polje je uvijek bezvrtloZzno vektorsko polje, a vektorsko polje da je
bezvrtloZno vektorsko polje ako za njega u svim to¢kama prostora vrijedi izraz:
Oxa=0 (1.58)
Vektorsko polje a je solenoidalno ili bezizvorno vektorsko polje ako za njega u svim tockama

prostora vrijedi izraz:
Oa =0 (1.59)

1.13. Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem

Ostrogradski-Green-Gaussov teorem jest prvi vazni integralni teorem vektorske analize koji ima i
druge nazive kao §to su: Ostrogradski-Gaussov teorem, Green-Gaussov teorem, Gaussov teorem i
teorem o divergenciji. Ovaj teorem povezuje volumni integral divergencije vektorskog polja a po
volumenu V i plo$ni integral druge vrste vektorskog polja a po zatvorenoj plohi AV koja omeduje
volumen V (Slika 1.3) i glasi:

fats = [(Ow)@y = [diva @v (1.60)
1% \%4 \%

oV

Slika 1.3. Volumen V omeden orijentiranom zatvorenom plohom 0V

Izraz (1.60) se Cita: Tok vektorskog polja a koji izlazi iz volumena V kroz zatvorenu plohu 0V jednak
je integralu divergencije vektorskog polja a po volumenu V.

Ako volumen V teZi prema nuli oko toc¢ke 7 (Slika 1.1), onda Ostrogradski-Green-Gaussov teorem
poprima diferencijalni oblik opisan izrazom (1.40), a to je definicija divergencije vektorskog polja.

1.14. Stokesov integralni teorem

Stokesov teorem jest drugi vaZni integralni teorem vektorske analize. Ovaj teorem povezuje ploSni
integral rotacije vektorskog polja @ po plohi S i krivuljni integral druge vrste vektorskog polja a po
zatvorenoj krivulji K koja omeduje plohu § (Slika 1.4) i glasi:

fatus = [(Oxa)ws = [rota s (1.61)
K S N



Slika 1.4. Orijentirana ploha S omedena orijentiranom zatvorenom krivuljom K

Izraz (1.61) se Cita: Cirkulacija vektorskog polja a po zatvorenoj orijentiranoj krivulji K koja
omeduje proizvoljno orijentiranu plohu S jednaka je toku vektorskog polja rota kroz plohu S, uz
zadovoljenje pravila desne ruke.

Ako ploha S teZi prema nuli oko tocke 7 (Slika 1.2), onda Stokesov teorem poprima diferencijalni
oblik opisan izrazom (1.45), a to je definicija rotacije vektorskog polja a .

1.15. Zadaci

Zadatak 1.1. Za zadano skalarno polje ¥ = X @2 4 odredite iznos i smjer gradijenta u pravokutnom
koordinatnom sustavu 1 to u to¢ki T(2, 3, 4).

Rjesenje:
U pravokutnom koordinatnom sustavu gradijent skalarne funkcije % opisan je izrazom (1.33), koji
glasi:

W, W, Wy

grad¥ =¥ = a (1.62)
0x 0y 0z
Parcijalne derivacije skalarne funkcije ¥ opisane su sljede¢im izrazima:
a_w:332@2@ : 6_‘//:233@E : a_w:x35p2 (1.63)
O0x 0y 0z
a vrijednosti tih derivacija u zadanoj tocki 7 su:
o =432 o =192 o =72 (1.64)
X | 0y |y Z g
Gradijent skalarne funkcije ¥ utocki T je:
OW|, =4320 +192 +72 [k (1.65)
pa je iznos gradijenta:
(O9),|=+4322 +1922 +72% = 4781966123 (1.66)

Vektor smjera gradijenta moze se izraziti pomocu kosinusa kutova u odnosu na koordinantne osi:
(DW)O=cosaﬁ+cos,Bj+cosyDT: (1.67)

a u zadanoj tocki 7T vrijedi da je:
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432

cosa =

09033941 = a=253921431°

4781966123
192 0
0sfB=——— = 04015085 = [B=663274846
4781966123
72 .
osy=——— = 01505657 = = 813402898
4781966123
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2. OSNOVNE ELEKTROMAGNETSKE VELICINE

Radi jasnoce, dobro je na samom pocetku udzbenika navesti osnovne elektromagnetske velicine,
njihove oznake i mjerne jedinice. To su:

« E -vektor jakosti elektri¢énog polja, (V/m),

e J-vektor plosne gustoce elektri¢ne struje, (A/m?),

e D-vektor elektriénog pomaka, (C/m?),

e P - vektor elektri¢ne polarizacije, (C/m?),

e H - vektor jakosti magnetskog polja, (A/m),

«  B-vektor magnetske indukcije (vektor gusto¢e magnetskog toka), (T = Vs/m?),

* M - vektor magnetizacije, (A/m),

. 7 s - vektor plo$ne gustoce elektri¢ne struje nezavisnog izvora, (A/m?),

s gy-=—0O D;s - volumna gustoca elektri¢ne struje nezavisnog izvora’, (A/m?),
+  A- vektorski magnetski potencijal, (Tm = Vs/m),

*  ¢- skalarni elektri¢ni potencijal, (V),

* @, - skalarni magnetski potencijal, (A),

e - volumna gustoca elektri¢nog naboja, (C/m?),

e P, - volumna gustoca elektri¢nog naboja nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora, (C/m?),
e 0 - plosna gustoca elektri¢nog naboja, (C/m?),

* A-linijska gustoca elektriénog naboja, (C/m),

* ¢g,0-koli¢ina elektricnog naboja, (C),

* T - linijska gustoca elektricne struje, (A/m),

e K - elektri¢na provodnost (specifi¢na elektri¢na vodljivost) sredstva’, (S/m),
*»  £=¢, &, - dielektrinost (permitivnost) sredstva, (F/m),

e &, =828541878128 1072 F/m - dielektri¢nost (permitivnost) vakuuma,

* & 21-relativna dielektri¢nost (permitivnost) sredstva,

* U= U, [} - magnetska permeabilnost sredstva, (H/m = Vs/Am),

s U, =4 70077 H/m - magnetska permeabilnost vakuuma,
e /.- relativna magnetska permeabilnost sredstva.

Oznaka g je novouvedena u ovom udZzbeniku radi ispravnog definiranja Maxwellovih jednadzbi i
jednadzbi skalarnog elektricnog potencijala u vodljivom sredstvu u kojem postoji nezavisni izvor
elektricne struje, koja slobodno tece u vodljivom sredstvu. Njenim se uvodenjem Zeli naglasiti fizikalni
karakter ove veliline.

* Novouvedena veli¢ina
¥ U literaturi iz podrudja elektromagnetizma za ovu se veli¢inu koristi i oznaka 6
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3. JEDNADZBE GRADE

Jednadzbe grade (konstitucije) su jednadzbe u kojima dva vektora elektromagnetskog polja povezuje
jedna od znacajki sredstva. Vrijede sljedece tri jednadzbe grade:

D=¢g,[E+P (3.1)
J=k[E (3.2)
B= p, i +m) (3.3)
gdje je:
J - vektor plosne gustoce provodne (kondukcijske) elektricne struje,
P - vektor elektri¢ne polarizacije,
M - vektor magnetizacije.
Dakle, u opéem slucaju vrijedi da je:
b=Db(E) (34)
7=7(E) (3.5)
B=E(d) (3.6)

Pojedino sredstvo mozZe biti:
* izotropno ili anizotropno,
¢ linearno ili nelinearno,
* homogeno ili nehomogeno (heterogeno).

Ako je sredstvo anizotropno, ono nema ista svojstva u svim smjerovima, dok izotropno sredstvo ima
ista svojstva u svim smjerovima. Npr. hladno valjani lim ima razli¢itu magnetsku permeabilnost u
smjeru valjanja i okomito na smjer valjanja.

Ako je sredstvo nelinearno, onda njegova nelinearna znacajka ovisi o jakosti elektricnog polja ili o
jakosti magnetskog polja. Npr. magnetska nelinearnost feromagnetskog sredstva opisana je krivuljom
magnetske histereze. Ako je sredstvo linearno, onda njegova znaajka ne o ovisi o jakosti polja. Npr.
tada histereza postaje pravac.

Ako je sredstvo homogeno, onda ono u svakoj tocki sredstva ima ista svojstva. Svojstva
nehomogenog sredstva razlikuju se od toc¢ke do tocke.

Ako je sredstvo anizotropno, znacajke sredstva su tenzori’, a vektori s lijeve i desne strane jednadzbi
grade nisu kolinearni. Tada vrijede jednadZbe:

Dx gx,x ‘sx,y ‘sx,z Ex
D=1« &y &, |BE, (3.7)
Dz ‘gz,x gz,y gz,z_ Ez
‘]x Kx,x Kx,y Kx,z Ex
v (= Kyx Kyy Ky, |BE, (3.8)
z Kz,x z,y 2,2 | Ez

* Tenzor je veli¢ina odredena s vise od tri broja i nekim dodatnim svojstvima; matrica je tenzor drugog reda.
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Bx :ux,x :ux,y lux,z Hx
By (= Hyx Hyy Hy, |JH, (3.9)
Bz :uz,x :uz,y /uz,z Hz

gdje su:
Dy, Dy, D, - komponente vektora elektricnog pomaka,
E., E,, E, - komponente vektora jakosti elektri¢nog polja,
Jx Jy, J. - komponente vektora plo$ne gustoc¢e provodne elektricne struje,
By, By, B, - komponente vektora magnetske indukcije,
Hi, Hy, H, - komponente vektora jakosti elektri¢nog polja.

U jednadZbama (3.7) - (3.9) znacajke sredstva opisane su tenzorima (matricama tipa (3, 3)). Tenzori
dielektricnosti, elektri¢ne provodnosti i magnetske permeabilnosti su simetri¢ne matrice, a to znaci da
jenpr. £ =€, .. Rotacijom koordinatnog sustava moZze se posti¢i da tenzori dielektri¢nosti, elektricne
provodnosti i magnetske permeabilnosti budu dijagonalne matrice.

Za nelinearno sredstvo vazna je i povijest zbivanja u sredstvu te vrijedi da je:
e=¢(E) ; k=«(E) ; p=p(H) (3.10)
Ako je sredstvo nelinearno i anizotropno, onda su zna€ajke sredstva tenzorske funkcije, tj.
koeficijenti razmatranog tenzora ovisni su o jakosti pripadnog polja.
Ako je sredstvo izotropno, onda su znacajke sredstva skalarne konstante ili pak skalarne funkcije. U
linearnom i izotropnom sredstvu jednadzbe grade glase:
D=¢(E (D=¢[E); J=k[E (J=«[(E) ; B= ulH (B= ulH) (3.11)
gdje su znaCajke sredstva skalarne konstante ili pak skalarne funkcije. Ako je sredstvo linearno,

izotropno i homogeno, onda su znacajke sredstva skalarne konstante.

Po pitanju linearnosti, izotropnosti i homogenosti, znacajke istovrsnog sredstva mogu biti
medusobno razlicite.
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4. SASTAVNICE UKUPNE PLOSNE GUSTOCE ELEKTRICNE STRUJE

U mirujucéem (nepokretnom) sustavu, vektor ukupne ploSne gustoce elektri¢ne struje moZze se opisati
pomocu sljedeceg izraza:
- .. ..o oD - .-
Juk_JS+J+Jp0m_Js+Jpr+Jk0nv+E ; J_Jpr+']k0nv 4.1)
gdje je:

Juk - vektor ukupne ploSne gustoce elektricne struje,

J s - vektor ploSne gustoCe elektri¢ne struje nezavisnog (vanjskog; narinutog),

~!

- vektor ploSne gustoce elektri€ne struje uslijed gibanja elektricnog naboja, koja moZe biti
provodna ili konvekcijska,

Jor - vektor plosne gustoce provodne elektricne struje,

J ronv - Vvektor ploSne gustoce konvekcijske elektri¢ne struje,

J pom - Vektor plosne gustoce pomacne elektri¢ne struje.

Pomacna elektri¢na struja nastaje uslijed vremenske promjene vektora elektricnog pomaka, a njena
je plosna gustoca opisana parcijalnom derivacijom vektora elektricnog pomaka po vremenu ¢:
- _aD

J == 4.2
pom at ( )

Prema (3.2), gusto¢a provodne (kondukcijske) elektriCne struje izraZava se pomocu sljedece
jednadzbe grade:

Ty =KE 4.3)

Sto predstavlja Ohmov zakon u diferencijalnom obliku. U linearnom, izotropnom i homogenom sredstvu
(LIH sredstvu) elektri¢na provodnost sredstva « jest skalarna konstanta.

Gustoca konvekcijske elektricne struje izrazava se pomocu sljedece jednadzbe:
Jxony =PI, (4.4)

i predstavlja gustocu elektri¢ne struje uslijed gibanja elektricnog naboja volumne gustoce p brzinom v,
pod djelovanjem sila koje nisu elektromagnetske prirode.

Provodna elektricna struja jest gibanje naelektriziranih Cestica (elektrona, pozitivnih i negativnih
iona itd.) uslijed djelovanja elektromagnetskih sila. Konvekcijska elektri¢na struja jest gibanje
naelektriziranih Cestica uslijed djelovanja sila koje nisu elektromagnetske prirode. Konvekcijske
elektri¢ne struje mogu nastati u plinovima i teku¢inama.

U ovom udZbeniku nece se razmatrati elektricne struje u plinovima i teku¢inama, odnosno nece se
rjeSavati problemi koji ukljuuju konvekcijske elektricne struje. Ako se iz razmatranja iskljuce
konvekcijske elektricne struje, ukupna plo$na gustoca elektri¢ne struje u mirujucem sustavu moze se
opisati sljede¢im izrazom:

- - - - - - 9D -
Juk—JS+J+Jpom—JS+J+E ; J=J 4.5)

Uz zanemarenje konvekcijskih elektricnih struja, ukupna ploSna gustoca elektricne struje u
pokretnom sustavu, koji se giba konstantnom relativnom brzinom v u odnosu na promatraca, moZe se
opisati sljede¢im izrazom:
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fuk=j5+i+1pom=f +j+——=  J= (4.6)

dt pr

gdje je u odnosu na izraz (4.5) parcijalna derivacija po vremenu zamijenjena punom derivacijom po
vremenu za koju vrijedi sljedec¢i izraz:

db_9Ddx 3Dy, 0D 9 3D _ Gm)p + 22 4.7)
dr ox or dy dr 0z Or Ot t

gdje je nabla operator u Descartesovom koordinatnom sustavu opisan izrazom:

N 0
=0= — — — 4.
0=0 axD aqurasz (4.8)
Nadalje je:
0x(ixD)= {0 D)~ (7m) b (4.9)

gdje je v vektor konstantne relativne brzine pokretnog sustava u odnosu na promatraca.

Iz izraza (4.9) i (4.7), lako se dobije sljedeci izraz:

i_?_—mx(vxD)+v[6Dm) aa’f (4.10)

Slijedi da je ukupna ploSna gustoca elektri¢ne struje u pokretnom sustavu, koji se giba konstantnom
relativnom brzinom v u odnosu na promatraca, opisana izrazom:

Juc =7 +j—DX(§XD)+§ DD3)+— (4.11)

Za vektor ukupne plosne gustocu elektricne struje vrijedi jednadZba kontinuiteta:
divJ, =00, =0 (4.12)

koja je sukladna prvoj Maxwellovoj diferencijalnoj jednadzbi, a iz nje slijedi treca Maxwellova
diferencijalna jednadZzba.
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5. FAZORSKA TRANSFORMACIJA SINUSOIDALNIH VELICINA

U teoriji elektricnih strujnih krugova kao i u elektromagnetizmu pojavljuju se sinusoidalne ili
vremenski harmonijske (engl. time-harmonic) velicine: skalarne funkcije vremena, vektorske funkcije
vremena, skalarna polja i vektorska polja. Sinusoidalne ili vremenski harmonijske funkcije opisane su
sinusnom ili kosinusnom funkcijom.

Sinusoidalne se veli¢ine iz vremenskog podru¢ja mogu preslikati u fazorsko podrugje” koristenjem
fazorske transformacije koju je krajem 19. stolje¢a razvio americki matematiCar i elektroinZenjer
Charles Proteus Steinmetz radeci za elektrotvrtku General Electric. Na to ga je potakao Heavisideov
operatorski racun, koji je vrlo slican Laplaceovoj transformaciji.

Neka je sinusoidalni elektri¢ni napon u opisan sljede¢om skalarnom funkcijom vremena:
u=U,,, Bos(wd+6)=+2 W Bos(wi+6) (5.1)

gdje je:

u - trenutna vrijednost elektri¢nog napona,

t - vrijeme,

Umax - maksimalna (tjemena, vr$na) vrijednost elektricnog napona,

U - efektivna vrijednost elektri¢cnog napona,

o - kruZzna frekvencija,

@ - fazni kut.

Eulerova formula, koja povezuje sinusne i kosinusne funkcije s kompleksnim eksponencijalnim
funkcijama, glasi:

/176) = cos(wid+ 6) + jEin(wd +6) (5.2)

gdje je j =+/—1 imaginarna jedinica. Dakle, kosinusna funkcija je realni dio eksponencijalne funkcije,
a sinusna funkcija imaginarni dio eksponencijalne funkcije:

cos(w +6) = Re[e/12)] sin(a)ﬂ+t9)=lm[eng)] (5.3)
Slijedi da je:
u =2 W Ros(w + ) =Re[v2 W /0| =Re [V2 W /| =Re[0,,,]  (54)

U=UR/" (5.5)
Upae V2 =U,,,, @7 (5.6)
U, =2 /7=y, /%" (5.7)

gdje je:
U - fazor elektriénog napona kojemu je modul efektivna vrijednost elektriénog napona,

U, max - fazor elektricnog napona kojemu je modul maksimalna vrijednost elektriénog napona,

U .« - Totirajuci fazor kojemu je modul maksimalna vrijednost elektriénog napona.

max

Fazor je kompleksni broj (skalar) u Eulerovom zapisu. Mnogi fazor zovu vektorom, §to nije
prikladan naziv jer, izmedu ostalog, postoje i fazori vektora koji se koriste u ovom udzbeniku. Fazor je,

* Naziva se, takoder, frekvencijskim podrucjem ili pak kompleksnim podrucjem
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ustvari, fazni vektor. Rotirajuci fazor je kompleksna funkcija u Eulerovom zapisu. U ovom se udZbeniku
nece koristiti rotirajuéi fazori.

Fazor elektricnog napona u (sinusoidalne skalarne funkcije) moZe se definirati na Cetiri razlicita
nacina:

* Elektri¢ni napon je u vremenskom podrucju opisan kosinusnom funkcijom, a modul fazora U je
efektivna vrijednost elektricnog napona;

* Elektri¢ni napon je u vremenskom podru¢ju opisan sinusnom funkcijom, a modul fazora U je
efektivna vrijednost elektricnog napona;

* Elektri¢ni napon je u vremenskom podrucju opisan kosinusnom funkcijom, a modul fazora U,
je maksimalna vrijednost napona;

* Elektri¢ni napon je u vremenskom podrucju opisan sinusnom funkcijom, a modul fazora U, je
maksimalna vrijednost elektricnog napona.

U ovom ¢e se udZzbeniku koristiti prethodno prvonavedena definicija fazora sinusoidalne skalarne
funkcije koja kaZe da je sinusoidalna skalarna funkcija u vremenskom podrucju opisana kosinusnom
funkcijom, a modul fazora je efektivna vrijednost sinusoidalne funkcije.

Fazorski zapis sinusoidalnih velicina omogucuje da se integro-diferencijalne jednadzbe iz
vremenskog podrucja transformiraju u algebarske jednadZzbe u fazorskom podrucju. Za elektri¢ni napon
opisan izrazima (5.1) i (5.5) vrijedi da je:

u - U (5.8)
% L j (5.9)
d’u e e —
7 ()W =-*W (5.10)
fur - ——w=-Lar 5.11)
j v w
jer je:
de/W8 . d?e /@ 5

= j /@7 =(j () (/@17 5.12
ar i U@ 612

. j@in
[er®P==—+c (5.13)

j v

Neka je u vremenskom podrucju sinusoidalni vektor (vektorska funkcija vremena) u pravokutnom
koordinatnom sustavu opisan sljede¢im izrazom:

i=a,0+a,0+a, k={a,,a,a, (5.14)

e a, =2, Gos(wd+86,) (5.15)
a, =2 T, [os (w(d +,) (5.16)

a, =<2 A, Gos (w2 +86,) (5.17)

gdjesu Ay, A, i A, efektivne vrijednosti komponenti vektora a.
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Dakle, komponente vektora a su sinusoidalne skalarne funkcije vremena, koje se u fazorskom
podru¢ju mogu opisati fazorima. To znaci da se sinusoidalni vektor moZe iz vremenskog podrucja
preslikati u fazorsko podrucje tako da je:

=A G+A,G+4,k={4,4,4} (5.18)
gdje je:
- fazor vektora a,

ZX - fazor x-komponente vektora a,

Zy - fazor y-komponente vektora a,
ZZ - fazor z-komponente vektora a.

Fazor vektora je kompleksni vektor. U ovom se udZbeniku koriste fazori vektora kojima su moduli
fazora njegovih komponenti efektivne vrijednosti pripadne kosinusne funkcije.

U cilindricnom koordinatnom sustavu fazor vektora a opisan je izrazom:
A=A [, +4, By +A, &, ={4,4,4} (5.19)
dok je u sfernom koordinatnom sustavu fazor vektora d opisan izrazom:

@=A (8, + Ay [By + Ay By ={ 4, Ag, 4} (5.20)

Fazori sinusoidalnih skalarnih polja formalno imaju isti oblik kao i fazori sinusoidalnih skalarnih
funkcija ovisnih samo o vremenu, ali su moduli i fazni kutovi fazora sinusoidalnih skalarnih polja ovisni
o prostornim koordinatama razmatranog koordinatnog sustava.

Fazori sinusoidalnih vektorskih polja formalno imaju isti oblik kao i fazori sinusoidalnih vektorskih
funkcija ovisnih samo o vremenu, ali su moduli i fazni kutovi fazora sinusoidalnih vektorskih polja
ovisni o prostornim koordinatama razmatranog koordinatnog sustava.

Sinusoidalne funkcije mogu biti opisane sinusnom ili pak kosinusnom funkcijom vremena pa je
korisno imati na umu sljede¢a dva trigonometrijska izraza:

sin (w(d + 8) = cos (w2 + 6 - 71/2) = cos (wm +9—90°) (5.21)

cos (wd +6) =sin (wd+ 8 + 71/2) =sin (wm +0 +90°) (5.22)
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6. MAXWELLOVE JEDNADZBE U VREMENSKOM PODRUCJU

Maxwellove jednadZzbe su temeljne jednadzbe klasicnog elektromagnetizma, odnosno klasi¢ne
elektrodinamike, a mogu biti napisane u diferencijalnom obliku (vrijede za jednu tocku) i u integralnom
obliku (vrijede za 3D podrugje). One su nazvane po $kotskom fizi¢aru Jamesu Clerku Maxwellu, ¢ija su
najznacajnija djela njegove dvije knjige: A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field, objavljena
1864. godine i dvotomna knjiga A Treatise on Electricity and Magnetism, objavljena 1873. godine.
Maxwell je na temelju dotadasnjih teorijskih i eksperimentalnih spoznaja razvio elektromagnetsku
teoriju, objedinivsi teoriju elektriciteta i teoriju magnetizma. Iz Maxwellovih jednadzbi proizlazi da je
elektromagnetsko polje valne prirode, a iz Maxwellove elektromagnetske teorije svjetlosti proizlazi da
je svjetlost elektromagnetski val vrlo visoke frekvencije.

Maxwellove su ideje i jednadzbe, nakon njegove smrti, nadogradene i preinaCene tako da su postale
jednostavnije i razumljivije. Tome su najviSe doprinijeli njemacki fizi¢ar Heinrich Rudolf Hertz, irski
fizicar George Francis FitzGerald, britanski fizicar Oliver Joseph Lodge i engleski samouki
elektromagneticar, matematicar i fizi¢ar Oliver Heaviside. Heaviside je sebe, FitzGeralda i Lodgea
prozvao Maxwellovcima.

Maxwell je u svojoj elektromagnetskoj teoriji osmislio sustav od dvadeset diferencijalnih jednadzbi,
a te je jednadzbe Oliver Heaviside 1884. godine saZeo u cCetiri danas opcepoznate vektorske
diferencijalne jednadzbe. Nezavisno su na istu ideju da dvadeset Maxwellovih diferencijalnih jednadZzbi
sazmu u Cetiri vektorske jednadZzbe dosli americki fiziCar Josiah Willard Gibbs i njemacki fizicar
Heinrich Rudolf Hertz koji je 1888. godine eksperimentalno dokazao da je elektromagnetsko polje valne
prirode te je nizom drugih eksperimenata potvrdio ispravnost Maxwellovih jednadzbi. Stoga ne ¢udi da
su Cetiri vektorski zapisane diferencijalne jednadzbe, koje su danas poznate samo pod imenom
Maxwellove diferencijalne jednadZbe, nekad bile poznate i kao: Hertz-Heavisideove diferencijalne
jednadzbe, Maxwell-Hertzove diferencijalne jednadzbe ili Maxwell-Heavisideove diferencijalne
jednadzbe.

6.1. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom savrSenom dielektriku

SavrSeni dielektrik ili izolator je onaj dielektrik kojemu je elektri¢na provodnost jednaka nuli (x = 0).
Drugim rije¢ima savrseni dielektrik je nevodljivo sredstvo.

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom savrSenom dielektriku, koji se giba konstantnom
relativnom brzinom v u odnosu na promatrac¢a, mogu se napisati u sljedecem obliku:

. -~ _ - _- .dD
rot H=0xH =J =Js+6;— (6.1)
t
. - B
rotE=D><E=—d— (6.2)
dt
div D =0 = p, (6.3)
divB=0B=0 (6.4)
gdje je:
H - vektor jakosti magnetskog polja,
E - vektor jakosti elektricnog polja,
D - vektor elektricnog pomaka,
B - vektor magnetske indukcije (vektor gustoe magnetskog toka),

J 4« - vektor ukupne ploSne gustoce elektricne struje,
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J - vektor plo$ne gustoce elektri¢ne struje nezavisnog izvora,

P, - volumna gusto¢a naboja nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora.

Prema (4.10) vrijedi sljede¢i izraz za punu derivaciju vektora elektricnog pomaka po vremenu:

dD ~ -\ 0D
— =—-OxWyxD|+yQUD| +— 6.5
D =-0x[xp)+idom) + < 63
koji u savrSenom dielektriku, nakon uvrstenja izraza (6.3) u izraz (6.5), poprima sljedeci oblik:
dD ~ oD
—=-UxyxD|+ p T +— 6.6
= D)+ p 5+ (6.6)

gdje je v vektor konstantne relativne brzine pokretnog sustava u odnosu na promatraca.

Vrijedi analogan izraz za punu derivaciju vektora magnetske indukcije po vremenu:

dB = -\ , 0B
— =-OxyxB|+yvAOB) +— 6.7
=l B)eidom) + 67)
koji u savr§enom dielektriku, nakon uvrStenja izraza (6.4) u izraz (6.7), poprima sljedeci oblik:
d—Bz—Dx(VxE)+a—B (6.8)
dt ot

gdje je v vektor konstantne relativne brzine pokretnog sustava u odnosu na promatraca.

Ako se izrazi (6.6) i (6.8) uvrste u Maxwellove diferencijalne jednadzbe (6.1) i (6.2), onda se dobije
sljedeci oblik Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi u pokretnom savr§enom dielektriku:

DXH=f3+pSEF+%—DX(\7XB) (6.9)
DXE=—%+ Dx(ﬁxé) (6.10)

0D = p, (6.11)

OB =0 (6.12)

koje se u linearnom, izotropnom i homogenom (LIH) savr§enom dielektriku mogu opisati i sljede¢im
izrazima:

DXFI=jS+pSEF+£B%£—£Eﬂ]><(17XE) (6.13)
t
DXEz—,uBzﬂhuDDX(ﬁxﬁ) (6.14)
t
0E=~ (6.15)
£
O =0 (6.16)

gdje su u i € znaCajke savr§enog LIH dielektrika.
Buduéi da vrijedi da je:

div(rota)=000xa)= 0 ; Oa (6.17)
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iz prve Maxwellove diferencijalne jednadzbe (6.1) i (6.9) slijedi da je jednadzba
pokretnom savrSenom dielektriku opisana sljede¢im izrazom:

O fs+d—D =0 f§+p§ljv+a—D =0
dt ‘ ‘ ot

g, = 4OD)
dt

odakle slijedi da je:

Bududi da je, prema izrazu (6.3), u savrSenom dielektriku:
0B =p,
iz izraza (6.18) - (6.20) slijedi da je:

T dps - aps - aps 5
00, = -45=_2% _p =28 5o
U= ——r === = Difp, i) = === - v[{0p,)

a to je jednazba kontinuiteta koja povezuje nezavisne izvore.

6.2. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em savrSenom dielektriku

kontinuiteta u

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

Iz Maxwellovih diferencijalnih jednadZzbi (6.1) — (6.4) u pokretnom savrSenom dielektriku lako se
dobiju Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em savrSenom dielektriku (miruju¢em sustavu).
Samo treba punu derivaciju po vremenu zamijeniti s parcijalnom derivacijom po vremenu. Dakle,

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em savrsenom dielektriku glase:

Ox A =7y =7, +22
ot
DXE:—a_B
ot
0D = p,
OB =0

a to su upravo one cetiri opéepoznate Maxwellove diferencijalne jednadZbe.

(6.22)

(6.23)

(6.24)

(6.25)

Iz Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi (6.13) — (6.16) u pokretnom savrSenom LIH dielektriku
lako se dobiju sljedece Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em savrSenom LIH dielektriku

(mirujué¢em sustavu) za v =0 :

tako da se u Maxwellove diferencijalne jednadzbe (6.13) i (6.14) uvrsti v =0.
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Iz izraza (6.20) 1 (6.21) slijedi da jednadZba kontinuiteta u slu¢aju mirujuceg savrSenog dielektrika glasi:

Dj :—%

6.30
s Y (6.30)

Sto je matematicka formulacija zakona o¢uvanja elektricnog naboja.

6.3. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom vodljivom sredstvu, koje se giba konstantnom
realtivnom brzinom v u odnosu na promatrac¢a, mogu se napisati u sljedecem obliku:

- - _ - - dD
UxH =J, =JS+J+d— (6.31)
dt
Ox5=-98 (6.32)
dt
OB =0 (6.34)
gdje je J vektor plos$ne gustoce provodne elektriCne struje, dok je g, =— DEVS volumna gustoca

elektri¢ne struje koju nezavisni izvor ispusta u okolno vodljivo sredstvo’.

U vodljivom sredstvu vrijedi da je o, =0, tj. u vodljivom sredstvu nema slobodnog naboja. Ako se
u vodljivo sredstvo unese slobodni naboj, on se vrlo brzo razgradi ili se pak rasporedi po povrSini vodic¢a.
Prema jednadzbama (6.32) i (6.33), u vodljivom sredstvu izvor elektri¢cnog polja moZe biti vremenski
promjenjivo magnetsko polje i elektri¢na struja koju nezavisni izvor ispusta u okolno vodljivo sredstvo.

Novina u odnosu na koriStenu literaturu jest tre¢ca Maxwellova diferencijalna jednadZba u pokretnom
vodljivom sredstvu (6.33), koja slijedi iz jednadZbe kontinuiteta u pokretnom vodljivom sredstvu:

D[jfuk:DEﬁjs"'j"'C;—?]:O (6.35)

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom savr§enom dielektriku (6.1) — (6.4) su poseban

slu¢aj Maxwellovih diferencijalnih jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu (6.31) — (6.34). To je

fizikalna nuZnost koja mora biti zadovoljena. Ako se u jednadZzbu (6.31) uvrsti J=0 iz nje se dobije

jednadzba (6.1). Jednadzbe (6.2) i (6.32) su medusobno identi¢ne te su medusobno identi¢ne jednadZzbe

(6.4) i (6.34). Potrebno je samo dokazati da je jednadZba (6.3) poseban slucaj jednadzbe (6.33). U
pokretnom savrSenom dielektriku jednadZzba (6.33) glasi:

o2 - 4CD) =-00, (6.36)
dt dt

a za pokretni savrSeni dielektrik vrijedi i jednadZba (6.30) pa je:

d@OD) _dp,

Om = 6.37
. r Ps (6.37)

* Sastavnice divergencije vektora su derivacije komponenti vektora po prostornim koordinatama x, y i z pa je
lako zakljuéiti da je jedinica veli¢ine g« A/m?, §to ukazuje na njeno fizikalno znacenje
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Ako se jednadzbe (6.5) i (6.8) uvrste u jednadZbe (6.31) i (6.32), onda Maxwellove jednadZbe u

pokretnom vodljivom sredstvu glase:

OxH = J,
) ot
DxE——a—B+DX(\7x1§)
ot
- ~\ 0D
gy +voO)+— |=
EE ) atj gst
OB =0

koje u pokretnom vodljivom LIH sredstvu glase:

0% + e E)= T, + v e IOE) el - e x(ixE)

DXEz—uB%—fIﬂJE[DX(WH)
DEEKDZ‘+£EFE€DD!‘??)+£B%—§jzgst

U =0

gdje su y, x i & znacajke vodljivog LIH sredstva.

6.4. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u mirujuc¢em vodljivom sredstvu

(6.38)

(6.39)

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

Iz Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi (6.31) — (6.34) u pokretnom vodljivom sredstvu lako se
dobiju Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em vodljivom sredstvu (mirujuem sustavu).
Samo treba punu derivaciju po vremenu zamijeniti s parcijalnom derivacijom po vremenu. Dakle,

Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em vodljivom sredstvu glase:

)
DXH:Juk:JS‘I‘J‘I‘a—
t

DxE:—a_B
ot

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em savr§enom dielektriku (6.22) — (6.25) su poseban

slucaj Maxwellovih diferencijalnih jednadZbe u mirujuéem vodljivom sredstvu (6.46) — (6.49).

Iz jednadzbi (6.46) — (6.49) lako se dobiju Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em

vodljivom LIH sredstvu koje glase:
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Dxﬁ=j5+KEE+gaaa£ (6.50)
t

Dxéz_ﬂg‘z_i’ 6.51)

O EEKEE’ +e E] :[K+ £Ba—j(D EE) =gy (6.52)
ot ot

O =0 (6.53)

gdje su u, x 1 ¢ znacajke vodljivog LIH sredstva.

6.5. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom dobrom vodicu

U dobrom vodicu se uvijek mogu zanemariti pomacne elektriCne struje, tj. Koristi se sljedeca
aproksimacija:

dD
—=0 6.54
7 (6.54)
jer je:
7>>4P (6.55)
dt

Iz izraza (6.31) — (6.34), (6.54) i (6.8), lako se dobiju Maxwellove diferencijalne jednadZbe u
pokretnom dobrom vodicu koje glase:

OxH=J, =J +J (6.56)
DxE-—d—B_—a—B+Dx(\7x§) (6.57)

dt ot
00 =g, (6.58)
OB =0 (6.59)

koje u pokretnom dobrom LIH vodi¢u glase:

Dxﬁ:fs+K[E (6.60)
DxE:—y%:—u%—#[ﬂ]x(ﬁXF[) 6.61)
OF = 8st (6.62)

K
O =0 (6.63)
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6.6. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em dobrom vodicu

Iz Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi (6.56) — (6.59) u pokretnom vodljivom sredstvu lako se
dobiju Maxwellove diferencijalne jednadzbe u mirujuéem dobrom vodi¢u (miruju¢em sustavu). Samo
treba punu derivaciju po vremenu u jednadZbi (6.57) zamijeniti s parcijalnom derivacijom po vremenu,
odnosno uvrstiti da je brzina v =0. Dakle, Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em dobrom
vodicu glase:

OxH=J, =J,+J (6.64)
OxE = _9B (6.65)
ot
00 =g, (6.66)
OB =0 (6.67)

koje u miruju¢em dobrom LIH vodicu glase:

OxH=J +Kk[(E (6.68)
OxE=-pu H (6.69)
ot
O = &t (6.70)
K
O® =0 (6.71)

6.7. Maxwellove integralne jednadzbe u mirujuc¢em savrSenom dielektriku

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u mirujuéem savrSenom dielektriku opisane su opéepoznatim
izrazima (6.22) — (6.25). Ako se na prve dvije jednadzbe primijeni Stokesov integralni teorem opisan
izrazom (1.61) i Slikom 1.4, a na druge dvije jednadZbe Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem
opisan izrazom (1.60) i Slikom 1.3, dobiju se sljede¢e Maxwellove integralne jednadZbe u mirujuéem
savrSenom dielektriku:

§H s =, ws + 9D s =iy Zig +ipom (6.72)
K S S at
eszém*:— 9B 5 =92 (6.73)
¥ S ot ot
§D S = [ p, v =g, (6.74)
)% \%
§E @S =0 (6.75)
av

gdje je:
i,k - Jakost ukupne elektri¢ne struje koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),

iy - jakost elektri¢ne struje nezavisnog izvora koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),
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Ipom - Jakost pomacne elektri¢ne struje koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),

e - elektromotorna sila (EMS) inducirana u zatvorenoj konturi K (Slika 1.4),
@ - magnetski tok koji prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),

g, - koli¢ina naboja nezavisnog izvora unutar volumena V (Slika 1.3).

Prema izrazu (6.72), vrijedi da je:

i, = [ J (6.76)
s
. oD _ -
lpom = | = LdS (6.77)
5 01
Prema izrazu (6.73), vrijedi da je:
e= §E v (6.78)
K
®= j BLUS (6.79)
s
Prema izrazu (6.74), vrijedi da je:
g,= [p v (6.80)
14

Prva Maxwellova integralna jednadZbe u miruju¢em savrSenom dielektriku (6.72) predstavlja
poopceni Ampereov zakon i €ita se: Cirkulacija vektora jakosti magnetskog polja po zatvorenoj krivulji
K jednaka je jakosti ukupne elektricne struje koja prolazi kroz proizvoljnu plohu S omedenu krivuljom
K, uvaZavajuci pravilo desne ruke.

Druga Maxwellova integralna jednadZbe u mirujuéem savrSenom dielektriku (6.73) predstavlja
Faradayev zakon elektromagnetske indukcije i Cita se: Cirkulacija vektora jakosti elektricnog polja po
zatvorenoj krivulji K jednaka je negativnoj vremenskoj derivaciji magnetskog toka koji prolazi kroz
proizvoljnu plohu S omedenu zatvorenom krivuljom K, uvaZavajuci pravilo desne ruke. Prema
Faradayevom zakonu elektromagnetske indukcije u miruju¢em sustavu, EMS inducirana u zatvorenoj
konturi K jednaka je negativnoj derivaciji magnetskog toka po vremenu koji prolazi kroz plohu §
omedenu tom konturom; uvaZavajuci pravilo desne ruke.

Tre¢a Maxwellova integralna jednadzbe u miruju¢em savrSenom dielektriku (6.74) predstavlja
Gaussov zakon i Cita se: Tok vektora elektricnog pomaka koji izlazi iz zatvorenog volumena V kroz
njegovu vanjsku plohu S jednak je kolicini nezavisnog naboja unutar volumena V.

Cetvrta Maxwellova integralna jednadZbe u mirujuéem savrSenom dielektriku (6.75) predstavlja
Gaussov zakon za magnetizam i Cita se: Tok vektora magnetske indukcije (magnetski tok) koji izlazi iz
zatvorenog volumena V kroz njegovu vanjsku plohu S jednak je nuli. To znaci da je magnetsko polje
bezizvorno.

Opc¢epoznata diferencijalna jednadzba kontinuiteta u slucaju mirujuceg savrSenog dielektrika
opisana je izrazom (6.30). Ako se na tu jednadZbu primijeni Ostrogradski-Green-Gaussov integralni
teorem opisan izrazom (1.60) i Slikom 1.3, dobije se integralna jednadZba kontinuiteta u mirujuéem
savrsenom dielektriku, koja glasi:

(g v == [(0F, )y = %% 6.81)

U slucaju savrSenog dielektrika, volumna gusto¢a elektri¢ne struje koju nezavisni izvor ispusta u
okolno sredstvo jest volumna gusto¢a pomacne elektri¢ne struje koju nezavisni izvor ispusta u okolni
savrSeni dielektrik.
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6.8. Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom savrSenom dielektriku

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom savrSenom dielektriku opisane su izrazima (6.9)
—(6.12). Ako se na prve dvije jednadZbe primijeni Stokesov integralni teorem opisan izrazom (1.61) i
Slikom 1.4, a na druge dvije jednadZbe Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobiju se sljedece Maxwellove integralne jednadZbe u pokretnom savrSenom
dielektriku:

§i W:j(fs +p T + %—’?}m i (6.82)
K S K
. 0B _ - ¢l =\ d®
eziEBJ/ = _SEDHS +;§;(va)@/ = (6.83)
§DS = [ p, v =g, (6.84)
1% \%
§Eﬂi§=0 (6.85)
1%

Druga Maxwellova integralna jednadZzbe u pokretnom savr§enom dielektriku (6.83) predstavlja
Faradayev zakon elektromagnetske indukcije u pokretnom sredstvu. Prema tom zakonu, u zatvorenoj
konturi koja se giba u vremenski promjenjivom elektromagnetskom polju ili se deformira, inducira se
elektromotorna sila (EMS):

do 0
—  =—=_"_ 4

. 5 (ﬁxé)ﬂiﬁ =e, +ey, (6.86)

e=§EDlif=—
K K

gdje je e, inducirana EMS transformacije opisana izrazom:

e - 9% _ (9B ys (6.87)
ot ot
dok je e, inducirana EMS kretanja i/ili deformacije opisana izrazom:
e = 7% B)r7 (6.88)
K

Diferencijalna jednadZba kontinuiteta u slu¢aju pokretnog savr§enog dielektrika opisana je izrazom
(6.21). Ako se na tu jednadZbu primijeni Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobije se integralna jednadzba kontinuiteta u pokretnom savrSenom dielektriku, koja
glasi:

[eu@v =-[(0F,)av =% (6.89)
\%4 \%4

6.9. Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom vodljivom sredstvu opisane su izrazima (6.38) —
(6.41). Ako se na prve dvije jednadZzbe primijeni Stokesov integralni teorem opisan izrazom (1.61) i
Slikom 1.4, a na druge dvije jednadZbe Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobiju se sljedece Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom vodljivom
sredstvu:
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A i = j(is +f+vtﬁmub)+%—?] a5 - {5 b)ar (6.0
K S K
L 0B _ = f-o 5\ d®
=§Ewi=- [ ws +§[xs)ar=-22 6.91)
¢ i 5o i(v ) dt
i (iw DEZ[3)+%—?]DV§ - l e AV (6.92)
§BLIS =0 (6.93)
v

6.10. Maxwellove integralne jednadzbe u mirujué¢em vodljivom sredstvu

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em vodljivom sredstvu opisane su izrazima (6.46) —
(6.49). Ako se na prve dvije jednadzbe primijeni Stokesov integralni teorem opisan izrazom (1.61) i
Slikom 1.4, a na druge dvije jednadZbe Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobiju se sljede¢e Maxwellove integralne jednadZbe u mirujuéem vodljivom
sredstvu:

§H s = j{f +J +a—DJ S =i +ip +ipor (6.94)
ot
K S
§EW=— 9B y5=_92 (6.95)
X 3 ot ot
- 0D\ _ - .
J+— WS = [ gy @V =iy (6.96)
av o1 v
§E s =0 6.97)
)%

gdje je:
iy - Jakost provodne elektriCne struje koja prolazi kroz plohu § (Slika 1.4),

i, - jakost elektricne struje koju nezavisni izvor ispuSta u okolno vodljivo sredstvo unutar
razmatranog volumena V.

Iz izraza (6.96) slijedi da je jakost elektri¢ne struje koja izlazi iz volumena V kroz zatvorenu plohu
0V jednaka jakosti elektri¢ne struje iy koja izvire unutar volumena V (Slika 6.1).

Slika 6.1. Graficka ilustacija izraza (6.96)
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Prethodne se integralne jednadZzbe mogu dobiti i iz Maxwellovih integralnih jednadZbi u pokretnom
vodljivom sredstvu (6.90) - (6.93) ako se u njih uvrsti v =0.

Iz tre¢e Maxwellove jednadzbe (6.96) slijedi da je zbroj provodne i pomacne elektri¢ne struje koja
izlazi iz volumena V jednaka (provodnoj i pomacnoj) elektri¢noj struji koju nezavisni izvor ispusta u
okolno mirujuce vodljivo sredstvo.

6.11. Maxwellove integralne jednadZbe u pokretnom dobrom vodicu

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom dobrom vodicu opisane su izrazima (6.56) —
(6.59). Ako se na prve dvije jednadzbe primijeni Stokesov integralni teorem opisan izrazom (1.61) i
Slikom 1.4, a na druge dvije jednadZbe Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobiju se sljede¢e Maxwellove integralne jednadZbe u pokretnom dobrom vodicu:

fawr =, +7)ws =i +iy (6.98)
K S
§Ewr =~ %fmz§+§(wé)mi (6.99)
K S K
§7 S = [ gy v =iy (6.100)
ov |4
§BLES =0 (6.101)
oV

Iz tre¢e Maxwellove integralne jednadzbe (6.100) slijedi da je provodna elektri¢na struja koja izlazi
iz volumena V jednaka provodnoj elektri¢noj struji koju nezavisni izvor ispusta u pokretni okolni dobri
vodic€.

6.12. Maxwellove integralne jednadZbe u miruju¢em dobrom vodicu

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u mirujuéem dobrom vodicu opisane su izrazima (6.64) —
(6.67). Ako se na prve dvije jednadzbe primijeni Stokesov integralni teorem opisan izrazom (1.61) i
Slikom 1.4, a na druge dvije jednadZbe Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobiju se sljede¢e Maxwellove integralne jednadZbe u miruju¢em dobrom vodicu:

fa @ =7, +7)@s =i, +i, (6.102)
k 5
ié 7 = —S‘;—If (s (6.103)
§7 S = [ gy v =iy (6.104)
ov v
§BEUS =0 (6.105)
v

Prethodne se integralne jednadzbe mogu dobiti i iz Maxwellovih integralnih jednadzbi u pokretnom
dobrom vodicu ako se u njih uvrsti v =0.
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7. MAXWELLOVE JEDNADZBE U FAZORSKOM PODRUCJU
Ako je elektromagnetsko polje sinusoidalno (vremenski harmonijsko), onda se Maxwellove

diferencijalne i integralne jednadzbe mogu iz vremenskog podrucja transformirati u fazorsko podrucje.
Fazorski zapis sinusoidalnih skalarnih i vektorskih polja detaljno je opisan u poglavlju 5.

7.1. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu

Maxwellove diferencijalne jednadZzbe u pokretnom vodljivom sredstvu u vremenskom podrucju
opisane su izrazima (6.38) — (6.41), a one u fazorskom podrucju glase:

OxHA =], +]+7{0D)+ jmD-0x(7xD) (7.1)
OxE= - j@+0x[ixB) (72)
0dJ +740B)+ D)=~ 07, = g (7.3)
OB =0 (7.4)
gdje je:
E - fazor vektora jakosti magnetskog polja,
E - fazor vektora jakosti elektri¢nog polja,
é - fazor vektora elektricnog pomaka,
E - fazor vektora magnetske indukcije (vektora gustoce magnetskog toka),
i .- fazor vektora ploSne gustoce elektri¢ne struje nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora,
i - fazor vektora ploSne gustoce provodne elektricne struje,

- fazor volumne gustoce elektri¢ne struje koju nezavisni izvor ispusta u vodljivo sredstvo,

oQ
&

« - kruzna frekvencija,
v - vektor konstantne relativne brzine pokretnog sustava u odnosu na promatraca,
j - imaginarna jedinica.

Maxwellova diferencijalna jednadzba (7.3) je ujedno i diferencijalna jednadZba kontinuiteta u
pokretnom vodljivom sredstvu.

7.2. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom dobrom vodicu

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom dobrom vodi¢u u fazorskom podru¢ju mogu se
dobiti iz Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi u pokretnom vodljivom sredstvu u fazorskom podrucju
tako da se u izraze (7.1) i (7.3) uvrsti é =0, sto je posljedica zanemarenja pomacnih elektri¢nih struja.
Dobiju se sljedece diferencijalne jednadzbe:

OxH=J +J (71.5)
OxE = j QB +0x(ixB) (7.6)
0J =g, (7.7)
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0B =0 (7.3)
koje u slu€aju pokretnog dobrog LIH vodica glase:

OxH=J +k[E (7.9)
OxE =~ jIuH + uMx(xA) (7.10)
OF =8t (7.11)
K
(@ =0 (7.12)

Maxwellova diferencijalna jednadzba (7.3) je ujedno i diferencijalna jednadZba kontinuiteta u
pokretnom dobrom vodi¢u, a Maxwellova diferencijalna jednadzba (7.11) je ujedno i diferencijalna
jednadZba kontinuiteta u pokretnom dobrom LIH vodicu.

7.3. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u mirujuc¢em vodljivom sredstvu

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em vodljivom sredstvu u fazorskom podrucju mogu
se dobiti iz Maxwellovih diferencijalnih jednadZzbi u pokretnom vodljivom sredstvu u fazorskom
podrucju tako da se u izraze (7.1) - (7.3) uvrsti v =0. Dobiju se sljedece diferencijalne jednadzbe:

OxH=J +J+ D (7.13)
OxE=- B (7.14)
0fJ + j D)=5, (7.15)
OB =0 (7.16)

koje u slu€aju mirujuéeg vodljivog LIH sredstva glase:

OxH=J +(k+jwE)E (7.17)
OxE=- jwutH (7.18)
D[Ezlﬁ‘f_% (7.19)

O# =0 (7.20)

gdje je k + jlale kompleksna provodnost vodljivog LIH sredstva.”

* U literaturi iz elektromagnetizma Gesto se koristi izraz K =0 + j [« [£ za kompleksnu provodnost sredstva,
gdje je u tom slucaju ¢ provodnost sredstva. Ovaj izraz se ne koristi u ovom udZbeniku jer se oznaka o koristi za
plosnu gustocu elektriénog naboja.
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7.4. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em dobrom vodicu

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em dobrom vodicu u fazorskom podru¢ju mogu se
dobiti iz Maxwellovih diferencijalnih jednadZbi u miruju¢em vodljivom sredstvu u fazorskom podrucju
tako da se u izraze (7.13) i (7.15) uvrsti é =0, $to je posljedica zanemarenja pomacnih elektri¢nih
struja. Dobiju se sljedece diferencijalne jednadZbe:

OxH=J +J] (7.21)
OxE=- jwB (7.22)
OF =& (7.23)

K
0B =0 (7.24)

koje u slu¢aju mirujué¢eg dobrog LIH vodica glase:

OxH=J +k[E (7.25)
OxE =~ joCu[H (7.26)
OE = St (7.27)

K
& =0 (7.28)

7.5. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom savrSenom dielektriku

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom savr$enom dielektriku u vremenskom podrucju
opisane su izrazima (6.9) - (6.12), a one u fazorskom podrucju glase:

OxA=J, +p,0+ oD -0x(xD) (7.29)
OxE = j B +0x(ixB) (7.30)

0D = p, (7.31)

0B =0 (7.32)

gdje je o, fazor volumne gustofe naboja nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora.

Iz divergencije lijeve i desne strane Maxwellove jednadzbe (7.29) slijedi da je:

_0d, +0dp, )
jw

O

ST

(7.33)

Ako se u izraz (7.33) uvrsti u izraz (7.31), u fazorskom se podru¢ju dobije sljedec¢a diferencijalna
jednadzba kontinuiteta u pokretnom savr§enom dielektriku:

g =-00, = jip, + 0p, O) = j ip, + v {0p,) (7.34)

Iz Maxwellovih jednadzbi (7.29) — (7.32) lako se dobiju sljede¢e Maxwellove diferencijalne
jednadzbe u pokretnom savrSenom LIH dielektriku:
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OxA=J +p 0+ Wz E-cMx(ixE) (7.35)

OxE =~ jIuH +uMx(xA) (7.36)
nE = (7.37)

&
0@ =0 (7.38)

7.6. Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em savrSenom dielektriku

Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em savrSenom dielektriku u fazorskom podrucju
mogu se dobiti iz Maxwellovih diferencijalnih jednadZzbi u pokretnom savr§enom dielektriku u
fazorskom podrucju tako da se u izraze (7.29) i (7.30) uvrsti v =0. Dobiju se sljedece diferencijalne
jednadzbe:

OxH=J +jD (7.39)
OxE=-jwB (7.40)
0 = p, (7.41)

0B =0 (7.42)

koje u slu€aju mirujuéeg savrSenog LIH dielektrika glase:

OxH=J +jwEE (7.43)
OxE =- jluH (7.44)
OE=5 (7.45)

£
O =0 (7.46)

Ako se u diferencijalnu jednadzbu kontinuiteta u pokretnom savrSenom dielektriku u fazorskom
podrucju (7.34) uvrsti v =0, dobije se jednadzba kontinuiteta u miruju¢em savrSenom dielektriku u
fazorskom podrucju, koja glasi:

g, =-00, = julp, (7.47)

7.7. Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu

Maxwellove diferencijalne jednadZzbe u pokretnom vodljivom sredstvu opisane su izrazima (7.1) -
(7.4). Ako se na prve dvije jednadZbe primijeni Stokesov integralni teorem opisan izrazom (1.61) i
Slikom 1.4, a na druge dvije jednadZbe Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobiju se sljede¢e Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom vodljivom
sredstvu:

fawr =7, +J+vdom)+ jmom)ws - §7xD)w/ (7.48)
K S K
EW =- jaot{ BaS +§(5xB)ar (7.49)
K S K
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§l7 +vdob)+ j om)ws = [z, @v (7.50)
v \%

fB@S=0 (7.51)
1%

7.8. Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom dobrom vodicu

Maxwellove integralne jednadZbe u pokretnom dobrom vodi¢u u fazorskom podruc¢ju mogu se dobiti
iz Maxwellovih integralnih jednadzbi u pokretnom vodljivom sredstvu u fazorskom podrucju tako da se
u izraze (7.48) i (7.50) uvrsti é =0, sto je posljedica zanemarenja pomacnih elektri¢nih struja. Dobiju
se sljedece integralne jednadZbe:

§HC = [J WS+ [JWS =1 +1,, (7.52)
K S S
EW =- jat BaS + {5 < B)w/ (7.53)
K S K
§J S =gy v =1, (7.54)
ov |4
fB@S=0 (7.55)
1%

gdje je:
I - fazor elektri¢ne struje nezavisnog izvora koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),
I pr - fazor provodne elektri¢ne struje koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),

I, - fazor elektrine struje koju nezavisni izvor ispusta u okolno vodljivo sredstvo unutar
volumena V.

7.9. Maxwellove integralne jednadzbe u mirujué¢em vodljivom sredstvu

Maxwellove integralne jednadZbe u miruju¢em vodljivom sredstvu u fazorskom podrucju mogu se
dobiti iz Maxwellovih integralnih jednadZbi u pokretnom vodljivom sredstvu u fazorskom podrucju tako
da se u izraze (7.48) - (7.51) uvrsti v =0. Dobiju se sljedece integralne jednadzbe:

§H U = [J WS + [T WS + jQoT{ DS = I, + I, + oy, (7.56)
K S S S
§EW@r =~ jio BUS (7.57)
K S
§(7 + jwD)ws = [g,@v =1, (7.58)
)% \%4
fB@S=0 (7.59)
1%

gdjeje I, pom fazor pomacne elektri¢ne struje koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4).
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7.10. Maxwellove integralne jednadZbe u miruju¢em dobrom vodicu

Maxwellove integralne jednadZbe u miruju¢em dobrom vodicu u fazorskom podru¢ju mogu se dobiti
iz Maxwellovih integralnih jednadZbi u pokretnom dobrom vodi€u u fazorskom podrucju tako da se u
izraz (7.53) uvrsti v =0. Dobiju se sljedece integralne jednadzbe:

§H U =[] @S+ [ ]S =1, +1, (7.60)
K S S
§EW@r =~ jlol BUS (7.61)
K S
§70uS =gy Lav =1, (7.62)
ov \%
BUS =0 (7.63)
{
)%

7.11. Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom savrsenom dielektriku

Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom savr$enom dielektriku opisane su izrazima (7.29)
- (7.32). Ako se na prve dvije jednadzbe primijeni Stokesov integralni teorem opisan izrazom (1.61) i
Slikom 1.4, a na druge dvije jednadZbe Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobiju se sljedece Maxwellove integralne jednadZzbe u pokretnom savr§enom
dielektriku:

fawr =7, +p.G+rom)ws - §{5xD)wr (7.64)
K S K
§EW@ = - jo BS +§{ixB)wr (7.65)
K S K
§DrS = [p, v =0, (7.66)
v \%
fBES =0 (7.67)
ov

gdje je és fazor naboja nezavisnog izvora unutar volumena V (Slika 1.3).

Diferencijalna jednadZba kontinuiteta u pokretnom savrSenom dielektriku u fazorskom podrucju
opisana je izrazom (7.34). Ako se na taj izraz primijeni Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem
opisan izrazom (1.60) i Slikom 1.3, dobije se sljedeca integralna jednadzba kontinuiteta u pokretnom
savrSenom dielektriku u fazorskom podrucju:

§(o, T)0as =[5,y - j | p, v = I, - j o, (7.68)
)% \%4 \%4

7.12. Maxwellove integralne jednadZbe u mirujué¢em savrsenom dielektriku
Maxwellove integralne jednadZbe u miruju¢em savrSenom dielektriku u fazorskom podrucju mogu

se dobiti iz Maxwellovih integralnih jednadZzbi u pokretnom savrSenom dielektriku u fazorskom
podrucju tako da se u izraze (7.64) i (7.65) uvrsti v =0. Dobiju se sljedece integralne jednadzbe:

§H 7 = [J WS + j o[ DS = I, + Iy, (7.69)
K S S
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§Ew@r =~ jio BUS (7.70)
K S

§D s = [p, v =0, (7.71)
oV \4
fB@S=0 (1.72)
av

Integralna jednadZba kontinuiteta u miruju¢em savr§enom dielektriku u fazorskom podruc¢ju moze
se dobiti iz integralne jednadZbe kontinuiteta u pokretnom savr§enom dielektriku u fazorskom podrucju
(7.68) tako da se u nju uvrsti v =0. Dobije se sljedeca integralna jednadZzba kontinuiteta:

Iy =gy v = j ol p, [V = j o§ DTS = j IO, (7.73)
|4 \% ov

koja kaZe da je elektri¢na struja koju nezavisni izvor ispusta u volumen V, ustvari, pomacna elektricna
struja koju nezavisni izvor ispusta u volumen V.
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8. LORENTZOVA SILA

Maxwellove jednadzbe, Lorentzov zakon za silu” i drugi Newtonov zakon daju potpuni klasi¢ni opis
dinamike naelektriziranih Cestica i elektromagnetskog polja.

Na tockasti elektricni naboj g koji se giba brzinom v u elektromagnetskom polju, gledano iz
mirujuceg sustava, djeluje Lorentzova sila:

F=q0E +7xB) 8.1)
gdje je:
E- jakost elektricnog polja,
B- magnetska indukcija.

Lorentzova sila je elektromagnetska sila koja je jednaka zbroju elektri¢ne sile na elektri¢ni naboj g:

F,=q[E (8.2)

i magnetske sile na taj isti naboj ¢ koji se giba brzinom v u magnetskom polju:

F,=qyxB) (8.3)

Magnetska sila djeluje na naboj samo u slucaju kad se taj naboj giba u magnetskom polju, dok
elektri¢na sila djeluje na naboj u slucaju kad naboj miruje u elektricnom polju kao i u slu¢aju kad se
naboj giba u elektri¢cnom polju.

U op¢em slucaju, diferencijalni oblik Lorentzovog zakona za silu opisan je sljede¢im izrazom:

7=plE + v xB) (8.4)

gdje je f vektor volumne gustoce sile na elektricni naboj volumne gustofe p koji se giba u
elektromagnetskom polju. Buduéi da se plo$na gustoca elektri¢ne struje uslijed gibanja elektri¢nog
naboja moZe opisati izrazom:

J=pm (8.5)

slijedi da se volumna gustoca sile moZe opisati i sljede¢im izrazom:

f=plE+JxB (8.6)

odakle slijedi integrali oblik poopéenog Lorentzovog zakona za silu:

F=[fav=[pdE+vxB)av =[(pE+7xB)av (8.7)
Vv Vv Vv

* Lorentzova sila je dobila ime po nizozemskom fizi¢aru Hendriku Antoonu Lorentzu
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9. ELEKTROMAGNETSKI POTENCIJALI

Za prikaz elektromagnetskog polja u linearnom, izotropnom i homogenom (LIH) sredstvu Koriste se
i pomocne funkcije poznate pod imenom elektromagnetski potencijali. Moguce je definirati vise
razli¢itih parova elektromagnetskih potencijala, uz razlicitu vezu izmedu njih (baZdarske uvjete). Par
elektromagnetskih potencijala stvara jedno vektorsko polje i jedno skalarno polje.

Najcesce se koristi par elektromagnetskih potencijala koji stvaraju vektorski magnetski

potencijal A i skalarni elektriéni potencijal ¢ koji su, sukladno Maxwellovim jednadZbama, u
pokretnom sustavu definirani sljede¢im izrazima:

B=0OxA4A (9.1)

- dA
E=-0¢-— 9.2)
dt
dok su u mirujué¢em sustavu definirani izrazima:

B=0OxA 9.3)

. 0A
E=-Dp-22 9.4)
ot
Elektromagnetski potencijali nisu jednoznacne funkcije. Ako se jednom potencijalu doda neka
popravka, onda se i drugom potencijalu mora dodati odgovaraju¢a popravka tako da magnetska
indukcija i jakost elektricnog polja ostanu nepromijenjene funkcije. Neka je u miruju¢em sustavu:

B=0xA=0x(d+4,) 9.5)
. A A+ A
E:—D¢—g—t:-m(¢+¢c)—i%) (9.6)

Iz izraza (9.5) slijedi da je popravka vektorskog magnetskog potencijala gradijent nekog skalarnog polja:
A =0W 9.7)
jer je:
OxA, =0x(0w)=0 (9.8)
pa iz izraza (9.6) slijedi da je popravka skalarnog elektricnog potencijala:

_o¥

9.9
5 9.9)

¢. =

9.1. Elektromagnetski potencijali u mirujué¢em savrSenom dielektriku

Prema (6.26) 1 (6.28), prva i tre¢ca Maxwellova diferencijalna jednadZba u miruju¢em savrsenom LIH
dielektriku glase:

OxB= ymfsumm‘;ﬁ (9.10)
t
nE=2 ©.11)
£

gdje su js i p, gustofe nezavisnih izvora elektromagnetskog polja, koje zadovoljavaju jednadzbu
kontinuiteta (6.30).
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Ako se u Maxwellove jednadzbe (9.10) i (9.11) uvrste definicije elektromagnetskih potencijala (9.3)
i (9.4), dobiju se sljede¢i izrazi:

Dx(DxA)=yEVS—mea—(D¢+a—AJ (9.12)
ot ot
DEED¢+ O—AJ =P 9.13)
ot £
Vrijedi da je:
0x(0xA)=0(0d)-(0m)i=0(p H)-a4 (9.14)

paizrazi (9.12) i (9.13) poprimaju novi oblik:

-
AA—NQG‘;—f—D(Dm+yu~G‘;—fJ=—yD?S (9.15)
t
ap+ 2 (oci)=-2 9.16)
ot £

Ako se u izraze (9.15) i (9.16) uvrsti Lorenzov baZdarski uvjet':

OCA + ulk o (9.17)
ot
dobiju se nehomogene neprigusene valne jednadZbe potencijala:
9=
AA —,uzm‘;—f = —ul, (9.18)
t
2
Ap -yl -~ (9.19)
01’ £

Ovo je potpuni sustav jednadZbi ako su zadane gustoce nezavisnih izvora J 1 Q;.

Lorenzov bazdarski uvjet osigurava da je izvor vektorskog magnetskog potencijala samo ploSna
gustoca elektri¢ne struje nezavisnog izvora te da je izvor skalarnog elektricnog potencijala samo
volumna gustoca elektri¢nog naboja nezavisnog izvora. Elektromagnetski potencijali koji zadovoljavaju
Lorenzov baZdarski uvjet zovu se Lorenzovim potencijalima.

Iz nehomogenih nepriguSenih valnih jednadZzbe potencijala u vremenskom podrucju lako se, za
sinusoidalno polje, dobiju Helmholtzove nehomogene diferencijalne jednadZbe potencijala:

AA-P TA=-pul, (9.20)
AF-Pp=-F (9.21)
2
gdje je:
P=—k’=-? U ; k=owQluE ; y=jk (9.22)

Realna konstanta k jest valni broj, a kompleksna konstanta y valna konstanta. U slu€aju savrSenog
dielektrika valni broj je realna konstanta, dok je u slucaju vodljivog sredstva valni broj kompleksna
konstanta.

* Lorenzov bazdarski uvjet dobio je ime po danskom fizi€aru i matemati¢aru Ludwigu Valentinu Lorenzu

40



9.2. Elektromagnetski potencijali u miruju¢em vodljivom sredstvu

Prema (6.50) i (6.52), prva i tre¢ca Maxwellova diferencijalna jednadzba u miruju¢em vodljivom LIH
sredstvu glase:

DX§=,UD73+,uD(D§+yDtB%—f (9.23)
(K+ gBZ—J(D@F -0, =g, (9.24)
t

gdje je jednadzba (9.24) ujedno i jednadZba kontinuiteta u miruju¢em vodljivom LIH sredstvu.

Ako se u Maxwellove jednadZbe (9.23) i (9.24) uvrste definicije elektromagnetskih potencijala (9.3)
i (9.4), dobiju se sljededi izrazi:

Dx(DxA): D(D D&)-AA:;{D?S —,L/D([ED¢+%—?J—,UB‘%(D¢+%—?J (9.25)

(K +£B‘3—]DD€D¢ +a—AJ:—gSt (9.26)
ot ot

koji u preina¢enom obliku glase:

S .
Aﬁ—yzmg—f—yma?—m(mui+yg~g‘;ﬁ+yu(t¢j=—ymfs (9.27)
t t t

(. -
(K+E%J (A¢+E(DD4)J:—gst (9.28)

Ako se u izraze (9.27) i (9.28) uvrsti Lorenzov bazdarski uvjet u vodljivom LIH sredstvu:

DDK+ND¢9‘;£+,UD(E¢=0 (9.29)
t
dobije se konac¢ni oblik nehomogenih diferencijalnih jednadZbi potencijala u vodljivom sredstvu:

S .
Aﬁ—yﬁa‘;—f—yma‘?pyﬁs (9.30)
t t

(K+5B1J(A¢—ygafﬂ—f—yu(ﬂjz—gﬁ (9.31)
ot ot ot

koje u dobrom LIH vodic¢u, uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, postaju takozvane nehomogene
difuzijske jednadZbe potencijala:

AA—,UD(B%—'?=—,UEVS (9.32)
Ap- kPP - 8s (9.33)
ot K
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U mirujuéem vodljivom LIH sredstvu bez izvora nehomogene diferencijalne jednadZbe potencijala
(9.30) 1 (9.31) postaju homogene priguSene valne jednadZbe potencijala:

S -

Aﬁ—yzta"—f—yu(af’—/{:o (9.34)
ot ot
2

A¢—,L1B‘E—f;f—,uu( ¢:O (9.35)
ot ot

Iz nehomogenih diferencijalnih jednadzbi potencijala (9.30) i (9.31) u vremenskom podrucju, za
sinusoidalno polje, lako se dobiju Helmholtzove nehomogene diferencijalne jednadZbe potencijala:

AA-PTA=-pul, (9.36)
AF-PPP=-—Sn (9.37)
K+ jLwlE
gdje je:
=2 __ 72 _ . . L .
Vr=-ki=joutk+ jiwE) ; p=jk (9.38)

Iz nehomogenih difuzijskih jednadZzbi potencijala (9.32) i (9.33) u vremenskom podrucju, za
sinusoidalno polje, lako se dobiju Helmholtzove nehomogene diferencijalne jednadZbe potencijala:

AA-PTA=-pul, 9.39)
A%—V@*% (9.40)

gdje je:
yr=-ki=jlwuk ; y=jk (9.41)

Iz izraza (9.38) i (9.41), slijedi da su u vodljivom sredstvu i valni broj k i valna konstanta y
kompleksne konstante.
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10. VALNE JEDNADZBE POLJA U LIH SREDSTVU BEZ IZVORA

Prema (6.50) - (6.54), u miruju¢em vodljivom LIH sredstvu bez izvora vrijede Maxwellove
diferencijalne jednadZzbe:

DxFI:KEEuG‘Z—f (10.1)
DXE:_”G%I (10.2)
OE =0 (10.3)
O =0 (10.4)
Vrijedi da je:
Ox(0xA)=0(00)-Af =-Af (10.5)
Ox(0xE)=0(0E)- AE =- AE (10.6)

paizizraza (10.1), (10.2), (10.5) i (10.6), slijedi da je:

AH:—K[ﬂDxE)—eB‘M (10.7)

ot
AE=,uBa(Da+H) (10.8)

Nakon §to se izraz (10.2) uvrsti u izraz (10.7) te izraz (10.1) uvrsti u izraz (10.8), dobiju se homogene
prigusene valne jednadZbe polja u vodljivom LIH sredstvu bez izvora, koje glase:

- .

AE-mea—E—yu(aaﬁ:o (10.9)
or’ or
- .

AH—yQG‘Z—?—yD@%ﬂ:o (10.10)
t t

koje u miruju¢em savrsenom LIH dielektriku bez izvora postaju homogene neprigusene valne jednadzbe
polja:

.

AE—,UEEBZ—;E:O (10.11)
t
) -

Aﬁ—yzm‘za—fm (10.12)
t

dok homogene priguSene valne jednadZbe polja u mirujuéem dobrom LIH vodicu bez izvora, uz
zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, postaju homogene difuzijske jednadZbe polja:

AE—,UD(E%E:O : Aﬁ—yu(aaaﬁ:o (10.13)
t t
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11. UVJETI NA GRANICI DVAJU MIRUJUCIH SREDSTAVA

Na grani¢noj plohi § izmedu dva homogena mirujuc¢a sredstva (Slika 11.1) za veli¢ine polja E.H,
D, B i J moraju biti zadovoljeni grani¢ni uvjeti.

sredstvo 1

sredstvo 2

Slika 11.1. Granicna ploha izmedu dva homogena mirujuca sredstva

Uvjeti na granici dvaju mirujucih sredstava slijede iz Maxwellove integralnih jednadZzbi u miruju¢em
sredstvu i ovise o vrsti pojedinog sredstva. U opéem slu€aju grani¢ni uvjeti u vektorskom zapisu
glase [2]:

ix(E, - E,)=0 11.1)
ix(d, - H,)=K (11.2)
ilD, - D,)=0 (11.3)
ii B, - B,)=0 (11.4)
i fl—j2)+ 0, K= - ‘;—f (11.5)

gdje je:
K - strujni oblog (linijska gustoca plosne elektricne struje) na grani¢noj plohi S,
K - vektor strujnog obloga,
O - ploSna gustoca slobodnog elektriénog naboja na grani¢noj plohi S,
Uy [X- 2D divergencija vektora strujnog obloga u tangencijalnoj ravnini, koja se pojavljuje samo
u slu€aju ako je jedno od dvaju sredstava supravodljivo.

Ako se umjesto vektora polja koriste normalne i tangencijalne komponente vektora polja, onda op¢i
granicni uvjeti (11.1) - (11.5) u skalarnom zapisu glase:

E =Eg, (11.6)
Hy=H, + K, (11.7)
D,=D,+0 (11.8)

B, =By (11.9)

Jm:an—%—(:—Dtr K (11.10)

gdje su:

E. . E,,H,Hy,J,J, - tangencijalne komponente vektora polja,
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D,,,D,,, B, B>, J,1,J 1, - normalne komponente vektora polja.

nl>

Plo$nu elektri¢nu struju linijske gustoce K elektromagnetsko polje stvara na granici dvaju sredstava
samo u slucaju kad je jedno od sredstava supravodi¢. Medutim, ploSnu elektri¢nu struju na granici dvaju
sredstava moZe stvoriti 1 nezavisni izvor plo$ne elektri¢ne struje pa se tada moZe govori o narinutom
strujnom oblogu.

11.1. Uvjeti na granici dvaju vodljivih sredstava

Neka su oba mirujuca sredstva vodljiva (Slika 11.1) te neka na grani¢noj plohi postoji narinuti strujni
oblog. Tada grani¢ni uvjeti glase:

jix(E, - E,)=0 (11.11)
ix(d, - H,)=k (11.12)
ilD, - D,)=0 (11.13)
i B, - B,)=0 (11.14)
ﬁ[ﬁfl—fz)=—%—f (11.15)

gdje je K vektor narinutog strujnog obloga koji stvara vanjski izvor ploSne elektri¢ne struje. Ne postoji
strujni oblog koji stvara elektromagnetsko polje.

Iz jednadZzbe (11.13) slijedi da se na granici dvaju vodljivih sredstva, koja se nalaze u
elektromagnetskom polju, nagomila slobodni elektri¢ni naboj ploSne gustoce o.

U statickom slucaju, u granicnom uvjetu (11.15) derivacija ploSne gustoce elektri¢nog naboja po
vremenu jednaka je nuli, dok grani¢ni uvjeti (11.11) - (11.14) ostaju nepromijenjeni.

11.2. Uvjeti na granici vodljivog sredstva i savrsenog dielektrika

Neka je sredstvo 2 mirujuce vodljivo sredstvo, a sredstvo 1 mirujuéi savrSeni dielektrik (Slika 11.1)
te neka na grani¢noj plohi postoji narinuti strujni oblog. Tada granicni uvjeti glase:

iix(E, - E,)=0 (11.16)
ix(d, - H,)=k (11.17)
ilD, - D,)=0 (11.18)
i B, - B,)=0 (11.19)
i, =‘Z—f (11.20)
jer je: B
J, =0 (11.21)
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Sto znaci da elektricna struja ne ulazi u savrSeni dielektrik. I u ovom je slucaju K vektor narinutog
strujnog obloga koji stvara vanjski izvor ploSne elektri¢ne struje. Ne postoji strujni oblog koji stvara
elektromagnetsko polje.

U elektrostatiCkom slucaju, kada se vodljivo sredstvo 2 nalazi u elektrostatickom polju, grani¢ni
uvjeti glase:

ixE =0 (11.22)
iD, =0 (11.23)

jer je:
E, =0 (11.24)

Sto znaci da je vodic u elektrostatickom polju ekvipotencijalan.

Magnetostaticko se polje mozZe razmatrati neovisno o elektrostatickom polju i za njega vrijede
grani¢ni uvjeti (11.17)1 (11.19).

11.3. Uvjeti na granici dvaju savrSenih dielektrika

Neka su oba mirujuca sredstva savrSeni dielektrici (Slika 11.1) te neka na granici dvaju dielektrika
nema ni narinutog strujnog obloga ni narinutog plo$nog elektri¢nog naboja. Tada grani¢ni uvjeti glase:

ix(E, - E,)=0 (11.25)
jix(d, - H,)=0 (11.26)
i D, - D,)=0 (11.27)
i, - B,)=0 (11.28)

11.4. Uvjeti na granici supravodica i savrSenog dielektrika

Neka je mirujuce sredstvo 2 supravodljivo, a mirujuce sredstvo 1 savrSeni dielektrik. Vremenski
promjenjivo elektromagnetsko polje ne moZe prodrijeti u supravodic i tada granicni uvjeti glase:

ixE =0 (11.29)

ixH =K (11.30)

i =0 (11.31)

ji (B, =0 (1132)

DtrD€=—a—U (11.33)
ot

gdje je DtrEI? oznaka za 2D divergenciju vektora strujnog obloga u tangencijalnoj ravnini. U ovom
slucaju vrijedi da je:
]1:J2:0 (1134)

a strujni oblog i plosnu gustocu elektri¢nog naboja na grani¢noj plohi stvara elektromagnetsko polje.
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U statickom slucaju elektrostaticko i magnetostaticko polje se razmatraju kao medusobno neovisna
polja. Tada je u supravodicu jakost elektricnog polja jednaka nuli, ali u supravodi¢ moZe prodrijeti
magnetsko polje ako u njemu te¢e vremenski konstantna elektri¢na struja. Grani¢ni uvjeti u tom slucaju
glase:

AxE =0 (11.35)
ix(d, - H,)=K (1136)
ilD, =0 (11.37)
i B, - B,)=0 (1138)
0,K=0 (11.39)

11.5. Uvjeti na granici dvaju sredstava u fazorskom podruéju

Dosad navedeni grani€ni uvjeti na granici dvaju sredstava vrijede u vremenskom podrucju. Ako je
elektromagnetsko polje sinusoidalno (vremenski harmonijsko), onda grani¢ni uvjeti u opéem slucaju
(11.1) - (11.5) u fazorskom podrugju glase:

ix(E, - E,)=0 (11.40)
ix(H, - H,)=K (11.41)
idD, -b,)=7 (11.42)
B, -B,)=0 (11.43)
itd, -J,)+ 0, K =- j T (11.44)
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12. ELEKTROMAGNETSKA ENERGIJA I POYNTINGOV TEOREM

Elektromagnetsko polje je u potpunosti opisano Maxwellovim jednadZbama, $to znaci da se iz njih
mozZe izracunati i energija pohranjena u elektromagnetskom polju. Poyntingov teorem je zakon
ocuvanja elektromagnetske energije, koji ima integralni i diferencijalni oblik, a moZe se primijeniti i na
sinusoidalno elektromagnetsko polje.

12.1. Energija pohranjena u elektromagnetskom polju

Vremenska derivacija energije W pohranjene u elektromagnetskom polju opisana je sljede¢im
izrazom [6, 12]:

or or ot

oW _ oW, , aW, jLEGa—+HDa—jBiV (12.1)

gdje je W, energija pohranjena u elektricnom polju, dok je W, energija pohranjena u magnetskom
polju.

Iz izraza (12.1) slijedi da je u op¢em slucaju energija pohranjena u elektri¢nom polju opisana
sljede¢im izrazom:

t = D
We=HEB‘32 v = [EBD@v 55—0—Dﬂlt (12.2)
ot Vo ot
a energija pohranjena u magnetskom polju izrazom:
Wy, ”Haa— mivmiz_HHustv ; JE:‘;—Ifmz (12.3)

Vo

Energija pohranjena u elektromagnetskom polju u volumenu V moZe se opisati i sljede¢im izrazom:

w :jwmv (12.4)
\%

gdje je w volumna gustoca energije pohranjene u elektromagnetskom polju, koja je prema (12.2) i (12.3)
opisana izrazom:

D — —_ —
j @D + | H (BB (12.5)
0

koji u posebnom slucaju kada je sredstvo izotropno i nelinearno glasi:

O'—.U:J

D B
w:IEWD+IH@B (12.6)

dok u posebnom sluc¢aju kada je sredstvo izotropno i linearno glasi:

W= _[—D5D+ Brpg=L [QE[D+HEB) (12.7)
U
0

a u posebnom slucaju kada je sredstvo anizotropno i linearno glasi:
w=%[ﬁED§+FID§) (12.8)

Slijedi da je energija pohranjena u elektromagnetskom polju u anizotropnom i linearnom sredstvu
opisana sljede¢im izrazom:
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W=We+wm=%E£(EED + HOB)av (12.9)

dok je energija pohranjena u elektromagnetskom polju u izofroprom i linearnom sredstvu opisana
sljede¢im izrazom:

W=We+wm=1Ej(EED+HEB)mv=l[j(gEE2+y[H2)mzv (12.10)
2y 2y
Energija pohranjena u elektromagnetskom polju mirujuceg savrsenog dielektrika moze se izracunati
i integracijom po izvorima i zatvorenoj plohi 0V koja omeduje volumen V, bez integracije po volumenu
V. Ako se uizraze (12.2) 1 (12.3) uvrste izrazi (9.3) i (9.4) koji definiraju elektromagnetske potencijale,

te uvaZze Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em savrSenom dielektriku (6.22) - 6.25), dobije
se sljedeci izraz za energiju pohranjenu u miruju¢em nelinearnom savrsenom dielektriku:

24 A D A
W=I{I¢D§ps+jjsm]ﬂiv—§[I¢D§5+IHXJAJD\Z§ (12.11)
vio 0 av\o 0
gdje je:

@ - skalarni elektri¢ni potencijal,

A - vektorski magnetski potencijal,

OA = %—A Ldlt - varijacija vektorskog magnetskog potencijala,
t

J s - vektor ploSne gustocCe elektri¢ne struje nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora,

P, - volumna gustoca elektri¢nog naboja nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora,

0 o . . . . .
op, = % [dt - varijacija volumne gustoce elektri¢nog naboja nezavisnog izvora.
t

Iz izraza (12.11) slijedi da je energija pohranjena u elektromagnetskom polju neogranidenog
nelinearnog savrsenog dielektrika opisana izrazom:

sz[?gb@ps +TJSD5?1]DW (12.12)
AN 0

Iz izraza (12.11) lako se dobije da je energija pohranjena u elektromagnetskom polju linearnog
savrSenog dielektrika opisana izrazom:
1 - = 1 S T e
W= EEj(¢bDos+JSD4)D11V—EE|§(¢>ED+1L1><A)B15 (12.13)
v av

pa je energija pohranjena u elektromagnetskom polju neogranicenog linearnog savrsenog dielektrika
opisana izrazom:

W= %E{(;b p, +J, (A )miv (12.14)

Prema izrazima (12.12) i (12.14), u slu€aju neograni¢enog savrSenog dielektrika, umjesto integracije
po polju, odnosno po cjelokupnom volumenu V, energija pohranjena u elektromagnetskom polju moze
se u potpunosti izracunati integracijom po izvorima. Medutim, ako je savrSeni dielektrik ogranicen, onda
se, prema (12.11) i (12.13), mora integrirati i po zatvorenoj plohi 0V koja omeduje volumen V, a ne
samo po izvorima.

Vazno je napomenuti da se u vodljivom sredstvu ni u kojem sluc¢aju ne moZe energija pohranjena u
elektromagnetskom polju izracunati tako da se u potpunosti izbjegne integracija po cjelokupnom
volumenu V.
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12.2. Poyntingov teorem u vremenskom podruéju

Poyntingov teorem dobio je ime po britanskom fizi¢aru Johnu Henryju Poyntingu, koji je u
elektromagnetsku teoriju uveo i takozvani Poyntingov vektor” I :

[[=ExH (12.15)

gdje je E vektor jakosti elektricnog polja, dok je H vektor jakosti magnetskog polja. Smjer
Poyntingovog vektora jest smjer strujanja elektromagnetske energije, odnosno smjer gibanja
elektromagnetskog vala. Poyntingov vektor r po svom fizikalnom znacenju jest vektor ploSne gustoce
trenutne elektromagnetske snage, a njegova mjerna jedinica je W/m?.

Prema izrazima (6.46) i (6.47), u mirujuéem vodljivom sredstvu, u tokama u kojima nema
nezavisnih izvora, vrijede Maxwellove diferencijalne jednadZbe:

Dxﬁzfukzj+a—D (12.16)
ot
nxg=-98 (12.17)
ot
Nadalje vrijedi da je:
00 =0dExA)=A {0xE)- Eqox ) (12.18)
pa se nakon uvrstenja izraza (12.6) i (12.17) u izraz (12.8) dobije da je:
o =-EG-Ef2-af8 (12.19)
ot ot
odakle slijedi Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku, koji glasi:
DD:+E"D7+EG‘96£+H aB:o (12.20)
t t

Ako unutar razmatranog volumena V postoje nezavisni izvori (generatori) koji predaju energiju
elektromagnetskom polju unutar tog volumena, onda Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku glasi:

dpizv:Du:+Eﬁ+E£+Hd)£ (12.21)
av ot ot
gdje je:

Di,y - trenutna elektromagnetska snaga nezavisnih izvora koju nezavisni izvori predaju

elektromagnetskom polju unutar razmatranog volumena V,

dp; L
Py yolumna gustoca trenutne elektromagnetske snage nezavisnih izvora.

Ako se na izraz (12.21) primijeni Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) 1 Slikom 1.3, dobije se Poyntingov teorem u integralnom obliku koji glasi:

Pin =§fm§+jE57mv+j(EBa—ﬁ + Haa—Bva (12.22)
3 v v ot ot

* U literaturi se Poyntingov vektor ponekad naziva i Umov-Poyntingovim vektorom po Johnu Henryju
Poyntingu te po ruskom fizi¢aru i matemati¢aru Nikolaju Aleksejevicu Umovu
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ili saZeto pisano:
ow

— 12.23
py (12.23)

Pizv = Pizl + pg +
gdje je:
Di, - trenutna elektromagnetska snaga koja izlazi iz volumena V,
p, - trenutna snaga Jouleovih gubitaka u razmatranom volumenu V,

W - energija pohranjena u elektromagnetskom polju unutar volumena V,

ow

—— - vremenska derivacija energije W, koja je opisana izrazom (12.1),

S =0V - zatvorena ploha koja zatvara volumen V.

Prema (12.22) i (12.23), trenutna elektromagnetska snaga koja izlazi iz volumena V' kroz zatvorenu
plohu S opisana je izrazom:

pia =[O )@y =§ 7 ws (12.24)
Vv S

a trenutna snaga Jouleovih gubitaka u razmatranom volumenu V opisana je izrazom:

Py = jE 7 v (12.25)
|4

gdje su, po definiciji, Jouleovi gubici toplinski gubici koji nastaju na radnom otporu kojim tece
elektri¢na struja. To znaci da Jouleove gubitke u promatranom vodljivom sredstvu volumena V stvara
elektricna struja koja tece tim sredstvom. Lako je zakljuciti da u posebnom slucaju kad je sredstvo
savrSeni dielektrik Jouleovi gubici ne postoje.

Prema izrazu (12.23), trenutna elektromagnetska snaga koju volumenu V predaju nezavisni izvori
jednaka je zbroju trenutne elektromagnetske snage koja izlazi iz volumena V, trenutne snage Jouleovih
gubitaka unutar volumena V i vremenske derivacije energije pohranjene u elektromagnetskom polju
unutar volumena V.

Trenutna elektromagnetska snaga koja ulazi u volumen V kroz zatvorenu plohu S opisana je izrazom:

Pul :—j(D D:)DW:—V (S = - pi; (12.26)
|4 S

pa se izraz (12.23) moze napisati u novom obliku:

Pizy ¥ Pu = Pg ¥ —— (12.27)
ot

S$to znaci da je zbroj trenutne elektromagnetske snage koju volumenu V predaju nezavisni izvori i

trenutne elektromagnetske snage koja ulazi u volumen V kroz zatvorenu plohu § jednaka zbroju

trenutne snage Jouleovih gubitaka unutar volumena V i vremenske derivacije energije pohranjene u

elektromagnetskom polju unutar volumena V.
Ako je sredstvo linearno i izotropno, onda prema izrazima (12.10) i (12.22) Poyntingov teorem u
integralnom obliku glasi:
o (e + )
ot

Pizy =5S5f S + [ (E> [V + %Ef v (12.28)

Vv 14

Dakle, Poyntingov teorem u integralnom obliku opisuje rok trenutne elektromagnetske snage”.

* U literaturi se govori i o toku elektromagnetske energije
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12.3. Kompleksni Poyntingov teorem

Poyntingov vektor je u vremenskom podrucju definiran izrazom (12.1) i to je po svom fizikalnom
znacenju vektor plosne gustoce trenutne elektromagnetske snage. Ako je elektromagnetsko polje
sinusoidalno (vremenski harmonijsko), onda se koristi fazorska transformacija. U fazorskom podrucju
kompleksni Poyntingov vektor je opisan sljede¢im izrazom:

O
X

[~
ooy
I

(12.29)
gdje je:

E - fazor vektora jakosti elektri¢nog polja,

H - fazor vektora jakosti magnetskog polja,

o kompleksni konjugat fazora vektora jakosti magnetskog polja H,

* |ml

- simbol koji oznaava kompleksno konjugiranje kompleksnih skalara i kompleksnih vektora.

Realni dio kompleksnog Poyntingovog vektora jednak je srednjoj vrijednosti Poyntingovog vektora
u vremenskom podrucju:

1+ =
T, ?E‘[/'Bitz
0

o'—D-.H

% (EXI:I)D\#:RG:(E):RC[EXEDJ (12.30)

gdje je T=1/f vremenski period sinusoidalne funkcije, dok je f frekvencija sinusoidalnog
elektromagnetskog polja.

Po svom fizikalnom znacenju kompleksni Poyntingov vektor jest vektor plosne gustoce kompleksne
prividne elektromagnetske snage, a mjerna jedinica mu je VA/m?2.

Prema izrazima (7.13) i (7.14), u mirujuéem vodljivom sredstvu, u tokama u kojima nema
nezavisnih izvora, za sinusoidalno elektromagnetsko polje vrijede Maxwellove diferencijalne jednadzbe

OxH=J+ jwD (12.31)
OxE=- jw(B (12.32)
Iz Maxwellove jednadzbe (12.31) slijedi da je:

OxH = J - jD" (12.33)

Nadalje vrijedi da je:

— =~ =0\ ~0 S ~ 0

O =0fEx )= A" {oxE)-Efoxa’) (12.34)
pa se nakon uvrstenja izraza (12.32) i (12.33) u izraz (12.34) dobije da je:
= - =0 = =0 = =[]

O =-E0 - jwf B -ED) (12.35)
odakle slijedi kompleksni Poyntingov teorem u diferencijalnom obliku, koji glasi:

DU_:+EE£D+]'D&)[€B[ED—ED§DJ=O (12.36)

Dakle, kompleksni Poyntingov teorem jest Poyntingov teorem u fazorskom podrucju.

Ako unutar razmatranog volumena V postoje nezavisni izvori (generatori) koji predaju energiju
elektromagnetskom polju unutar tog volumena, onda kompleksni Poyntingov teorem u diferencijalnom
obliku glasi:
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A L.
M SO+ ED o
1% -

|o9

H-E D_ij (12.37)

gdje je:

S kompleksna prividna elektromagnetska snaga nezavisnih izvora koju nezavisni izvori

p.izv ~
predaju elektromagnetskom polju unutar volumena V,

05, _
PV _ volumna gustoéa kompleksne elektromagnetske prividne snage Spizy-

Ako se na izraz (12.37) primijeni Ostrogradski-Green-Gaussov integralni teorem opisan izrazom
(1.60) i Slikom 1.3, dobije se kompleksni Poyntingov teorem u integralnom obliku:

Sy =f LS+ [ET @V + (Bl -ED @ (1238)
S 14 Vv

koji u slu¢aju kad je mirujuce vodljivo sredstvo linearno i izotropno glasi:

Spiry =§L S + [k (EG UV + j Dto[j(ymjf —gufjf)utzv (12.39)
\%

s 14
gdje je:
E; - efektivna vrijednost sinusoidalne jakosti elektri€nog polja,

H ; - efektivna vrijednost sinusoidalne jakosti magnetskog polja.

Kompleksni Poyntingov teorem u integralnom obliku (12.39) u saZetom obliku glasi:

Spiny = Spin + P+ R IWy o ~Weyr )= 5,00 + P+ j D (12.40)

p.izv
gdje je:
S, p.izs - kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja izlazi iz volumena V,
P - radna elektromagnetska snaga u razmatranom volumenu V,

Win.sr - stednja vrijednost energije pohranjene u magnetskom polju,

W

o.sr - ST€dNja vrijednost energije pohranjene u elektricnom polju,

Q - jalova elektromagnetska snaga u razmatranom volumenu V,
o — kruzna frekvencija sinusoidalnog elektromagnetskog polja.

Prema izrazima (12.39) i (12.40), kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja izlazi iz
volumena V opisana je izrazom:

Spin =§ L S (12.41)
S

dok je radna elektromagnetska snaga P jednaka srednjoj snazi Jouleovih gubitaka unutar linearnog i
izotropnog vodljivog sredstva:

. 15
P=P,, = [EJ W@V =[xE; @V Z?Ejpg [t (12.42)
\% \%4 0

gdje je p, trenutna snaga Jouleovih gubitaka unutar linearnog i izotropnog vodljivog sredstva:

T
Py =jK (E>Q@V ; EX =%qE2mz (12.43)
|4 0
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gdje je E trenutna vrijednost sinusoidalne jakosti elektricnog polja.

Prema izrazima (12.39) i (12.40), srednja vrijednost energije pohranjene u magnetskom polju unutar
volumena V opisana je izrazom:

T
Wm,sr :%EJ‘E Dilj v :%q/«lmgf v :% qu Ldlt (12.44)
\%4 \4 0

gdje je W, trenutna vrijednost energije pohranjene u magnetskom polju unutar linearnog i izotropnog
sredstva:

W, =lqym2wv (12.45)
2 \4

gdje je H trenutna vrijednost sinusoidalne jakosti magnetskog polja.

Prema izrazima (12.39) i (12.40), srednja vrijednost energije pohranjene u elektricnom polju unutar
volumena V opisana je izrazom:

T
Wey :%qﬁnjumv: e uzv:%qwe it (12.46)
\4 \%4 0

N | =

gdje je W, trenutna vrijednost energije pohranjene u elektricnom polju unutar linearnog i izotropnog
sredstva:

W, :% Eje (E @V (12.47)
\%

gdje je E trenutna vrijednost sinusoidalne jakosti elektricnog polja.

Prema izrazima (12.39) i (12.40), jalova elektromagnetska snaga unutar volumena V opisana je
izrazom:

0=w2lW,  ~ W,y ) (12.48)

Kompleksni Poyntingov teorem u integralnom obliku u mirujuéem vodljivom linearnom i
izotropnom sredstvu, opisan izrazom (12.40), moZe se napisati i u sljede¢em obliku:

Spin *Spu =S, =P+j0Q ; S,,=-F

p.izv p.u

(12.49)

p,ul p.izl

gdje je:
S, p,ul - kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja ulazi u volumen V,
Ep - ukupna kompleksna prividna elektromagnetska snaga koju volumen V dobiva
iz nezavisnih izvora unutar volumena V i iz okolnog prostora.

1z izraza (12.49) slijedi da za sinusoidalno elektromagnetsko polje u miruju¢em vodljivom linearnom
i izotropnom sredstvu vrijedi da je ukupna kompleksna prividna elektromagnetska snaga koju volumen
V dobiva od nezavisnog izvora koji se nalazi unutar volumena V i iz okolnog prostora kroz plohu S
jednaka zbroju radne elektromagnetske snaga P koja se tro§i unutar volumena V i jalove
elektromagnetske snaga Q unutar volumena V.

12.4. Kompleksna prividna snaga u sinusoidalnim strujnim krugovima

Kompleksni Poyntingov teorem (12.49) vrijedi i za sinusoidalne linearne strujne krugove. Neka je
zadan serijski spoj otpornika otpora R, zavojnice induktiviteta L i kondenzatora kapaciteta C (Slika
12.1). Neka je na ovaj serijski RLC spoj narinut sinusoidalni elektri¢ni napon u kruzne frekvencije « te
neka kroz njega tece sinusoidalna elektri¢na struja i. U tom je slu€aju trenutna snaga p opisana izrazom:
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p=ull (12.50)

Sukladno kompleksnom Poyntingovom teoremu (12.49), u fazorskom je podru¢ju kompleksna
prividna snaga opisana sljede¢im izrazom:
S =U0"=Z0%= P+ jRlW, - W.,) (12.51)
gdje je:

U - fazor (uzduznog) elektriénog napona,

I - fazor elektri¢ne struje,

I =I; - modul fazora elektri¢ne struje; efektivna vrijednost sinusoidalne
elektri¢ne struje,

Z - kompleksna impedancija serijskog RLC spoja,
Win.sr - stednja vrijednost energije pohranjene u magnetskom polju zavojnice,

W, & - srednja vrijednost energije pohranjene u elektri¢nom polju kondenzatora.
- c
7 R L
i
U

Slika 12.1. Serijski RLC spoj napajan sinusoidalnom elektricnom strujom

Srednja vrijednost energije pohranjene u magnetskom polju zavojnice opisana je izrazom:

La? 1k 1 AL
Winse == _?ngm Dtit—;[z‘; S (12.52)
gdje je trenutna vrijednost energije pohranjene u magnetskom polju zavojnice, protjecane sinusoidalnom

elektri¢nom strujom i, opisana izrazom:

LG*
W, = 2 (12.53)
Srednja vrijednost energije pohranjene u elektri¢cnom polju kondenzatora opisana je izrazom:
2 T T 2
w,o=2 - lije it =L o L gy (12.54)
" 2C T T 2lC

gdje je Q. efektivna vrijednost sinusoidalnog naboja elektri¢cnog kondenzatora, dok je g, trenutna
vrijednost naboja elektri¢nog kondenzatora.

Iz definicije jakosti elektricne struje i=dq/dt u vremenskom podrudju, slijedi da u fazorskom
podrucju vrijedi da je:
P10 _idv_
j —jlw o W
Ako se izraz (12.55) u uvrsti u izraz (12.54), dobije se novi izraz za srednju vrijednost energije
pohranjene u elektri¢nom polju kondenzatora:

07 =0, 0. = (12.55)

12
We,sr -
20 [©

Ako se izrazi (12.52) 1 (12.56) uvrste u izraz (12.51), dobije se sljedeci izraz za kompleksnu prividnu
snagu serijskog RLC spoja:

(12.56)
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S,=20° = 12De+j[€aﬂ— Ljuz (12.57)
wlC
gdje je radna snaga RLC spoja opisana izrazom:

P=I*[R (12.58)

1z izraza (12.57) slijedi da je kompleksna impedancija serijskog RLC spoja:

1
=R+ jUwll- — |=R+jUX; - X 12.59
J[é a)ﬂi‘j J[ﬂ L c) ( )
gdje je:
X, =wlL (12.60)

induktivni otpor ili induktivna reaktancija, dok je:

1
Xp=— 12.61
¢ w ( )

kapacitivni otpor ili kapacitivna reaktancija.

Dakle, iz izraza za kompleksnu prividnu snagu (12.51), za serijski RLC spoj, dobiven je izraz (12.59),
a to je op¢epoznati izraz za kompleksnu impedanciju serijskog RLC spoja.

12.5. Prijenos elektromagnetske energije od izvora do trosila

Neka su izvor i troSilo povezani dvoZzi¢nim supravodljivim vodom (Slika 12.2). Unutar supravodica
nema polja pa time ni elektromagnetske energije. Energija se prenosi okolnim prostorom od izvora
prema troSilu. Neka je okolni prostor savrSeni dielektrik. Ako se zanemare pomacne elektrine struje,
onda ista pravila vrijede i za vremenski konstantni i za vremenski promjenjivi naponski izvor.

] —

Trosilo I:I

/\\4-
\/
)
<
o
=
I}

, VF ,.
b R
_>l’1

Slika 12.3. Dio elektromagnetske energije koji ulazi u vodic¢ konacne vodljivosti
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Ako su izvor i troSilo povezani dvoZi€nim vodom konaéne vodljivosti, tada osim normalne
(poprecne) komponente jakosti elektricnog polja koja osigurava prijenos elektri¢ne energije okolnim
dielektrikom od izvora do troSila postoji i tangencijalna (uzduzna) komponenta jakosti elektricnog polja
koja daje komponentu Poyntingovog vektora koja je okomita na vanjsku plohu vodi¢a i ulazi u vodi¢
(Slika 12.3). Ona stvara Jouleove gubitke i energiju pohranjenu u elektromagnetskom polju unutar
vodica.

U dobrim je vodi¢ima pohranjena elektri¢na energija zanemarivog iznosa, a ni pohranjena magnetska
energija nema znacajan iznos u odnosu na Jouleove gubitke. Dakle, elektri¢na se energija od izvora do
troSila prenosi okolnim izolatorom (dielektrikom), a vodi€i u kojima se stvaraju Jouleovi gubici i
pohranjuje mala koli¢ina elektromagnetske energije sluZe samo za usmjeravanje energije od izvora
prema trosilu.

Pomacna elektri¢na struja postoji u slucaju vremenski promjenjivog naponskog izvora i ona stvara
tzv. jalovu elektricnu energiju koja se pohranjuje u dielektriku. Ako je dielektrik nesavrSen, onda
popre€na struja ima i radnu komponentu koja stvara toplinske gubitke u tom dielektriku.

12.6. Punjenje i praZznjenje plocastog elektri¢nog kondenzatora

Punjenje elektricnog kondenzatora prikazano je na Slici 12.4. Kod punjenja elektri¢nog
kondenzatora, elektri¢na energija struji iz okolnog prostora u dielektrik izmedu obloga elektricnog
kondenzatora. PraZnjenje elektricnog kondenzatora prikazano je na Slici 12.5. Kod praznjenja
elektricnog kondenzatora, elektricna energija struji iz dielektrika izmedu obloga elektri¢nog
kondenzatora u okolni prostor.

b
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i

Slika 12.4. Punjenje plocastog elektricnog kondenzatora

A~
+ + £ + + + +
[

Slika 12.5. PraZnjenje plocastog elektricnog kondenzatora

Tijekom punjenja i praZnjenja elektriénog kondenzatora, smjer jakosti elektriénog polja ovisi o
polaritetu elektri¢nog naboja na oblogama elektri¢nog kondenzatora, dok smjer jakosti magnetskog
polja ovisi o smjeru pomacne elektricne struje koja te¢e kroz dielektrik izmedu obloga elektri¢nog
kondenzatora.
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13. RAZVRSTAVANJE ELEKTROMAGNETSKIH POLJA S OBZIROM NA BRZINU
VREMENSKE PROMJENE

U literaturi su elektromagnetska polja razvrstana na razlicite nacine. Neka se elektromagnetska polja
s obzirom na brzinu vremenske promjene mogu podijeliti na:

* staticka polja (elektrostati¢ka, magnetostati¢ka i stacionarna strujna),

 kvazistaticka polja (elektrokvazistaticka, magnetokvazistaticka i potpunokvazistaticka),
* magnetodinamicka polja,

* hibridna ili Darwinova polja,

* dinamicka polja.

Dinamicki problemi su elektromagnetski problemi koji su opisani potpunim sustavom Maxwellovih
jednadzbi, bez uvodenja zanemarenja. Hibridno ili Darwinovo elektromagnetsko polje dobije se iz
Maxwellovih jednadZzbi uz djelomi¢no zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja.

Kvazistaticki elektromagnetski problemi su dinamicki elektromagnetski problemi koji se mogu
rjeSavati kao staticki, a da se pritom ne €ini velika numeri¢ka greska. Pritom treba voditi racuna o
cjelokupnom razmatranom podrucju u kojem se nalazi elektromagnetsko polje. Ako je razmatrano
podrucje neograniceno, tada su uvjeti kvazistati¢nosti najstrozi.

VaZno je definirati kriterij kvazistati¢nosti u neograni¢enom podrucju. Neka su kvazistaticka
elektromagnetska polja ona polja koja su poput statickih polja opisana Poissonovim diferencijalnim
Jjednadzbama Lorenzovih potencijala. RjeSenja Poissonovih diferencijalnih jednadzbi su nepriguseni
nezakaSnjeli Lorenzovi potencijali, tj. promjene u polju pojavljuju se istog trenutka u svim tockama
neogranicenog prostora.

Ako je razmatrano podrucje u kojem se nalazi elektromagnetsko polje ograni¢eno, onda se poremecaj
u bilo kojoj to¢ki razmatranog podrucja mora gotovo istovremeno osjetiti u svim to¢kama razmatranog
prostora da bi bio zadovoljen uvjet kvazistati¢nosti.

U literaturi se elektromagnetsko polje u dobrim vodi¢ima opisano difuzijskim jednadZbama
potencijala (9.32) i (9.33) ponekad naziva kvazistatiCkim poljem. Medutim, takvo polje ne zadovoljava
uvedenu definiciju kvazistati€nosti u neogranicenom podrucju. Difuzijske jednadZbe Lorenzovih
potencijala dobivene su iz Maxwellovih diferencijalnih jednadZbi uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih
struja, a takvo zanemarenje samo u savrSenom dielektriku daje kvazistati¢ko polje opisano Poissonovim
diferencijalnim jednadzbama Lorenzovih potencijala.

U literaturi se elektromagnetsko polje u dobrim vodi¢ima opisano difuzijskim jednadZbama
Lorenzovih potencijala naziva i magnetodinamickim poljem, a to je naziv koji je usvojen i u ovom
udzbeniku. U magnetodinamic¢kom se sinusoidalnom polju potencijali u fazorskom podrucju prigusuju
i fazno zakrecu, a Sto je frekvencija sinusoidalnog polja veca to je i gusenje kao i fazno zakretanje vece.
Fazno zakretanje u fazorskom podrucju izaziva kasnjenje u vremenskom podrucju.
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14. ELEKTROSTATICKO POLJE

Staticko elektri¢no polje ili krace elektrostaticko polje jest polje koje u savrSenom dielektriku
stvaraju mirujuci elektriéni naboji. Diferencijalne jednadZbe elektrostatickog polja slijede iz
Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi za mirujuéi savrSeni dielektrik (6.22) - (6.25), uz uvazavanje
¢injenice da u ovom slucaju ne postoji magnetsko polje te da su vremenske derivacije elektromagnetskih
veli¢ina jednake nuli.

Iz Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi (6.23) i (6.24) lako se dobiju diferencijalne jednadzbe
elektrostatickog polja, koje glase:

OxE=0 (14.1)

OD=p,=p (14.2)

gdje se u elektrostatici, radi jednostavnosti, simbol p koristi za volumnu gustocu elektri¢nog naboja
nezavisnog izvora.

Iz Maxwellovih integralnih jednadZzbi u miruju¢em savrSenom dielektriku (6.73) i (6.74) lako se
dobiju jednadzbe elektrostati€kog polja u integralnom obliku, koje glase:

§E 7 =0 (14.3)
K

ffﬁms‘: jpmv:Q0b (14.4)
S |4

gdje je Q., naboj unutar razmatranog volumena V, odnosno naboj obuhvaéen zatvorenom plohom
S =0V koja omeduje volumen V. Izrazima (14.2) i (14.4) opisan je Gaussov zakon za elektrostaticko
polje u diferencijalnom i integralnom obliku.

1z izraza (9.4) slijedi da se jakost elektriCnog polja, koje je potencijalno ili konzervativno, moze
izraziti pomoc¢u negativnog gradijenta skalarnog elektricnog potencijala:

E=-0O¢=-grad ¢ (14.5)

Prema izrazu (9.19), u miruju¢em savrSenom LIH dielektriku raspodjela potencijala opisana je
Poissonovom diferencijalnom jednadZzbom:

A¢ :—&:—B s O EP (14.6)
£ £

a za savrSeni LIH dielektrik, prema (3.1), vrijedi jednadzba grade:
D=¢,k [E=¢(E (14.7)

gdje je ¢ dielektrinost sredstva, &, dielektricnost vakuuma, dok je &, relativna dielektri¢nost sredstva.

Opce rjeSenje Poissonove diferencijalne jednadzbe jednako je zbroju opceg rjeSenja Laplaceove
diferencijalne jednadzbe (homogene Poissonove diferencijalne jednadzbe) i partikularnog rjesenja
Poissonove diferencijalnom jednadZzbe, koje glasi:

$ = qpmv (14.8)
\%

4Tl r

gdje je r udaljenost izmedu tocke izvora i tocke promatranja.
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14.1. Skalarni elektri¢ni potencijal tockastog elektri¢nog naboja

Neka se tockasti elektri¢ni naboj Q nalazi u ishodistu sfernog koordinatnog sustava. Za njega vrijedi
da je:
0= QL) (14.9)

gdje je O(r) Diracova delta funkcija pridruZena tocki u ishodistu sfernog koordinatnog sustava.

Ako se izraz (14.9) uvrsti u izraz (14.6), dobije se Poissonova diferencijalna jednadzba za tockasti
naboj u miruju¢em savrSenom LIH dielektriku, koja glasi:

ap=-2@) (14.10)
&
a njeno partikularno rjeSenje glasi:
Q
= 14.11
/ Al ¥ ( )

gdje je r udaljenost tocke promatranja od tockastog elektricnog naboja koji se nalazi u ishodistu sfernog
koordinatnog sustava.

Izraz (14.11) opisuje raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala u neograni¢enom savrSenom LIH
dielektriku, a koji stvara tockasti elektri¢ni naboj Q. U ovom je slu¢aju raspodjela potencijala centralno
simetri¢na u odnosu na ishodiste koordinatnog sustava.

Ako se tockasti elektriCni naboj Q nalazi u tocki T, = (xs, Vs> zs) pravokutnog koordinatnog sustava
(Slika 14.1), onda Poissonova diferencijalna jednadzba glasi:

ap = -2R) ;. R=F-7 (14.12)
£
gdje je:
7 - radijus vektor tocke promatranja T = (x, Y,z ),

1, - radijus vektor tocke izvora T, = (xs, Voo zs) u kojoj se nalazi naboj Q.

Partikularno rjeSenje Poissonove diferencijalne jednadZbe (14.12) glasi:

poQ - 0
4Tl R 4DTDF[IP—73|

(14.13)

gdje je R udaljenost izmedu tocke izvora i tocke promatranja.

z/
Q
R=7F-F
3
y ) T
r
X

Slika 14.1. Tockasti elektricni naboj u pravokutnom koordinatnom sustavu
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14.2. Op¢éa integralna jednadzba skalarnog elektri¢nog potencijala

U opéem slucaju, raspored elektri¢cnog naboja moZze biti takav da ga ima u prostoru V (prostorni
elektri¢ni naboj - volumne gustoce 0), na plohi S (plosni elektri¢ni naboj - ploSne gusto¢e 0), na krivulji
K (linijski elektri¢ni naboj - linijske gustoce A) te da postoji skup tockastih naboja. Sukladno tome, opc¢a
integralna jednadzba skalarnog elektricnog potencijala glasi:

pLWV coldS  Alr KO, . _
’= 4DTD§EEI £ = +ZJ . 0=D, (14.14)

r K i=1

gdje je r udaljenost izmedu tocke izvora i tocke promatranja.
Op¢a integralna jednadzba moZze se napisati i u sljede¢em obliku:

p LV o s AUlr O
¢= 4DTDEEEJ j p +j p +§Ri] (14.15)

S K

gdje je, u ovom slucaju, R = |F - FS| udaljenost izmedu tocke izvora i tocke promatranja.

14.3. Vodi¢ u elektrostatickom polju

Vodi¢ u elektrostatickom polju ima konstantan potencijal, dok je jakost elektricnog polja unutar
vodi¢a jednaka nuli. Sav se elektricni naboj nalazi na povrsini vodica.

Ako se neutralno vodljivo tijelo (vodi¢) unese u elektri¢no polje, pod djelovanjem polja dolazi do
preraspodjele neutralnog elektricnog naboja unutar vodica (Slika 14.2). Ta se pojava zove: elektricha
influencija ili pak elektrostaticka indukcija.

Slika 14.2. Vodic u elektrostatickom polju

14.4. Coulombov zakon

Francuski fizi¢ar Charles-Augustin de Coulomb je 1875. godine eksperimentalno formulirao zakon
koji opisuje silu izmedu dva mirujuca toCkasta elektrina naboja. U svojim pokusima Coulomb je
koristio torzijsku vagu, poznatu i pod imenom torzijsko njihalo, napravu koja je mogla detektirati i
usporediti vrlo male sile. Ovaj je zakon bio jedno od vaZznih polazista Jamesu Clerku Maxwellu na
temelju kojih je razvio elektromagnetsku teoriju.

Neka se u zraku nalaze dva osamljena tockasta elektri¢na naboja Q; i O, na udaljenosti r te neka
su oba naboja pozitivna (Slika 14.3).

Fl,z 9 r 0, }_7"21
< @ ® >

Slika 14.3. Coulombova sila izmedu dva pozitivna tockasta elektricna naboja
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Po Newtonovom zakonu akcije i reakcije vrijedi da je:
Fp==F, (14.16)
gdje je:
151,2 - sila kojom elektri¢ni naboj Q, djeluje na elektri¢ni naboj @,

132,1 - sila kojom elektri¢ni naboj Q, djeluje na elektrini naboj Q,.

Fizikalna je ¢injenica da se istoimeni naboji odbijaju, dok se raznoimeni naboji privlace. I1znos sile
izmedu naboja Q; i Q, moZe se opisati izrazom:
F=F,=F,=k [—l@ (14.17)
r

gdje je k, Coulombova konstanta, koja se u zraku (vakuumu) moZe opisati izrazom:

k. = L = 80875517923010° Nin®/C? (14.18)
47lE,

koji za neki drugi savrSeni dielektrik glasi:

1 1

ke = = (14 19)
Alnls 4Alrlg, L&,
Sila koja djeluje na elektri¢ni naboj O, moZe se opisati i vektorskim izrazom:
Fyy =k, Es% 7, (14.20)
r

gdje je 7, jedini¢ni vektor usmjeren od naboja Q; prema naboju Q, (Slika 14.4).

O 5 ¥ %2 FZ,I

Slika 14.4. Vektorski zapis Coulombove sile izmedu dva istoimena tockasta naboja

Vd

Na temelju izraza (14.27) ili (14.20), lako je zakljuciti da sila izmedu dva tockasta elektri¢na naboja
ima isti oblik kao i Newtonova gravitacijska sila. Medutim, elektri¢na sila izmedu dva elektricna naboja
moZe biti privlacna ili odbojna, dok je gravitacijska sila izmedu dva tijela uvijek privlacna. Vazno je
istaknuti da je gravitacijska sila izmedu naelektriziranih Cestica u potpunosti zanemariva u odnosu na
elektri¢nu silu izmedu tih Cestica, opisanu Coulombovim zakonom. To vrijedi i za elementarne Cestice,
odnosno za protone i elektrone.

14.5. Jakost elektri¢nog polja

Umjesto da se elektricna sila razmatra kao izravna interakcija dvaju elektri¢nih naboja, uzima se da
je jedan naboj izvor elektriénog polja u okolnom prostoru, a sila koja djeluje na drugi naboj u tom
prostoru smatra se izravnom interakcijom izmedu elektri¢nog polja i drugog elektri¢nog naboja. Jakost
elektriénog polja je svojstvo prostora i u bilo kojoj tocki prostora moze se definirati kao elektri¢na ili
Coulombova sila koja djeluje na jedini¢ni pozitivni elektri¢ni naboj u toj tocki:

- _F
E=— 14.21
0, (14.21)

gdje je:
F - elektri¢na ili Coulombova sila na jedini¢ni probni elektri¢ni naboj,

E - vektor jakosti elektri¢nog polja,
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Q, =1C - jedini¢ni probni elektri¢ni naboj.

Jakost elektricnog polja moZe se definirati i na sljede¢i nacin:

E=tlim© (14.22)
q9-0q
gdje je g probni tockasti elektri¢ni naboj.
Elektrostaticko se polje graficki zorno prikazuje pomocu elektri¢nih silnica (linija elektricnog polja),
a to su usmjerene zamisljene krivulje u smjeru kojih djeluje elektri¢na sila na pozitivni tockasti naboj.
Vektor jakosti elektri¢nog polja je u odnosu na njih tangencijalan. Elektri¢ne silnice izlaze iz pozitivnih
elektri¢nih naboja, a zavr§avaju na negativnim elektriénim nabojima te svojim oblikom opisuju smjer
elektri€énog polja u razmatranom dijelu prostora (Slike 14.5 - 14.7).

Slika 14.5. Silnice pozitivnog i negativnog osamljenog tockastog elektricnog naboja u neogranicenom
savrSenom dielektriku

Slika 14.6. Silnice dvaju raznoimenih tockastih elektricnih naboja istog iznosa

Slika 14.7. Silnice dvaju jednakih pozitivnih tockastih elektricnih naboja
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14.6. Izracun jakosti elektri¢nog polja pomoc¢u Gaussovog zakona
Gaussov zakon u integralnom obliku za elektrostaticko polje opisan je izrazom (14.4). U
jednostavnim slucajevima kada postoji centralna, osna ili ravninska simetrija, pomocéu Gaussovog

zakona mogu se dobiti izrazi za jakost elektri¢nog polje.

14.6.1. Jakost elektricnog polja osamljenog toc¢kastog elektri¢nog naboja

Neka se osamljeni tockasti elektri¢ni naboj nalazi u neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku
dielektri¢nosti €.

VL
D
o
S~

Slika 14.8. Osamljeni pozitivni tockasti elektricni naboj iznosa q i kuglina ploha S
U ovom slucaju postoji centralna simetrija, Sto znaci da je na kuglinoj plohi S (Slika 14.8), ¢ije je

sredisSte tocka u kojoj se nalazi elektri¢ni naboj +¢, vektor elektricnog pomaka okomit na zatvorenu
plohu §'i ima konstantan iznos. U ovom posebnom slu¢aju, Gaussov zakon, opisan izrazom (14.4), glasi:

§DLES=D5=¢E5 =0, =q (14.23)
S

odakle slijedi da je jakost elektri¢nog polja u tocki koja je za r udaljena od naboja g:

E=-1. =2 _ =L (14.24)
e 4wzl r

gdje je:
S = 4017 (14.25)

povrsina kugline plohe (oplosje kugle).
Izraz (14.24) moZe se dobiti iz Coulombovog zakona opisanog izrazom (14.20) ako se u njega uvrsti:

0, -q : Q -1C ; F,-E (14.26)

odakle slijedi vektorski izraz za jakost elektricnog polja osamljenog to¢kastog naboja:

g%g: = 9 5 (14.27)

gdje je r, jedinicni vektor definiran zrakama koje izlaze iz tocke u kojoj se nalazi elektri¢ni naboj ¢,
usmjeren od elektri¢nog naboja g prema beskonacnosti.
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14.6.2. Jakost elektri¢nog polja osamljene vodljive kugle

Neka se osamljena vodljiva kugla, polumjera R, naelektrizirana pozitivnim elektri¢nim nabojem Q,
nalazi u neograni¢enom savr§enom LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢ (Slika 14.9).

""\c |

“

Slika 14.9. Osamljena vodljiva kugla u neogranicenom savrSenom LIH dielektriku

Sav se elektri¢ni naboj Q koji se nalazi na kugli, zbog djelovanja elektri¢ne sile, nalazi na samoj
povrsini kugle i jednoliko je rasporeden. I u ovom slucaju postoji centralna simetrija u odnosu na srediSte
vodljive kugle. U ovom posebnom slu¢aju, Gaussov zakon, opisan izrazom (14.4), glasi:

L 0 za r<R
§DLEUS=DF=cE5 =0y, = (14.28)
S QO zar>R

odakle slijedi da je unutar vodljive kugle:

E=0 ; r<R (14.29)

dok je izvan vodljive kugle jakost elektricnog polja, uz uvazavanje smjera polja, opisana vektorskim
izrazom:

E=klm=—2 G ; r>R (14.30)
r AT

gdje je r, jedini¢ni vektor definiran zrakama koje izlaze iz sredista vodljive kugle, usmjeren od sredista
kugle prema beskonacnosti.

Prema izrazima (14.28) i (14.30), unutar vodljive kugle jakost elektricnog polja jednaka je nuli, a
izvan vodljive kugle jakost elektricnog polja ja ista kao u slucaju osamljenog tockastog elektricnog
naboja Q koji se nalazi u tocki u kojoj je srediste vodljive kugle.

14.6.3. Jakost elektri¢nog polja beskona¢no dugog pravocrtnog vodic¢a

Neka se beskonacno dugi pravocrtni vodi¢ naelektriziran pozitivnim nabojem konstantne linijske
gustoée A, nalazi u neograniCenom savrSenom LIH dielektriku dielektricnosti ¢ (Slika 14.10). Iz
uvedenih pretpostavki slijedi da:

* postoji osna simetrija,

 vektor elektricnog pomaka ima konstantan iznos po plastu zamisSljenog suosnog cilindra po kojem
se integrira,

» vektor elektri¢nog pomaka okomit je na vodi€ i leZi u bazama suosnog cilindra.
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Slika 14.10. Beskonacno dugi pravocrtni vodic¢ u neogranicenom savrsenom LIH dielektriku
naelektriziran nabojem linijske gustoce 1

U ovom posebnom slu¢aju, Gaussov zakon, opisan izrazom (14.4), za zamisljeni suosni cilindar glasi:

§Dm§=pm&mm=emm&mw=%bw\[h (14.31)
S

gdje je E jakost elektri¢nog polja na plaStu zamisljenog suosnog cilindra. Vazno je istaknuti da je
elektri¢ni tok kroz baze zamisljenog suosnog cilindra jednak nuli.

Iz izraza (14.31) slijedi da je jakost elektricnog polja u tocki koja je za r udaljena od beskona¢no
dugog pravocrtnog vodic¢a opisana izrazom:

E=p =" _ (14.32)
20rlE e
pa vektorski izraz za jakost elektri¢nog polja u cilindri¢nom koordinatnom sustavu glasi:
— A
E=—F"—13, (14.33)
2UrlE

gdje je e, jedini¢ni vektor cilindricnog koordinatnog sustav u kojem beskona¢no dugi pravocrtni vodi¢
leZi na osi z.

14.6.4. Jakost elektricnog polja beskona¢no dugog pravocrtnog vodljivog cilindra

Neka se beskonacno dugi pravocrtni vodljivi cilindar, polumjera R, naelektriziran pozitivnim
nabojem konstantne linijske gustoée A, nalazi u neogranicenom savrSenom LIH dielektriku
dielektricnosti ¢ (Slika 14.11). Pritom cilindar moZe biti puni ili pak Suplji jer to ne utjece na raspodjelu
jakosti elektri€énog polja u razmatranom neograni¢enom prostoru.

Na temelju prethodnih razmatranja u primjerima 14.6.2 i 14.6.3, lako je zakljuliti da je unutar
vodljivog cilindra:

E=0 ; r<R (14.34)
dok je izvan cilindra jakost elektri¢nog polja, uz uvazavanje smjera polja, opisana vektorskim izrazom

(14.33) koji vrijedi i za beskonacno dugi pravocrtni vodi¢ naelektriziran nabojem konstantne linijske
gustoce 4.

66



)

+ ' +
S| 4| A=konst
+
+ ! +
g |
+ I +
I
+ ! +
+ : +
I -
I >
2 j +
+ : 4
[
+ : R +
—
+ 1 +
I
+ : +
TSSOR
P

(.

Slika 14.11. Beskonacno dugi pravocrtni vodljivi cilindar u neogranicenom savrsenom LIH dielektriku
naelektriziran nabojem linijske gustoce 4

14.6.5. Jakost elektri¢nog polja jednoliko naelektrizirane ravnine

Neka se ravnina, naelektrizirana pozitivhim nabojem konstantne ploSne gustoe o, nalazi u
neogranicenom savrSenom LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢ (Slika 14.12). Neka je o ploSna gustoca
elektri¢nog naboja s obje strane ravnine.

#+ o = Kkonst.
e T
"
"
o
++
+H+
H+ <
D H V2R
— g g —
S H+ —
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1
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Slika 14.12. Ravnina u neogranicenom savrsenom LIH dielektriku naelektrizirana nabojem plosSne
gustoce o

U ovom slucaju postoji ravninska simetrija, §to znaci da je vektor elektricnog pomaka okomit na
ravninu. U ovom posebnom slu¢aju, Gaussov zakon, opisan izrazom (14.4), za zamiSljeni integracijski
cilindar, kojemu su baze paralelne ravnini, glasi:

§DTUS =D 2 By =6 R Bype = Qo = 0 B (14.35)
S

gdje je S;,,. povrSina baze zamiSljenog integracijskog cilindra. Elektri¢ni tok kroz plast zamiSljenog
integracojskog cilindra jednak je nuli.
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1z izraza (14.35) slijedi da je jakost elektricnog polja koju stvara plo$ni elektri¢ni naboj na ravnini
opisan sljede¢im izrazom:

E=—2 —konst. (14.36)
2

Dakle, jakost elektri¢nog polja u cijelom prostoru ima konstantan iznos, a vektor jakosti elektri¢nog
polja okomit je na ravninu i usmjeren je od ravnine prema beskona¢nosti.

Izraz (14.36) koji opisuje jakost elektri¢nog polja naelektrizirane ravnine, kao i izraz (14.32) koji
opisuje jakost elektricnog polja naelektriziranog beskona¢no dugog pravocrtnog vodica, mogu se lako
dobiti integracijom po izvoru. Pritom je vaZna €injenica da se, u oba slucaja, unaprijed zna smjer jakosti
elektri¢nog polja pa se integral vektorske funkcije moze preinaciti u integral skalarne funkcije. Ustvari,
integrira se komponenta jakosti elektricnog polja tockastog naboja. Integracijom po izvoru moze se
dobiti i izraz za jakost elektriénog polja naelektrizirane vodljive kugle (14.30), ali je to neSto sloZeniji
nacin rjeSavanja ovog problema.

Ako su dvije paralelne ravnine naelektrizirane istoimenim nabojem konstantne plo$ne gustoce o,
onda je jakost elektri¢nog polja izmedu ravnina jednaka nuli (Slika 14.13). Medutim, ako su dvije
paralelne ravnine naelektrizirane raznoimenim nabojem konstantne plo$ne gustoce, onda je jakost
elektriénog polja izvan ravnina jednaka nuli (Slika 14.14). Naime, u oba slu€aja vrijedi zakon
superpozicije.

+ O + O
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& &

Slika 14.13. Dvije ravnine u neogranicenom savrsenom LIH dielektriku naelektrizirane istoimenim
nabojem konstantne plosne gustoce o

+ O — O
& & &
E
~—>
E=0 E=-Z E=0
&

Slika 14.14. Dvije ravnine u neogranicenom savrsenom LIH dielektriku naelektrizirane raznoimenim
nabojem konstantne plosne gustoce
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14.7. Elektri¢ni napon i skalarni elektri¢ni potencijal
1z izraza (14.5) koji povezuje jakost elektriénog polja i skalarni elektri¢ni potencijal i glasi:

E=-0O¢=-grad ¢ (14.37)
slijedi da je:
¢ =- _[EBZZ+C (14.38)

Za skalarni elektri¢ni potencijal moZe se proizvoljno izabrati referentna tocka P u kojoj je skalarni
elektri¢ni potencijal jednak nuli:

gp =0V (14.39)

pa iz izraza (14.38) slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal tocke A opisan izrazom:
A P
Az—jEmiszmi (14.40)

gdje se po bilo kojoj integracijskoj krivulji moZe integrirati od tocke A do tocke P, pa se kaZze da je
skalarni elektri¢ni potencijal neovisan o putu integracije.

Elektricni napon izmedu tocaka A i B jednak je radu koji izvrsi elektricna sila pri premjestanju
Jedini¢nog pozitivnog naboja Q, =1C iz tocke A u tocku B:

B B B
Ung = [F, @7 =[Q,EGU = [ETl (14.41)
A A A

Ova definicija elektri¢nog napona vrijedi u opéem slucaju, $to znac¢i da ona vrijedi i za vremenski
promjenjivo elektromagnetsko polje. U vremenski promjenjivom elektromagnetskom polju elektri¢ni
napon nije jednoznacan, odnosno on ovisi o putu integracije od tocke A do tocke B. U slucaju
elektrostatickog polja, elektri¢ni napon je jednoznacan i moZze se opisati sljede¢im izrazom:

B P
=jEW=jEW+
A A

Dakle, u elektrostatickom polju elektri¢ni napon izmedu bilo kojih dviju tocaka jednak je razlici
skalarnih elektri¢nih potencijala tih to¢aka. Sukladno tome, moZe se reci i da je u elektrostatickom polju
potencijal tocke jednak elektri¢nom naponu izmedu te tocke i referentne tocke:

N —>

P P
EW/ = [EWF ~ [EZ = ¢, ~ g (14.42)
A B

P
B =Unp = [ELU7 (14.43)
A

14.7.1. Skalarni elektri¢ni potencijal osamljenog tockastog elektriénog naboja

Neka se osamljeni tockasti naboj ¢ nalazi u neogranicenom savrSenom LIH dielektriku
dielektricnosti ¢ (Slika 14.8). Uz pretpostavku da je skalarni elektri¢ni potencijal u beskonac¢nosti jednak
nuli, integracijom jakosti elektricnog polja od proizvoljne tocke A do beskonacnosti, prema izrazu
(14.40), dobije se da je raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u LIH dielektriku opisana izrazom:

p=¢,= |EWI =

lr = (14.44)

» —
\'—-.8

T
4DTQ‘ T 2 4DTBDr

gdje je jakost elektri¢nog polja osamljenog tockastog naboja g opisana izrazom (14.27), dok je r
udaljenost tocke A od tocke u kojoj se nalazi naboj ¢, odnosno od sredista sfernog koordinatnog sustava.
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14.7.2. Skalarni elektri¢ni potencijal osamljene vodljive kugle

Neka se osamljena vodljiva kugla polumjera R, naelektrizirana nabojem Q nalazi u neograni¢enom
savrSenom LIH dielektriku dielektricnosti ¢ (Slika 14.9). Uz pretpostavku da je skalarni elektri¢ni
potencijal u beskonacnosti jednak nuli, integracijom jakosti elektriénog polja od proizvoljne tocke A do
beskonacnosti, prema izrazu (14.40), dobije se da je raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala unutar
vodljive kugle i u LIH dielektriku opisana izrazima:

P_. R Q oodr Q
= Er OLdr + — = ——— ; r<R 14.45
P=05= { ! r4m&iﬂ stmER (1445
R_. - Q oodr Q
¢=¢A=£Eﬂi =mq‘r—2=m ; r=2R (1446)

gdje je jakost elektri€énog polja opisana izrazima (14.29) i (14.30), dok je r udaljenost tocke A od srediSta
vodljive kugle, odnosno od sredista sfernog koordinatnog sustava.

Dakle, skalarni elektri¢ni potencijal unutar vodljive kugle je konstantan i jednak je potencijalu na
rubu kugle, a izvan kugle opada s porastom udaljenosti tocke A od sredista kugle.

14.7.3. Skalarni elektricni potencijal beskonano dugog pravocrtnog vodica

Neka se osamljeni beskonacno dugi pravocrtni vodi¢ naelektriziran nabojem konstantne linijske
gustoce A nalazi u neogranicenom savrSenom LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢ (Slika 14.10). Uz
pretpostavku da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli za r = ro, integracijom jakosti elektri¢nog
polja od proizvoljne tocke A do kruZnice r = ro, prema izrazu (14.40), dobije se da je raspodjela
skalarnog elektri¢nog potencijala u LIH dielektriku opisana izrazom:

b=0 J fdr _ A qr (14.47)

T 27E 7,

gdje je jakost elektricnog polja opisana izrazom (14.33), dok je r najkraca udaljenost tocke A od
beskona¢no dugog pravocrtnog vodica.

Iz izraza (14.47) lako je zakljuciti da se u slu€aju beskonacno dugog pravocrtnog vodica ne moze
pretpostaviti da je referentna tocka u beskonacnosti jer bi tada skalarni elektri¢ni potencijal u
cjelokupnom prostoru bio beskonacan. Ovakvi se nefizikalni primjeri, koji se ne pojavljuju u stvarnosti,
nazivaju akademskim primjerima.

14.7.4. Skalarni elektri¢ni potencijal beskona¢no dugog vodljivog cilindra

Neka se osamljeni beskona¢no dugi pravocrtni vodljivi cilindar polumjera R naelektriziran nabojem
konstantne linijske gustoce A nalazi u neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku dielektricnosti ¢ (Slika
14.11), Uz pretpostavku da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli za r = ry, integracijom jakosti
elektri¢nog polja od proizvoljne tocke A do kruZnice r = ro, prema izrazu (14.40), dobije se da je
raspodjela skalarnog elektricnog potencijala unutar vodljivog cilindra i u LIH dielektriku opisana
izrazima:

£, R A dr A R
¢=¢A=IEEM=IOEﬁ+ = = On— ; r<R (14.48)
/ g 27l 2TE p
- A bdr A r
p=¢,= [EI = = = On— ; r=R (14.49)
| 2 Yy 2ME g

gdje je jakost elektricnog polja opisana izrazima (14.33) i (14.34), dok je r najkraca udaljenost tocke A
od osi beskonacno dugog vodljivog cilindra.
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14.7.5. Skalarni elektri¢ni potencijal naelektrizirane ravnine

Neka se ravnina naelektrizirana nabojem konstantne plosSne gustoe o, nalazi u neograni¢enom
savrSenom LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢ (Slika 14.12). Uz pretpostavku da je skalarni elektri¢ni
potencijal jednak nuli za x = xo i x = -xo, integracijom jakosti elektri¢cnog polja od proizvoljne tocke A
do referentne tocke, prema izrazu (14.40), dobije se da je raspodjela skalarnog elektricnog potencijala
opisana izrazom:

P Xg
¢=¢A:{EW:FWF%EQXMXD (14.50)

gdje je jakost elektricnog polja opisana izrazom (14.36), dok je x najkraca udaljenost tocke A od
naelektrizirane ravnine.

Plohe na kojima je skalarni elektri¢ni potencijal konstantan nazivaju se ekvipotencijalnim plohama,
a u 2D grafickom prikazu elektrostatiCkog polja postoje krivulje na kojima je skalarni elektrini
potencijal konstantan, a koje se nazivaju ekvipotencijalnim linijama. U elektrostatickom polju, silnice
su okomite na ekvipotencijalne plohe, Sto znaci da su u 2D grafickom prikazu elektrostatickog polja
ekvipotencijalne linije i silnice medusobno okomite. Za ilustraciju, na Slici 14.15 prikazane su
ekvipotencijalne linije i silnice dvaju raznoimenih tockastih elektri¢nih naboja istog iznosa.

+q -q

Slika 14.15. Ekvipotencijalne linije i silnice dvaju raznoimenih naboja istog iznosa

14.8. Kapacitet vodljivog tijela

Neka se osamljeno vodljivo tijelo naelektrizirano pozitivnim nabojem Q nalazi u neograni¢enom
savrSenom LIH dielektriku dielektriCnosti ¢ te neka mu je potencijal @ = @y, (Slika 14.16).

Slika 14.16. Naelektrizirano osamljeno vodljivo tijelo u savrsenom LIH dielektriku

U neograni¢enom LIH dielektriku potencijal vodljivog tijela proporcionalan je ukupnom elektri¢nom
naboju Q na vodljivom tijelu pa vrijedi da je:

0 =CWyenn (14.51)
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gdje je C kapacitet vodljivog tijela. Jedinica za kapacitet je farad (F = C/V). U LIH dielektriku kapacitet
vodljivog tijela je funkcija geometrije i dielektri¢nosti sredstva te ne ovisi ni o elektricnom naboju ni o
skalarnom elektricnom potencijalu vodljivog tijela.

Neka se osamljena vodljiva kugla polumjera R, naelektrizirana nabojem Q nalazi u neograni¢enom
savrSenom LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢ (Slika 14.9). Potencijal kugle opisan je izrazom (14.45),
odakle slijedi da je:

__ 0 _0
¢kugle - ATE[R C (14.52)

Sto znaci da je kapacitet osamljene vodljive kugle u neogranicenom LIH dielektriku opisan izrazom:
C=4r¥R (14.53)

Dakle, kapacitet osamljene vodljive kugle je funkcija polumjera kugle R i dielektri¢nosti sredstva &
te ne ovisi ni o naboju ni o potencijalu vodljive kugle.

14.9. Kapacitet elektri¢nog kondenzatora

Elektricni kondenzator je sastavnica elektrinog strujnog kruga koja sluzi za pohranu elektri¢ne
energije. Tvore ga dvije vodljive obloge (elektrode) izmedu kojih se nalazi dielektrik. Ako se pretpostavi
da je dielektrik savrSen (potpuno nevodljiv), onda se moZe govoriti i o savr§enom kondenzatoru.

Neka elektri¢ni kondenzator tvore dvije vodljive obloge A i B naelektrizirane raznoimenim nabojima
istog iznosa, izmedu kojih se nalazi savrseni LIH dielektrik dielektri¢nosti € (Slika 14.17).

Ako je dielektrik izmedu obloga elektricnog kondenzatora linearan, onda je napon izmedu obloga
elektri¢nog kondenzatora proporcionalan naboju na oblogama kondenzatora pa vrijedi da je:

0=CW 5 =CUp, - d3) (14.54)

gdje je C kapacitet elektricnog kondenzatora koji ovisi o obliku obloga, izvedbi obloga, medusobnoj
udaljenosti obloga i dielektri¢nosti okolnog sredstva.

Slika 14.17. Elektricni kondenzator

14.9.1. Kapacitet plo€astog elektri¢nog kondenzatora

Neka plocasti elektri¢ni kondenzator tvore dvije vodljive paralelne ploce iste povrSine S, udaljene za
d, te neka je izmedu njih LIH savrSeni dielektrik dielektri¢nosti ¢ (Slika 14.18).

Opcepoznati izraz za kapacitet plocastog elektricnog kondenzatora dobije se uz zanemarenje rubnih
efekata, a to znaci da se uzima da izmedu obloga elektri¢nog kondenzatora postoji homogeno elektricno
polje. Ustvari, plocasti elektricni kondenzator se teorijski razmatra kao da je isjecak iz dvije medusobno
paralelne ravnine naelektrizirane raznoimenim nabojima konstantne ploSne gustoce (Slika 14.14), a to
znaci da se jakost elektri€nog polja aproksimira sljede¢im izrazom:
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= konst. (14.55)

= % = konst. (14.56)

| VUK SIS T LRI A O L O T
o]

b dbtbbpbtb bttt

+0 -0

Slika 14.18. Plocasti elektricni kondenzator

Nadalje, napon izmedu obloga elektriénog kondenzatora opisan je izrazom:

B
U=Uyp =[EW7 =ET (14.57)
A
1z prethodnih izraza slijedi da je:
E U2 (14.58)
d ¢el¥

odakle se lako dobije izraz za kapacitet plo€astog elektri¢nog kondenzatora:
C -0 =£G5; (14.59)
U d

14.9.2. Kapacitet cilindri¢nog elektricnog kondenzatora

Neka cilindri¢ni elektri€ni kondenzator tvore dva vodljiva suosna cilindra duljine ¢ te neka je
izmedu njih LIH savrseni dielektrik dielektricnosti ¢ (Slika 14.19).

— A + A

+ +] A
+ +
+ +|

= + +

= H + =

- EE + =

= H + =

= + rl + -
fE =
4 + - /

- + -+, N
& + + & 5

= M & -

- i + =

= T i
+ .

= + H

= + + -
+ + I,
I+ + Y

Slika 14.19. Cilindricni elektricni kondenzator

Izraz za kapacitet cilindricnog elektri¢nog kondenzatora dobije se uz zanemarenje rubnih efekata, a
to znaci da se kod izracuna jakosti elektricnog polja cilindri¢ni elektri¢ni kondenzator teorijski razmatra
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kao da je isjecak iz dva beskonacno duga, suosna, vodljiva cilindra naelektrizirana raznoimenim
nabojima konstantne linijske gustoce. Dakle, jakost elektricnog polja u dielektriku aproksimira se
izrazom (14.33) koji vrijedi za beskona¢no dugi pravocrtni cilindar u neograni¢enom savrSenom
dielektriku:

A

P
20rE

3 KHSTrsn (14.60)
gdje je:

Q
J (14.61)

Nadalje, napon izmedu obloga elektri¢nog kondenzatora opisan je izrazom:

)
U=[E@r=—2— 2= 2 2 (14.62)
) 2rE 2 g

1

odakle se lako dobije izraz za kapacitet cilindricnog elektri¢nog kondenzatora:

c=2 _ 2l (14.63)
u lnr—2
i

14.9.3. Kapacitet kuglastog elektricnog kondenzatora

Neka kuglasti elektri¢ni kondenzator tvore dvije vodljive koncentri¢ne kugle te neka je izmedu njih
LIH savrSeni dielektrik dielektri¢nosti ¢ (Slika 14.20).

Slika 14.20. Kuglasti elektricni kondenzator

Jakost elektricnog polja u dielektriku opisana je izrazom (14.30) koji vrijedi za naelektriziranu
vodljivu kuglu u neograni¢enom savrSenom dielektriku:

£, ; n<r<n (14.64)

Nadalje, napon izmedu obloga elektricnog kondenzatora opisan je izrazom:

)
1 1
U=|EGr= 0 fl_1 (14.65)
Al \(n n
i
odakle se lako dobije izraz za kapacitet kuglastog elektricnog kondenzatora:
c=Q _ATLEGH (14.66)
U r 2 -r )i
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Vrijedi da je:
lim C = 47l g (14.67)

ry -0

a to je, prema izrazu (14.53), kapacitet osamljene vodljive kugle polumjera 7; u neograni¢enom LIH
dielektriku dielektri¢nosti &.

14.9.4. IzraCun kapaciteta elektri¢nog kondenzatora iz pohranjene energije

1z definicije elektri¢nog napona slijedi da se trenutna vrijednost napona elektricnog kondenzatora u,
tijekom punjenja ili praZnjenja elektri¢nog kondenzatora, moZe opisati sljede¢im izrazom:
dw,
dq

u= (14.68)
gdje je W, energija pohranjena u elektricnom polju kondenzatora, ili drukcije re¢eno energija
elektricnog kondenzatora, dok je ¢ trenutna vrijednost naboja elektri¢nog kondenzatora.

Ako je savrSeni dielektrik linearan i izotropan, slijedi da je:

- iy .y
dW,=uldg==llg ; u=—= 14.69
e 9= c ( )
pa je energija elektri¢nog kondenzatora naelektriziranog nabojem Q opisana izrazom:
0 2 2
1 0 ow _cw
W, =— Ldg = = = ; =ClW 14.70
= et = =" = ¢ (1470

gdje je U napon elektri¢nog kondenzatora.

Prema izrazu (12.10), energija pohranjena u elektri¢nom polju kondenzatora kojemu je dielektrik
linearan i izotropan opisana je izrazom:

We=éqEEDDiiV=%[f£DZZDW (14.71)
|4 |4

1z izraza (14.70) i (14.71), slijedi da se kapacitet elektricnog kondenzatora, kojemu je dielektrik
linearan i izotropan, moZe izraCunati iz energije pohranjene u elektricnom polju kondenzatora
koriStenjem sljedeceg izraza:

2
c-%qumv=%qatE2mv— e (14.72)
Ul Uy e tav
14
Za plocasti elektri¢ni kondenzator (Slika 14.18) vrijedi da je:
A% U
Ejguzz V——l}“ Sw=ed ; E=U (14.73)
d d d
Za cilindri¢ni elektri¢ni kondenzator (Slika 14.19) vrijedi da je:
2 2
= Egz v == Q2 = 2DT?@ (14.74)
£ f; 2
J el -2 | emrawe
v 2UrlE 1
1

Za kuglasti elektri¢ni kondenzator (Slika 14.20) vrijedi da je:
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T (eErmv % 0
J &P
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(14.75)
r2 _r]

2
j (@ G707 Cdr

14.9.5. Energija izoliranog sustava dvaju elektri¢nih kondenzatora

Neka izolirani sustav (sustav odspojen od izvora elektricne energije) tvore dva elektri¢na
kondenzatora od kojih je jedan naelektriziran nabojem Q, dok je drugi kondenzator prazan (Slika 14.21).

—|:RI—/
+0

N — C,—

-0

Slika 14.21. Izolirani sustav elektricnih kondenzatora kad je sklopka otvorena

U izoliranom sustavu vrijedi da je O = konst., a nakon zatvaranje sklopke elektri¢ni se naboj
raspodjeli na oba kondenzatora tako da im elektri¢ni naponi budu jednaki; kao da su paralelno spojeni
kondenzatori (Slika 14.22).

R
_+_Ql +0,
1 C,——
-0, -0,

Slika 14.22. Izolirani sustav elektricnih kondenzatora kad je sklopka zatvorena

Omjer energije sustava kondenzatora kad je sklopka otvorena i kad je sklopka zatvorena opisan je
izrazom:

Q2
Waatvoreno - 2[(:Cl + CZ) = G (14.76)
Wotvoreno Q2 Cl + C2

200,

U posebnom slucaju kad elektricni kondenzatori imaju isti kapacitet, nakon zatvaranja sklopke,
energija sustava dvaju izoliranih elektri¢nih kondenzatora se prepolovi.

U opéem slucaju, u nekom sloZzenom izoliranom sustavu, nakon zatvaranja neke sklopke, ukupna
energija sustava ili pada ili pak ostaje ista. Medutim, u nekom sloZzenom neizoliranom sustavu (sustavu
spojenom na izvor elektri¢ne energije), nakon zatvaranja neke sklopke, ukupna energija sustava moZze
pasti, porasti ili pak ostati ista.

14.10. Skalarni elektri¢ni potencijal i polje elektri¢nog dipola

Elektri¢ni dipol tvore dva raznoimena elektricna naboja istog iznosa ¢ija je medusobna udaljenost
mnogo manja od udaljenosti naboja od to¢ke promatranja (r >> a). Dipol se smjeSta u sferni koordinatni
sustav (7, 9, ¢), a raspodjela skalarnog elektricnog potencijala ne ovisi o kutu @(Slika 14.23). Neka se
dipol nalazi u saveSenom LIH dielektriku dielektri¢nosti &.
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T(r,9,¢)

Slika 14.23. Elektricni dipol u neogranicenom savrsenom LIH dielektriku

U neograni¢enom LIH dielektriku raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala opisana je sljede¢im
egzaktnim izrazom:

p=—d gl 1|4 gn-n (14.77)
Al \n n) 4lrle ([
Za r >> a vrijedi da je:
rlzr—%ﬂtosﬂ 5h =r+%@os:9 (14.78)
paje:
a2
rn-n=altesd ; nlh= rZ—TEcoszﬂz r? (14.79)
odakle slijedi da je:

rn,—n _aldosd
i [ r?

(14.80)

Ako se aproksimacija (14.80) uvrsti u izraz (14.77), onda se dobije sljedeci izraz koji priblizno
opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala elektri¢nog dipola:

¢=ﬂﬁ@% (14.81)
AT
Nadalje, vrijedi da je:
gidosd = LG F (14.82)
r

gdje je vektor a usmjeren od negativnog elektricnog naboja prema pozitivnhom elektricnom naboju, a
njegova duljina jednaka je udaljenosti izmedu tockastih naboja koji tvore elektri¢ni dipol.

Neka je:
qla=p (14.83)
gdje je p dipolni moment.
Iz izraza (14.83) i (14.81), slijedi da se raspodjela skalarnog elektricnog potencijala elektri€énog
dipola moZe opisati i sljede¢im izrazom:
plF _ pldos?d
AmEE 4G’

¢ = (14.84)

Iz uvjeta ¢ = konst., slijedi da je jednadzba ekvipotencijalnih ploha, a ujedno i ekvipotencijalnih
linija elektri¢nog dipola:
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0032’9 =C (14.85)

r

gdje je C konstanta pridruZena ekvipotencijalnoj plohi.
Za jakost elektri¢nog polja u sfernom koordinatnom sustavu vrijedi da je:

Fe-nge- g 120 1 20,
or r 04 r8ind og

(14.86)

pa slijedi da su komponente vektora jakosti elektri¢nog polja elektri¢nog dipola, kojemu je raspodjela
potencijala opisana izrazom (14.84), opisane izrazima:

%: p [bosd

b T St (1457
Ey :‘%%:% (14.88)
Ey,=0 (14.89)
JednadZba elektri¢nih silnica, za @= konst., slijedi iz uvjeta:
e € €
Exdi=|E Ey 0 [=0 (14.90)
dr rldd 0
odakle slijedi da je:
r[E, [dd = Eg Ldr (14.91)
pa je, uz uvazavanje izraza (14.87) i (14.88):
& _ B e = g stas (14.92)
r Eg
Nakon integracije lijeve i desne strane izraza (14.92), dobije se sljede¢i izraz:
Inr =2 n(sind) + InC = In(C Bin29) (14.93)
odakle slijedi konacni izraz za silnicu elektri¢nog dipola:
" -¢ (14.94)
sin’d

gdje je C konstanta pridruzena silnici.

14.11. Energija pohranjena u elektrostatic(kom polju
U opcéem slu€aju energija pohranjena u elektricnom polju opisana je izrazom (12.2), dok je u

linearnom savrSenom dielektriku, prema izrazu (12.9), energija pohranjena u elektricnom polju opisana
izrazom:

W, = l[j ED @V (14.95)
2 \%4
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dok je u slucaju kad je savrSeni dielektrik linearan i izotropan energija pohranjena u elektricnom polju
opisana izrazom (14.71).

U neogranicenom linearnom savrsenom dielektriku pohranjena elektrostaticka energija moZe se
opisati i sljede¢im izrazom:

1 1.0
W= ~0p,Bav+ -0 0, B (14.96)
2 2 =

gdje su Q, i @, elektri¢ni naboj i skalarni elektri¢ni potencijal k-tog vodljivog tijela.

Ako u neograni¢enom linearnom sredstvu izmedu vodljivih tijela nema slobodnog elektri¢nog
naboja, onda je pohranjena elektrostaticka energija opisana izrazom:

1 n
W, = EDZQk [P, (14.97)
k=1

14.12. Sila u elektrostatickom polju izoliranog sustava

Sila se moZe izraCunati iz energije sustava, odnosno iz elektri¢nog kapaciteta sustava. Izolirani sustav
jest sustav koji s okolinom ne razmjenjuje energiju, odnosno to je sustav u kojem je ukupna koli¢ina
elektriénog naboja nepromjenjiva. Takav sustav teZi stanju u kojem je energija mininalna pa je u njemu
sila opisana izrazom:

F=-0W, (14.98)
gdje je W, energija pohranjena u elektrostatiCkom polju.
U izoliranom sustavu sila u smjeru vektora § opisana je izrazom:

Fze Werg o 5
Os Os

(14.99)

Q =Xkonst.
gdje je s, jedini¢ni vektor.
U izoliranom sustavu sila u smjeru vektora § opisana je i izrazom:
2 2
F=-5,ie =—§099_9‘1(lj=§0;[€2j < (14.100)
Os Q =Kkonst. 2 0s\C
gdje su Qi C elektri¢ni naboj i elektri¢ni kapacitet izoliranog sustava.

14.12.1. Izracun sile na oblogu plocastog elektricnog kondenzatora iz energije

1z izraza (14.71) slijedi da je energija izoliranog plocastog elektricnog kondenzatora (Slika 14.18),
koji ima savrSeni LIH dielektrik, opisana izrazom:

2
We=lDZEDW=l[—Il— gj CS L/ (14.101)
2 2 £ \S

pa je prema izrazu (14.99) sila na oblogu elektri¢nog kondenzatora:

2
F —C?OB% =—JOEII—EI1—EEQJ 5 (14.102)
od 2 £\S

Q=konst.

Slijedi da je sila na oblogu elektricnog kondenzatora:
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EEED[:S[(—&O)z We [ﬁ—&o) (14.103)

F= We
d

1
2
gdje smjer sile —c?o znaci da elektri¢na sila nastoji smanjiti razmak izmedu obloga kondenzatora,
odnosno da se obloge elektri¢nog kondenzatora privlace.

14.12.2. Izracun sile na oblogu plocastog elektricnog kondenzatora iz kapaciteta

Kapacitet plocastog elektricnog kondenzatora (Slika 14.18), koji ima savrSeni LIH dielektrik, opisan
je izrazom (14.59) pa je:

1.4 (14.104)
Cc ¢§
1z izraza (14.100) slijedi da je sila na oblogu elektri¢nog kondenzatora:
2 2 2
F:dOE.Q—Ba—(ij:—dOGQ—:—dOGQ—GI— =%[ﬁ—d0) (14.105)
2 od\C pAVARY 2[C d d

14.12.3. Sila na oblogu cilindri¢nog i kuglastog elektriénog kondenzatora

Izrazi (14.99) i (14.100) nisu prikladni za izracun sile na oblogu cilindri¢nog i kuglastog elektri¢nog
kondenzatora. VaZna je Cinjenica da se, u oba slucaja, jedna obloga nalazi unutar druge. Iako se dijelovi
obloga ovih kondenzatora privlac¢e pod djelovanjem elektri¢ne sile, ukupna sila na pojedinu oblogu
jednaka je nuli.

14.13. Sila u elektrostatickom polju neizoliranog sustava

Neizolirani sustav jest sustav koji s okolinom razmjenjuje energiju, odnosno to je sustav u kojem su
zadani elektri¢ni naponi koji su nepromjenjivi. Takav sustav teZi stanju u kojem je energija maksimalna
pa je u njemu sila opisana izrazom:

F=0W, (14.106)
gdje je W, energija pohranjena u elektrostaticCkom polju.
U neizoliranom sustavu sila u smjeru vektora § opisana je izrazom:
iz e 3, =5, PWe (14.107)
Os Os U =Xkonst.

gdje je s, jedini¢ni vektor.

U neizoliranom sustavu sila u smjeru vektora § opisana je i izrazom:
. W _ p?
F=s0@@ala—e =s0[y?B%£ (14.108)
s s

gdje su Ui C elektri¢ni napon i elektri¢ni kapacitet neizoliranog sustava.

U =konst.

14.13.1. Izracun sile na oblogu plocastog elektri¢cnog kondenzatora iz energije

Iz izraza (14.71) slijedi da je energija neizoliranog plocastog elektricnog kondenzatora (Slika 14.18),
koji ima savrSeni LIH dielektrik, opisana izrazom:

2 2
W= LaE - %mﬁ%} sw = ted S (14.109)

pa je prema izrazu (14.107) sila na oblogu elektricnog kondenzatora:
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F=d P

2
=—&0E£Dr[€£j 5 (14.110)
od 2 d

U =konst.

Slijedi da je sila na oblogu elektricnog kondenzatora:
F= %BEZES[ﬁ—c?O)=%[ﬁ—3O) (14.111)

gdje smjer sile —cfo znaci da elektricna sila nastoji smanjiti razmak izmedu obloga kondenzatora,
odnosno da se obloge elektricnog kondenzatora privlace.

14.13.2. Izracun sile na oblogu plocastog elektricnog kondenzatora iz kapaciteta

Kapacitet plocastog elektricnog kondenzatora (Slika 14.18), koji ima savrSeni LIH dielektrik, opisan
je izrazom (14.59), koji glasi:

C= ggj_ (14.112)

1z izraza (14.108) slijedi da je sila na oblogu elektri¢nog kondenzatora:

2 2 2
ﬁz&odf—%z—&o%z—c@ac%%z% —*0) (14.113)

2

14.14. Sile i naprezanja u elektrostatickom polju

Neka je volumen V omeden zatvorenom ploha S =0V (Slika 14.24), gdje je n vektor vanjske
jedini¢ne normale na plohu S. Elektri¢na sila koja djeluje na volumen V mozZe se izracunati integracijom
po zatvorenoj plohi S:

ﬁszEEBiV: §?e (S (14.114)
1% S

gdje je 7, vektor elektricnog naprezanja.

=)

V=S

Slika 14.24. Volumen omeden zatvorenom plohom S

U elektrostatickom polju, vektor elektricnog naprezanja u linearnom i izotropnom savrSenom
dielektriku opisan je izrazom:

= g[EE e &) - %UZZ m} (14.115)

Plos$ni integral opisan izrazom (14.114) moZe se iskazati kao vektorski zbroj triju ploSnih integrala
prve vrste:

F=§i, TS =1 Gtey TS + j oy TS +k T, TS (14.116)
N S S S

gdje je vektor elektri¢nog naprezanja u pravokutnom koordinatnom sustavu opisan izrazom:

fp =t O +1y G +1,, k (14.117)
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Vektor jakosti elektricnog polja E raspolavlja kut izmedu vektora vanjske jedini¢ne normale 7 i
vektora elektri¢nog naprezanja 7, (Slika 14.25):

Slika 14.25. Medusobni poloZaj triju vektora

Na temelju vektora elektricnog naprezanja na granici dvaju linearnih i izotropnih savrSenih
dielektrika dielektriCnosti &1 &,, lako se moze dobiti izraz za elektri¢ni tlak na granici tih dvaju
dielektrika:

g - € 2
(€ = a-elf oy E? (14.118)
2 & &,

gdje je:
D, - normalna komponenta vektora elektri¢nog pomaka,

E, - tangencijalna komponenta vektora jakosti elektri¢nog polja.

Elektri¢na sila na granici dvaju sredstava opisana je ploSnim integralom po grani¢noj plohi dvaju
dielektrika Sg:
Fy = [ts @S = (g 0aS (14.119)

S S

er er

gdje je n jedinic¢ni vektor normale na grani¢nu plohu dvaju dielektrika, koji je usmjeren (orijentiran)
od sredstva vece dielektri¢nosti prema sredstvu manje dielektri¢nosti.
Plosni integral opisan izrazom (14.119) moZe se iskazati kao vektorski zbroj triju plosnih integrala
prve vrste:
Fy = [t5 TS =1 Oft5 Ty QS + jOfty Gy TS +K Of 15 G, TS (14.120)

Ser S S S

gdje je jedini¢ni vektor normale na grani¢nu plohu dvaju dielektrika u pravokutnom koordinatnom
sustavu opisan izrazom:

ﬁ=nxﬁ+ny[]+nzI:E=cosa[i+cos,8j+cosyj: (14.121)

gdje su a, £ 1 y prikloni kutovi jedini¢nog vektora normale.

14.15. Odslikavanje elektricnog naboja na granici dvaju dielektrika

Neka se tockasti elektri¢ni naboj ¢ nalazi ispred dielektricnog poluprostora na udaljenosti a. Neka
se elektrini naboj nalazi u poluprostoru dielektriCnosti &, a neka preostali dio prostora ima
dielektriCnost &, (Slika 14.26). Neka se, radi jednostavnosti, elektri¢ni naboj nalazi na x-osi
pravokutnog koordinatnog sustava (x, y, z).

Izrazi za raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala u oba poluprostora mogu se odrediti po metodi

odslikavanja. Polozaj nadomjesnih elektri¢nih naboja je suvislo odabran, a njihovi iznosi se odreduje na
temelju zadovoljenja grani¢nih uvjeta (Slike 14.27 i 14.28).
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Slika 14.26. Tockasti naboj ispred granice dvaju dielektricnih poluprostora

Y T(x,y,2)
r
i
q> / q X
€ a a >|
& &

Slika 14.27. Tockasti naboj i njegova slika kada se skalarni elektricni potencijal racuna u
savrSenom dielektriku 1 koji se proglasava neogranicenim

1y
T(x,y,z)

i

) &)

Slika 14.28. Nadomjesni tockasti naboj kada se skalarni elektricni potencijal racuna u
savrSenom dielektriku 2 koji se proglasava neogranicenim

Prema Slici 14.27, skalarni elektricni potencijal u savrSenom dielektriku 1, koji se proglasava

neograniCenim, stvaraju stvarni elektri¢ni naboj ¢ i nadomjesni elektri¢ni naboj g, ¢iji je poloZaj
zrcalan u odnosu na stvarni elektri¢ni naboj. Prema Slici 14.28, skalarni elektricni potencijal u
savrSenom dielektriku 2, koji se proglasava neograni¢enim, stvara naboj ¢; koji se nalazi na mjestu
stvarnog elektri¢nog naboja.

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u savrSenom dielektriku 1 (x =0), prema Slici 14.27,
opisana je izrazom:

¢ =L pe.% (14.122)
Alle \(n n

dok je raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u savrSenom dielektriku 2 (x <0), prema Slici
14.28, opisana izrazom:
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_ 91
=N 14.123
b 407E, 4 ( )

gdje je:

r1=\/(x—a)2+y2+z2 : rzz\/(x+a)2+y2+zz (14.124)

Izrazi (14.122) i (14.123) trebaju zadovoljiti sljedece grani¢ne uvjete:

AT 2 (14.125)
e | P L] (14.126)
O0x =0 0x =0

Ako se u grani¢ni uvjet (14.125) uvrste izrazi (14.122) i (14.123), uz uvaZavanje izraza (14.124),
dobije se sljededi izraz:

1 1
g [ﬁq Q2) £ 1 ( )

Ako se u grani¢ni uvjet (14.126) uvrste izrazi (14.122) i (14.123), uz uvaZavanje izraza (14.124),
dobije se sljededi izraz:

9=9=q (14.128)

1z sustava dviju linearnih jednadzbi (14.127) i (14.128), slijedi da je:

_&S7& - _ -
=——=0y=k ; kg = 14.129
P 51"'52@? R LG RT % s, ( )
20, 20,
= =k 3 kp =——— 14.130
9 £1+€2D9 TL L ( )
gdje je kg faktor refleksije, dok je krfaktor transmisije”.
Vrijedi da je:
kp +kr =1 (14.131)
U posebnom slucaju kada &2 — oo, vrijedi da je:
lim kg =-1 = lim g, =-¢q (14.132)
&y - ]
lim k=2 = lim g =204 ; lim ¢, =0 (14.133)
&y —» 00 &y - &£y -

Zakljucak: Beskonacno dielektri¢no sredstvo ponasa se kao vodljivo sredstvo.

Prema izrazima (14.122) i (14.129), raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u savrSenom
dielektriku 1 (x 20) opisana je izrazom:

6 =—d _tlike (14.134)
Al \n n

dok je, prema izrazima (14.123) i (14.130), raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u savrSenom
dielektriku 2 (x <0) opisana izrazom:

&, = kelh (14.135)
40T(E,

* Ovo su stati¢ki faktori koje treba razlikovati od istoimenih faktora u slu¢aju elektromagnetskih valova.
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14.16. Razgradnja elektri¢nog naboja u nesavrSenom dielektriku

Neka se u nekoj tocki linearnog i izotropnog nesavrSenog dielektrika nalazi elektri¢ni naboj volumne
gustoce p. Neka nesavrSeni dielektrik ima dielektri¢nost € i elektri¢nu provodnost . Tada dolazi do
razgradnje (relaksacije) elektriénog naboja. Sto je sredstvo vodljivije, to je razgradnja elektriénog naboja
brza.

U ovom slucaju, vrijedi jednadzba kontinuiteta:

Dt:V:KDDEE:—‘Z—p (14.136)
t
i Maxwellova diferencijalna jednadzba:
nE="~ (14.137)
£

gdje je p volumna gustoc¢a slobodnog elektricnog naboja.
Iz izraza (14.136) i (14.137), slijedi diferencijalna jednadzba:

Kip=_9° (14.138)
£ ot
koja se moZe napisati u sljede¢em obliku:
Py p=0 . =% (14.139)
dt K

gdje je 7 vremenska konstanta.
Nakon separacije varijabli, diferencijalna jednadzba (14.139) poprima novi oblik:

o _ _dt (14.140)
0 T
a njeno rjeSenje, koje se dobije integracijom lijeve i desne strane jednadZbe, glasi:
Inp = —% +InC (14.141)
odakle slijedi da je:
1
p=C T (14.142)
U ovo rjeSenje diferencijalne jednadzbe treba uvrstiti pocetni uvjet:
Plizg = £, (14.143)
pa je konacno rjeSenje diferencijalne jednadZbe:
'
p=p@T (14.144)

Slijedi da dolazi do samopraZnjenja izoliranog elektriénog kondenzatora koji ima nesavrSeni linearni
i izotropni dielektrik, kojemu je dielektricnost £1i elektricna provodnost &, a viemenska promjena naboja
elektriénog kondenzatora opisana je izrazom:

2
q:QO@ ; T= —

K

N[~

(14.145)

gdje je g trenutna vrijednost elektriénog naboja na pozitivnoj oblozi elektriénog kondenzatora, dok
je Q, elektri¢ni naboj na pozitivnoj oblozi elektri¢nog kondenzatora u pocetnom trenutku.
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Za plocasti izolirani elektriéni kondenzator, kojemu je linearni i izotropni dielektrik nesavrSen,
vrijedi da je:

i = _dq (14.146)
dt

gdje je jakost pomacne elektrine struje posljedica gubitka elektricnog naboja na oblogama elektri¢nog
kondenzatora.

Nadalje, za plocasti elektri¢ni kondenzator, vrijedi da je:
i=iB=xkEF=kEL3=Xg (14.147)
£ £

odakle slijedi diferencijalna jednadZba:

dq _ _dt . & (14.148)
q r K

¢ije je rjeSenje opisano izrazom (14.145), gdje je Q, elektri¢ni naboj na pozitivnoj oblozi ploCastog
elektri¢nog kondenzatora u poc¢etnom trenutku.

14.17. Partikularna i opéa rjesenja Laplaceove diferencijalne jednadzbe

14.17.1. RjeSenja Laplaceove jednadZzbe u pravokutnom koordinatnom sustavu

Neka je u pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y, z) zadana Laplaceova diferencijalna jednadzba:

2 2 2
28,0959 (14149
X y <

Ag
¢ija se partikularna rjeSenje mogu dobiti nakon separacije (odjeljivanja) varijabli tako da je:
P=X)Y(MIZ(z) (14.150)

Ako se izraz (14.150) uvrsti u izraz (14.149), dobije se sljedeca diferencijalna jednadzba:

2 2 2
X, gy 1z (14.151)
X dx* Y dy?  Z d7?

iz koje se mogu dobiti sljedece tri obi¢ne diferencijalne jednadzbe:

2 _ 2 _
%E—Z—f =k = ‘;f - k2 X =0 (14.152)
X X
2 _ 2 _
% di =k, = d—’;—kjw:o (14.153)
y y
1 d*z -, d*z -
Eﬁd 222 = - K2 =0 (14.154)
< Z

gdje su ng , l;y i I;Z realne ili imaginarne konstante za koje vrijedi:

ke +k; +k} =0 (14.155)
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Neka su zasad, radi opcenitosti, ove konstante kompleksne konstante, a vazno je istaknuti da su
njihovi kvadrati realne konstante.

Partikularno rjeSenje diferencijalne jednadZzbe (14.152) glasi:
ce™" + pe&Y = ABh (k, k) + Beh(k &) za k2>0

X(x)={AG+B za k=0 (14.156)

AGin (y, &)+ Bos (y,x) za k2=-)?<0

gdje je u prvom i drugom slucaju EX =k, realna konstanta, dok je u treCem slucaju EX =+jly,
imaginarna konstanta i u rjeSenju je zamijenjena realnom konstantom ), . U drugom slucaju, vrijedi da
je k, =k _=0.

Konstante A, B, Ci D, navedene u izrazu (14.156), su nepoznate i odreduju se na temelju zadovoljenja
rubnih uvjeta.

Analogna rjeSenja vrijede i za druge dvije diferencijalne jednadZbe opisane izrazima (14.153) i
(14.154), odnosno za funkcije Y(y) i Z(z).

U 2D pravokutnom koordinatnom sustavu (x, y) vrijedi da je:

P=Xx)Y(y) (14.157)
ki +k; =0 (14.158)

pa se moze izabrati da je:
kl=k>: kj==k> = k.=k ; k,=jk (14.159)

odakle slijedi da dvije obic¢ne diferencijalne jednadzbe glase:

2

‘;f - kX =0 (14.160)
X
2

% + Y =0 (14.161)
y

Ako to zahtijevaju rubni uvjeti, onda se moZe uzeti da je:
k2=k%; k2=-k> = k. =jk ; k, =k (14.162)

odakle slijedi da dvije obi¢ne diferencijalne jednadzbe glase:

2

‘; )2( + kXX =0 (14.163)
X
2

Z Y7 XY =0 (14.164)
y

Ako se bilo kojom linearnom kombinacijom partikularnih rjeSenja Laplaceove diferencijalne
jednadZbe mogu zadovoljiti rubni uvjeti, onda je to opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe, zbog
jedinstvenosti rjeSenja Laplaceove diferencijalne jednadZbe. To je rjeSenje takozvanog rubnog problema
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problem opisani diferencijalnom jednadzbom i rubnim uvjetima naziva se rubnim problemom (engl.
boundary value problem).

Vrlo Cesto koriSteno opce rjeSenje Laplaceove jednadzbe u (x, y) koordinatnom sustavu je:

P(x,y)= iX (x) Eﬁc Bin(n &k 3) + D, Zos(n & Ey)] (14.165)
n=1
gdje je:
X(x)=A, @5 + p_[2"E0 (14.166)
ili:
X(x)= A, Bh(n &k x)+ B, [¢h(n & X) (14.167)

u ovisnosti o rubnim uvjetima koje opc¢e rjeSenje treba zadovoljiti.

Vazno je istaknuti da se u opéem rjeSenju Laplaceove jednadzbe (14.165) i pripadnim partikularnim
rjeSenjima (14.166) i (14.167) mogu zamijeniti x i y ako to zahtijevaju rubni uvjeti koje treba zadovoljiti.

14.17.2. RjeSenja Laplaceove jednadzbe u cilindri¢nom koordinatnom sustavu

Neka je u cilindriénom koordinatnom sustavu (7, ¢, z) zadana Laplaceova diferencijalna jednadZba:

2 2
ap= Ll raaﬁj+ 1979 .99 (14.168)
r or or r2 awz 972

¢ije se partikularno rjeSenje moze dobiti nakon separacije (odjeljivanja) varijabli tako da je:
¢ = RNP@LZ(2) (14.169)
Ako se izraz (14.169) uvrsti u izraz (14.168), dobije se sljedec¢a diferencijalna jednadzba:

2 2
lgd_(,,[ffjJr | @, 147 _, (14.170)

r[R dr dr Py d¢2 Z dzz

iz koje se mogu dobiti sljedece tri diferencijalne jednadzbe:

rgd_(,, g’f},(,;zgz —n2)R=0 (14.171)

dr dr
2
%mz@p:o (14.172)
2 pa—
‘;—f—kzuho (14.173)
Z

gdje kompleksna konstanta k moZe biti realna konstanta ili pak imaginarna konstanta, dok je n
cjelobrojna konstanta.

Za dvije obi¢ne diferencijalne jednadZbe, opisane izrazima (14.172) i (14.173) ve¢ su prethodno dana
moguca partikularna rjeSenja, koja su opisana izrazom (14.156).

Ako je k =k realna konstanta, onda diferencijalna jednadZba (14.171) glasi:

2
2 ﬁd 12’3 N rﬁdR N (kz 2 _nz)[R -0 (14.174)
r r
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i zove se Besselova diferencijalna jednadzba, a njeno partikularno rjesenje je:
R(r)= A0, (k@)+ BN, (k ) (14.175)
gdje je:
Ja (k Er) - Besselova funkcija prve vrste n-tog reda (Slika 14.29),

N, (k Dr) - Neumannova funkcija n-tog reda; Besselova funkcija druge vrste n-tog reda (Slika
14.29).

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

T
K, Ji

K, Ja

K, T3
J4

| \ A
| ‘*‘\“\ ‘

0 —

_1 L L L 1 . | 1 ! | x ;
0 0.5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5

Slika 14.30. Graficki prikaz modificiranih Besselovih funkcija prve i druge vrste

Ako je k=jly imaginarna konstanta, a y realna konstanta, onda diferencijalna jednadzba (14.168)
glasi:

2
2 [ﬂdf N r%R _ (yz 52 +n2)[R -0 (14.176)
r r

i zove se modificirana Besselova diferencijalna jednadzba, a njeno partikularno rjeSenje je:



R(r) = A, (y@)+ BIK,(yT) (14.177)
gdje je:
Ia (y Dr) - modificirana Besselova funkcija prve vrste n-tog reda (Slika 14.30),
K, (y Dr) - modificirana Besselova funkcija druge vrste n-tog reda (Slika 14.30).

Ako je k =0, onda se Besselova diferencijalna jednadzba (14.174) svodi na Eulerovu diferencijalnu
jednadzbu:

2
r? f T Tty (14.178)
dr dr

za koju se rjesenje traZi uz supstituciju R =", §to u ovom slucaju daje jednadzbu:

r’[Qtz—nz)zo =  t=%n (14.179)

Akoje k=0 i n =0, onda se Eulerova diferencijalna jednadzba svodi na diferencijalnu jednadzbu:

rgd_(r [ffj -0 (14.180)
dr dr

Sva rjeSenja diferencijalne jednadzbe (14.171) glase:

A, (k@)+ BN, (k) za k*=k*>0

A, (vG)+ BIK,(yG) za k> =~y <0

R(r)= (14.181)

ADH‘HRGIT za k*=k>=0, n#0
r

Alnr+B za k>=k>=0 i n=0

Opce rjesSenje diferencijalne jednadzbe jest bilo koja linearna kombinacija partikularnih rjeSenja koja
moze zadovoljiti rubne uvjete za 2D ili 3D podrucje proracuna.

Ako skalarna funkcija @ ne ovisi o z te je n # 0, onda partikularno rjeSenje Laplaceove jednadZbe u
polarnom sustavu (r, ¢) glasi:

¢(r,¢)=(A " +BG17j fic Gin (n ) + D os (n )] (14.182)
r
dok je pripadno op¢e rjeSenje Laplaceove jednadzbe:
b(r, )= i(An 3" +B, BI—J fc, Bin(n @) + D, Zos(n )] (14.183)
n=1 r

koje treba zadovoljiti rubne uvjete.

Ako je skalarno polje ¢ osnosimetri¢no s obzirom na koordinatnu os z, onda nema promjene
skalarnog polja po kutu ¢ te je n = 0, pa opce rjeSenje Laplaceove jednadzbe u 2D koordinatnom sustavu
(r, 2), ako r ne moZe biti jednak nuli u razmatranom podrucju, glasi:

#(r, z) = i(Ak 2%+ B ") lc, O,k F)+ D, IV, (k )] (14.184)
k=1

dok u sluc¢aju kada r moZe biti jednak nuli u razmatranom podrucju opc€e rjeSenje Laplaceove jednadzbe
u 2D koordinatnom sustavu (r, z) glasi:

P(r,z) = i(Ak "+ B, "0, (k) (14.185)
k=1

koje se u nekim slu¢ajevima, umjesto sumom, opisuje sljede¢im integralom:
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o(r. z)=J[A(/1)@_M +B(1)2"? ]DIO (A &) A (14.186)
gdje je A kontinuirani parametar.

14.17.3. RjeSenja Laplaceove jednadzbe u sfernom koordinatnom sustavu

Neka je u sfernom koordinatnom sustavu (7, 3, ¢) zadana Laplaceova diferencijalna jednadzba:

r2m¢—— Ba—j 1 g smﬂaa—j Ga— 0 (14.187)

or or sind 04 sin29 0g
¢ije se partikularno rjeSenje moZe dobiti nakon separacije (odjeljivanja) varijabli tako da je:
¢ = R(NIOW)[@(¢) (14.188)

Ako se izraz (14.188) uvrsti u izraz (14.187), onda se dobije diferencijalna jednadZba iz koje se mogu
dobiti sljedece tri diferencijalne jednadZbe:

i(rz ﬂj - n[ﬂn +1)D€ =0 (14.189)

dr dr
smzmd—[ésmﬂdLj [ (fn +1)Gin*9 - m ]D@ 0 (14.190)
d*®

v mtw=0 (14.191)
g’
gdje m i n moraju biti cijeli brojevi.
Diferencijalna jednadzba (14.189) je Eulerova diferencijalna jednadzba, diferencijalna jednadzba
(14.190) je op¢a Legenderova diferencijalna jednadzba, dok je diferencijalna jednadzba (14.191) obi¢na

diferencijalna jednadzba &ije je partikularno rjeSenje opisano izrazom (14.156). Partikularna rjeSenja
ovih triju diferencijalnih jednadZbi su:

R(r)=AG" +B [—»—nlﬂ (14.192)

r
O) = C [P (cos I) + D (D™ (cos I) (14.193)
@() = E Bin (m D) + F os (m ) (14.194)

gdje je:
P" (cos 19)- pridruZeni Legendreov polinom prve vrste, n-tog stupnja, m-tog reda od cos?,
oy (cos z9) - pridruZeni Legendreov polinom druge vrste, n-tog stupnja, m-tog reda od cos .

U inZenjerskoj primjeni od posebnog su znac¢aja osnosimetri¢ni problemi kod kojih nema promjene
po kutu ¢ te je m =0, a tada Laplaceova diferencijalna jednadzba (14.187) u 2D koordinatnom sustavu

(r, 9 glasi:
Ba;j G— smﬂ&} =0 (14.195)

or or sind 039

a njeno partikularno rjeSenje glasi:

é(r,9) = (A 3" +B G%j fic P, (cos ) + DD, (cos I)] (14.196)
r
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gdje je:
P, (cos 19) - Legendreov polinom prve vrste n-tog stupnja od cosd,

0, (cos 19) - Legendreov polinom druge vrste n-tog stupnja od cos?.

Legendreovi polinomi druge vrste kao i pridruZeni Legendreovi polinomi druge vrste poprimaju
beskona¢nu vrijednost ako je cos $ = * 1, pa se ovi polinomi ne mogu koristiti kao rjeSenje ako u
promatranom podruc¢ju moze biti 3 = 0 i/ili 3 = z. U takvim slucajevima, prema (14.196), partikularno
rjeSenje Laplaceove jednadZzbe u 2D koordinatnom sustavu (7, $) glasi:

é(r,9) = (A " +B G%J [P, (cos 3) (14.197)
r
dok je pripadno op¢e rjeSenje Laplaceove jednadzbe:
00 n 1
b(r,9) = Z_’B(An 3" +B, [—lrn—ﬂJ [P, (cos3) (14.198)

Legendreovi polinomi prve i druge vrste definirani su za xU[—1, 1], a za ilustraciju su Legendreovi
polinomi prve vrste graficki prikazani na Slici 14.31.

A
1 3
0,8
0,6 A
; P, ! P
0,4 4
0,2 i
0 - -
-0,21 i
S04 |
0,6} B
-0,8
_1 L | | | | | | x
-1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Slika 14.31. Graficki prikaz Legendreovih polinoma prve vrste
Za Legendreove polinome prve vrste vrijedi da je:
F(x)=1 ; Ax)=x (14.199)
a Bonnetova rekurzivna formula za Legendreove polinome prve vrste glasi:
Po=22150 -t (v zan22 (14.200)
Za Legendreove polinome druge vrste vrijedi da je:
1. 1+ 1+
0,(0==-On—> ; Q(x==On—>-1 (14.201)
2 1-x 2 1-x
a Bonnetova rekurzivna formula za Legendreove polinome druge vrste glasi:
2 -1 n-1
0,(x)= , Lo, (%) - [O,,(x) zanz2 (14.202)
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14.18. Dielektri¢na kugla u homogenom elektri¢cnom polju

Ako se u homogenom elektri¢cnom polju nalazi dielektri¢na kugla, onda dolazi do medudjelovanja
elektricnog polja i kugle. Neka se dielektricna kugla (sredstvo 1), polumjera a, nalazi u homogenom
elektri¢nom polju, dok je oko kugle neograniceni savrSeni LIH dielektrik (sredstvo 2). Za rjeSenje ovog
problema prikladan je sferni koordinatni sustav s ishodiStem u srediStu dielektricne kugle (Slika 14.32).

e T, 9
&

&

Slika 14.32. Dielektricna kugla u homogenom elektricnom polju

Rubni uvjet na velikim udaljenostima od kugle jest to da nema deformacije polja, tj. da ono ostaje
homogeno. Tom zahtjevu treba prilagoditi opce rjeSenje Laplaceove diferencijalne jednadzbe u sredstvu
2, koje prema (14.198) glasi:

> 1
#, = Z‘E)(An G +B, Gr—ﬂj [P, (cosF) (14.203)
n=

Dovoljno je u beskonaénosti prilagoditi radijalnu komponentu jakosti elektri¢nog polja, §to je, prema
Slici 14.33, opisano sljede¢im izrazom:

E. =E,[dosd = — 99, (14.204)
or |, o
e, =
Ey
Slika 14.33. Vektor jakosti elektricnog polja daleko od kugle
Ako se izraz (14.203) uvrsti u izraz (14.204), dobije se da je:
E,Qosd = =Y. [n M, 3" - (n+1)[B, 9172} [P, (cos?) (14.205)
n=0 r r—
Buduc¢i da je prema izrazu (14.199):
P,(cos®) = cos? (14.206)

slijedi da je n = 1, $to znaci da su svi koeficijenti A, i B, jednaki nuli, osim koeficijenata A, i B, pa
se iz izraza (14.205) dobije da je:

E, [dosd =-— (Al -2[B G1—3j [dosd =— A, [dosd (14.207)
r

r— 00

Sto znaci da je:
A =E, (14.208)

dok je koeficijent B, zasad nepoznat, a izraz uz B, teZi nuli ako r teZi u beskonacnost.
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Dakle, raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2 opisana je izrazom:

¢, = (— E,G+B, 917} [Bos S (14.209)
r

pa, radi zadovoljenje grani¢nih uvjeta izmedu dvaju sredstava, skalarni elektri¢ni potencijal unutar
dielektri¢ne kugle mora biti opisan izrazom:

r2

@, = (cl G +D, [—»l—j [Bosd (14.210)

Iz uvjeta da skalarni elektri¢ni potencijal u sredistu dielektri¢ne kugle mora biti konacan, slijedi da
je koeficijent:
D, =0 (14.211)

paje:
@, =C, i [dosd (14.212)

Dakle, raspodjela skalarnog elektriénog potencijala u oba sredstva opisana je izrazima (14.209) i
(14.212), gdje su nepoznata dva koeficijenta, a oni se mogu odrediti na temelju zadovoljenja grani¢nih
uvjeta:

&l _. =l _, (14.213)
_eifth - 9% (14.214)
or r=a or r=a
Sto daje sljedeci sustav linearnih jednadZbi:
1 2L
?EBl—aB?FEODb ; a—32EB1+£1 [C, =-¢&, [E, (14.215)
odakle se lako dobije da je:
B=E@EL"8 . (=-pg % (14.216)
& +20, & +20,

Nakon zadovoljenja svih grani¢nih uvjeta, prema izrazima (14.209), (14.212) i (14.216), raspodjela
skalarnog elektri¢nog potencijala opisana je izrazima:

¢1=—&Dfoﬁ@osﬂ=—&ﬂfoﬂt . r<a (14.217)
& +2L, & +20,
&€ a)
= —E, losd + —L—=2 M= | [E, T Losd ; > 14.218
?, 0 £1+2B‘2[ﬁr) 0 r=a ( )

iz kojih slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli u srediStu kugle, odnosno na ravnini koja
prolazi kroz sredi$te kugle za koju je 7= 77/2, a to je ravnina z = 0.

Skalarni elektri¢ni potencijal zadanog homogenog polja, odnosno raspodjela skalarnog elektricnog
potencijala bez prisustva dielektri¢ne kugle, slijedi iz uvjeta:

_op,

E. =
0 0z

=0 (14.219)

odakle slijedi da je:
¢, =—E, & =—E,[Fdosd =—E,[F (14.220)
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Iz izraza (14.217) i (14.220), slijedi da je elektricno polje unutar kugle, takoder, homogeno.
Elektri¢no polje unutar kugle je homogeno i istog smjera kao i elektri¢no polje daleko od kugle, ali je
razlicite jakosti. Jakost elektricnog polja unutar kugle ovisi o omjeru dielektri¢nosti €i/e,.

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u neograni¢enom sredstvu 2 moze se opisati i tako da
se dielektri¢na kugla promatra kao elektri¢ni dipol:

¢, =—E, I+ _rF 3=_,§05F+—pDF 5 (14.221)
40rle, f 40rle,
gdje je prema (14.218) dipolni moment p opisan sljede¢im izrazom:
p= By DBV B 002 V. =o@imr (14.222)
p 0 kugle “¢2 £ +20E, > kugle 3 .

Dipolni moment p stvara vezani plo$ni elektri¢ni naboj koji se nalazi na povrsini dielektri¢ne kugle,
Sto je posljedica polarizacije kugle pod djelovanjem vanjskog elektriénog polja (Slika 14.34 i 14.35).

&

Slika 14.35. Dipolni moment polarizirane dielektricne kugle za & <&,

Elektri¢no polje Zeli Sto dublje uéi u sredstvo vece dielektri¢nosti i §to viSe zaobiéi sredstvo manje
dielektriCnosti. Silnice za & > &, prikazane su na Slici 14.36, a silnice za & <&, prikazane su na Slici
14.37.

Vektor polarizacije jednak je dipolnom momentu po jedinici volumena, §to zna¢i da je prema izrazu
(14.222) vektor polarizacije kugle opisan izrazom:

p=—L -EBmi "2 (14.223)
Viugle & +21LE,

dok je plo$na gustoc¢a vezanog elektricnog naboja opisana sljede¢im izrazom:

JV:(ﬁDJil

r=a r=

=(p @r} =3[E, 2, 0222 Ros9=0,, [Bosd (14.224)
a & +2LE,
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gdje je:
& __ P

O =3E, &, 3

= (14.225)
& 128 Vige

a to je maksimalna vrijednost ploSne gustoce vezanog elektricnog naboja za & > &,, odnosno minimalna
vrijednost plo$ne gustoce vezanog elektricnog naboja za & <¢&,.

Slika 14.37. Graficki prikaz silnica za & <&,

Dakle, plosni elektri¢ni naboj sinusoidalno rasporeden po povrsini kugle stvara homogeno elektri¢no
polje unutar kugle. MoZe se zamisliti da je posvuda sredstvo 2, a utjecaj dielektri¢ne kugle na raspodjelu
skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2 nadomjesta plosni elektri¢ni naboj (Slika 14.38).

EO
—_—
—_—
& -
—> RN
N
— S g h
—> - <o +
— ' s W
/
— ‘oot
—_—
—_—

Slika 14.38. Raspodjela nadomjesnog plosnog elektricnog naboja za & > &,
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1z izraza (14.217) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala u sredstvu 1, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente vektora jakosti elektricnog polja u sredstvu 1, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

El = Elr Er + El19 Ea (14226)

E, =- 0f __ 35 [E, [tosd (14.227)
ar 51 +2&2

Ey=-19% - 3% g (14.228)

r 0 & +20,
dok je u pravokutnom koordinatnom sustavu:

3%,

— "2 [F, & (14.229)
& +2LE,

E =E, k=

1z izraza (14.218) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente vektora jakosti elektricnog polja u sredstvu 2, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

E, =E, [&, +E,5 & (14.230)
__09, _ &17&6 fa ’
E, =——%=E,RBosd 1 +23—"—2-[— (14.231)
r & +20&, \r
1 0¢ & -€ aY
E,g =———2=-F,GBind[J1- ——"2_[J= (14.232)
r o g +20, \r

Izraz za vektor polarizacije (14.223) moZe se dobiti i na drugi nacin, a ne samo iz dipolnog momenta
polarizirane kugle. Sredstvo 1 ima oblik kugle i nalazi se unutar sredstva 2 pa vrijedi da je:

D =& [E =& [E +P (14.233)

odakle slijedi da je vektor polarizacije:

- E —& -
P=(g -¢&,)E =30, 312 [E [k 14.234
(6= )CE =305 B2 2 I, (14.234)

pa je, prema izrazu (14.224), ploSna gustoc¢a vezanog elektri¢nog naboja”:

o, =& -&)E _, (14.235)

Treba razlikovati vezani elektri¢ni naboj koji je posljedica polarizacije i slobodni elektri¢ni naboj.
Na granici dvaju dielektrika nema slobodnog elektri¢nog naboja i vrijedi grani¢ni uvjet (14.214), a to
znaci da je:

D,| (14.236)

r=a D2r|r =a
ili druk¢ije pisano:

&E,| . =& E,] _, (14.237)

“Formalno isti izraz vrijedi i za dielektri¢ni cilindar u homogenom elektri¢nom polju
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14.19. Vodljiva kugla u homogenom elektri¢cnom polju

Neka se vodljiva kugla (sredstvo 1), polumjera a, nalazi u homogenom elektri¢nom polju, dok je oko
kugle neograniceni savrSeni LIH dielektrik (sredstvo 2). Za rjeSenje ovog problema prikladan je sferni
koordinatni sustav s ishodiStem u srediStu vodljive kugle (Slika 14.39).

Slika 14.39. Vodljiva kugla u homogenom elektricnom polju

Izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u oba sredstva mogu se dobiti na dva nacina:

* Naisti nacin kao i za dielektri¢nu kuglu u homogenom elektri¢cnom polju (potpoglavlje 14.18).
Polazi se od opceg rjesenja Laplaceove diferencijalne jednadZzbe u savrSenom LIH dielektriku
(sredstvu 2) opisane izrazom (14.203) i dobije se izraz (14.209), koji glasi:

&, =(— E,G+B, 917} [Zos S (14.238)
r

dok je:
@, =konst.=0 (14.239)

a nepoznata se konstanta B, odredi iz grani¢nog uvjeta:
& _ =9l _ =0 (14.240)

» Koriste¢i rjeSenja za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala (14.217) i (14.218), koja
vrijede za dielektriénu kuglu (sredstvo 1) u homogenom elektri¢nom polju, uz supstitucije:

£ -6 § & > (14.241)

Na jedan od dva opisana nacina, lako se dobiju izrazi za raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala
u oba sredstva, koji glase:

¢1 =0 ; r<a (14.242)

a

3
j (E, [#[dos? ; z=rldosd ; r=2a (14.243)
R

9, =—EODrEEOSz9+(

odakle slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli u sredi$tu kugle, odnosno na ravnini koja
prolazi kroz srediste kugle za koju je &= 77/2, a to je ravnina z = 0. Vazno je uociti da izraz (14.243) ne
sadrzi znacajke sredstva.

1z izraza (14.332) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala u sredstvu 1, slijedi da je
jakost elektri€énog polja u vodljivoj kugli:

E =0 (14.244)
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1z izraza (14.333) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente vektora jakosti elektricnog polja u sredstvu 2, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

E, =E, [& +E,; &g (14.245)
3
B, == - F foso [El 2 [ﬁﬁj J (14.246)
or r
Eg=-19% __p mingmi- ay (14.247)
2 r o9 0 r '

Dolazi do elektri¢ne influencije, odnosno na granici dielektrika i vodi¢a nalazi se slobodni elektri¢ni
naboj plosne gustoce:

0 =Dy, = Dul o, = Do, =6 | ., (14.248)
odakle se, nakon uvrStenja izraza (14.246) uizraz (14.248), dobije da je:
0 =3 [E,Bosd =0, Los?d ; o0, =3LLE, (14.249)

Vodljiva kugla je ekvipotencijalna. To znaci da je tangencijalna komponenta vektora jakosti
elektricnog polja na povrsini kugle jednaka nuli, odnosno da je vektor jakosti elektricnog polja u
sredstvu 2 okomit na kuglinu plohu (Slika 14.40). Medutim, umjesto grani¢nog uvjeta:

E,g=- 199, =0 (14.250)

|

\

N

K

1
L1
L1
| |

Slika 14.40. Silnice i ekvipotencijalne linije u dielektriku oko vodljive kugle

Moguce je koristiti analogije izmedu elektrostatickog, magnetostatickog i stacionarnog strujnog
polja. Po analogiji s dielektri¢cnom kuglom u elektricnom polju moze se napisati rjeSenje problema kugle
u homogenom magnetskom polju kao i rjeSenje problema vodljive kugle u homogenom strujnom polju.
Dovoljno je umjesto vektora jakosti elektricnog polja koristiti vektor jakosti magnetskog polja, a
dielektricnosti zamijeniti permeabilnostima ili elektricnim provodnostima sredstava. Umjesto
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elektricnog naboja na granici dvaju sredstava u elektrostatickom i stacionarnom strujnom polju, u
magnetostatiCkom problemu pojavit ¢e se strujni oblog K = Kn[sind.

14.20. Dva beskonac¢no duga pravocrtna vodica

Neka se dva beskona¢no duga medusobno paralelna pravocrtna vodica, naelektrizirana raznoimenim
nabojima iste konstantne linijske gustoe A (Slika 14.41), nalaze u neograni¢enom savrSenom LIH
dielektriku dielektri¢nosti ¢.

T(x,y)

4| 7

2‘1 =+ﬂ« 222_1

Slika 14.41. Dva beskonacno duga medusobno paralelna pravocrtna vodica

Na temelju izraza (14.47) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala oko osamljenog
beskonac¢no dugog pravocrtnog vodica naelektriziranog nabojem konstantne linijske gustoce A, lako je
zakljuciti da se raspodjela skalarnog elektricnog potencijala $to ga stvaraju naboji na dva beskona¢no
duga medusobno paralelna pravocrtna vodica prikazana na Slici 14.41 moZe opisati sljede¢im izrazom:

A (14.251)

= tne "

gdje su 1 1 r, najkrace udaljenosti to¢ke promatranja od vodica.

Logicno je uzeti da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli na simetralnoj ravnini izmedu dva
beskona¢no duga medusobno paralelna vodica naelektrizirana raznoimenim elektri¢nim nabojima iste
linijske gustoce. JednadZba simetralne ravnine je r; =r, paje C=0, ato znaci da je raspodjela skalarnog
elektri¢nog potencijala opisana izrazom:

A 2 (14.252)

= S tne "

JednadZba ekvipotencijalnih linija je:

2 — yonst. (14.253)

n

Ekvipotencijalne linije su ekscentriéne kruZnice, odnosno ekvipotencijalne plohe su plastevi
ekscentri¢nih cilindara. Da bi se to matemati¢ki dokazalo, neka su vodi¢i smjeSteni u 2D pravokutni
koordinatni sustav (x, y) prema Slici 14.42.

Prema izrazima (14.252) 1 (14.253), za ekvipotencijalnu liniju oko pozitivnog linijskog elektriénog
naboja vrijedi da je:

LAy (14.254)

n

gdje je, prema Slici 14.42:

Rty = (-2t +y? (14.255)
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T(x,y)

2-a
/1|=+/1 22:_/1

Slika 14.42. Beskonacno dugi medusobno paralelni pravocrtni vodici u (x, y)
koordinatnom sustavu

v =

Ako se izrazi (14.255) uvrste u izraz (14.254) i potom se novodobiveni izraz kvadrira, onda se dobije
sljededi izraz:

KPO2+k20% =x? -4 +40% +y? (14.256)
odakle slijedi da je:
2
2+d [2]‘ E y2 = 42[]‘ (14.257)
k™ -1 k™ -1
pa je nakon nadopune na puni kvadrat:
2 2 2 2
2 4 4 2
(x+ ﬁlj +y* = F’ + 2@ 2=( ?’QJ (14.258)
k™ -1 k“=-1 (k-1 k™ -1
Izraz (14.258) jest jednadZba kruZnice (Slika 14.43):
(x+b) +y*=R* Rzz?fk . b= 22@ _R (14.259)
k™ -1 k-1 k
A
R
+/1 2.a _ﬂ/ X
=i ]
Slika 14.43. Graficki prikaz ekvipotencijalne kruZnice i parametara b i D
Vrijedi da je:
2
D=20h+b=204+ 22Du =2D;D€ =Rk (14.260)
k" -1 k~ -1
paje:
2
p=R_R" (14.261)
k D
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Uz supstitucije:
b=s-a ; D=s+a (14.262)

iz izraza (14.260) i (14.261) dobije se da je:

+
=R _s*ta o 2o p (14.263)
s—a R

gdje je s najkraca udaljenost sredista ekvipotencijalne kruZnice od simetralne ravnine, dok je a najkraca
udaljenost izmedu pojedinog vodica i simetralne ravnine (Slika 14.44). Na simetralnoj ravnini skalarni
elektri¢ni potencijal jednak je nuli.

¢ = konst. p=0

Slika 14.44. Graficki prikaz ekvipotencijalne kruZnice i parametara s i a

Prema Slici 14.45, s+a je najkraca udaljenost izmedu srediSta ekvipotencijalne kruZnice oko
pozitivnog naelektriziranog vodica i negativno naelektriziranog vodica, dok je s —a najkraca udaljenost
izmedu srediSta ekvipotencijalne kruZznice oko pozitivnog naelektriziranog vodi¢a i pozitivno
naelektriziranog vodica.

¢ = konst.

7(x,y)
)

s—a
) s+a .

Slika 14.45. Graficki prikaz ekvipotencijalne kruZnice i parametara s+ai s—a

Prema izrazu (14.263), vrijedi da je za r, >1;:

= == "= =k>1 ; ¢>O (14.264)

A T2 = A |:ﬂns+a= A I]nR
2y n 2WnlE R 27l s-a

¢= (14.265)

dok je za r, <n:
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. $<0 (14.266)

/1D]r_2/1 s—a AD]R

- n-2 = In = n (14.267)
2rlys n 2Wmle R 27l s+a

Vazno je istaknuti da se dobiveni izrazi za raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala mogu koristiti
1 u slucajevima kada ekvipotencijalnu plohu ispunjava beskona¢no dugi puni cilindri¢ni vodi¢€ ili se pak
cilindri¢ni vodi€ nalazi ispred vodljive ravnine.

14.21. Kapacitet ekscentri¢nih vodljivih cilindara

Neka dva ekscentricna vodljiva vodljiva cilindra imaju polumjere R; i R, te neka su im srediSta
razmaknuta za d (Slika 14.46). Neka je izmedu cilindara savrSeni LIH dielektrik dielektri¢nosti ¢ te neka
je duljina cilindara /.

Slika 14.46. Dva ekscentricna vodljiva cilindra

Uz zanemarenje rubnih efekata, izraz za kapacitet ovih cilindara moZe se dobiti na temelju izraza
(14.265) koji opisuje raspodjelu potencijala dvaju beskona¢no dugih medusobno paralelnih pravocrtnih
vodica naelektriziranih raznoimenim nabojima iste konstantne linijske gustoée A (Slika 14.44), koji se
nalaze u neograni¢enom savrsenom LIH dielektrik dielektri¢nosti €. Dakle, dvije ekscentri¢ne kruznice
izmedu kojih se nalazi savrSeni LIH dielektrik su ekvipotencijalne kruZznice oko pozitivno
naelektriziranog beskonacno dugog pravocrtnog vodica (Slika 14.47). Vrijedi da je:

sf—a2=R12 ; s%—a2=R22 ;0 8, — 8 =d (14.268)

a nepoznanice su: s;, s, 1 a.

Y_Y
A
a

Slika 14.47. Ekvipotencijalne kruznice ekscentricnih vodljivih cilindara
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1z sustava jednadzbi (14.268), slijedi da je:
s22 - slz = (s2 - sl)[ﬂsz + sl) =d [ﬂsz + sl) = R22 —Rlz (14.269)

pa sustav od dvije jednadZbe s dvije nepoznanice glasi:

2 _p2
So=851=d ;5 sy+5 =% (14.270)
¢ija su rjeSenja:
2 _p2 2 _p2
5 =2 R -4, 5 =2 R +4 (14.271)
20 2 20 2
dok je prema izrazu (14.268):
a=s2 —R? =y/s?-R} (14.272)

Skalarni elektri¢ni potencijali obaju cilindara su pozitivni i prema (14.265) opisani su izrazima:

+ +
b= _mita . g = A 274 (14.273)
20rlE R, 20rE R,
pa je elektri¢ni napon izmedu cilindara opisan izrazom:
R +
U=¢ - =—2 mbetnra ., 0 (14.274)
2074 Rl ES2 + a) l
odakle slijedi da je kapacitet ekscentri¢nih vodljivih cilindara:
c=2 - _2rkld (14.275)
U In R, Us; +a)
R, ls, +a)
Ako su cilindri suosni, onda se iz izraza (14.275) dobije sljede¢i izraz:
C = Q 2l BTI? 4 (14.276)
v In—2
R,
jer je:
. $1 +a _
lim =1 (14.277)
d-0 S2 +a

14.22. Kapacitet voda kojemu su vodici razlicitog polumjera

Neka dvoZi¢ni vod tvore dva osamljena beskona¢no duga pravocrtna vodica razli€itih polumjera R,
i R, te neka su im srediSta razmaknuta za d (Slika 14.48). Neka je oko cilindara neogranic¢eni savrSeni
LIH dielektrik dielektri¢nosti ¢.

U ovom slucaju vrijedi da je:
st —a’* =R} ; s3-a*=R} ; s +s,=d (14.278)

a nepoznanice su: sy, s, 1a.
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A

Y__Y.

S

S2

A

Slika 14.48. DvoZicni vod kojemu su vodici razlicitog polumjera
1z sustava jednadzbi (14.278), slijedi da je:
s% - slz = (52 + sl)[Qsz - sl)=d [Qsz - s1)=R22 —Rlz (14.279)

pa sustav od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice glasi:

2 _p2
s ts,=d o sy-s :% (14.280)
¢ija su rjeSenja:
2 _p2 2 _p2
gt BB R R d (14.281)
2 204 204 2

dok se @ moZe izraCunati iz izraza (14.272).
Skalarni elektri¢ni potencijali vodi¢a, prema izrazima (14.265) i (14.267), opisani su izrazima:

+ R
b= _mite . g A gy R (14.282)
20rlE R, 2rlE sy *a
pa je elektri¢ni napon izmedu vodica opisan izrazom:
+ +
U=¢, -6, A gt *a) (14.283)

IV 73 R, R,

odakle slijedi da je jedini¢ni kapacitet voda, ili druk¢&ije re¢eno kapacitet po jedinici duljine voda,
opisan izrazom:

= 2Lnte (14.284)

A
U ln(s1 +a)lls, +a)
Rl mZ

C=

Ako su vodici istog polumjera R, onda je s; =s, =, pa je jedini¢ni kapacitet takvog voda opisan

izrazom:
c=2 = ”Ef (14.285)
v lns a
R

azad>> R, slijedi da je a = s, s + a=d pa je jedini¢ni kapacitet takvog voda:

A _nlE_ mlE
v lni lnE
R R

Cc= (14.286)

gdje je d najkraca udaljenosti izmedu osiju vodica.
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14.23. Kapacitet cilindri¢nog vodica ispred vodljive ravnine

Neka se beskonacno dugi pravocrtni ekvipotencijalni vodi¢ polumjera R nalazi ispred vodljive
ravnine kojoj je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli te neka je ravnina od srediSta vodica udaljena
za s (Slika 14.49). Neka je u poluprostoru oko vodica savrSeni LIH dielektrik dielektri¢nosti e. RjeSenje
je isto ako se vodljivi cilindar nalazi ispred vodljivog poluprostora (Slika 14.50), kao Sto je npr. tlo,
kojemu je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli. Drugim rije¢ima, na rjeSenje ne utjece znacajka
sredstva koje se nalazi u poluprostoru iza vodljive ravnine kojoj je, po pretpostavci, skalarni elektri¢ni
potencijal jednak nuli.

=0

Slika 14.49. Beskonacno dugi cilindricni vodic ispred vodljive ravnine

Neka se na cilindricnom vodicu nalazi pozitivni elektricni naboj linijske gutoce +A, a utjecaj
vodljive ravnine, kojoj je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli, moZe se uzeti u racun tako da se po
metodi odslikavanja pozitivni naboj odslika u negativni naboj linijske gustoe —A (Slika 14.51), jer to
osigurava da je na mjestu na kojem se nalazi vodljiva ravnina skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli.
Dakle, zadovoljeni su svi grani¢ni uvjeti. Dobiveno rjeSenje vrijedi samo u poluprostoru u kojem se
nalazi beskona¢no dugi ekvipotencijalni cilindri¢ni vodic.

Y.

Y

Slika 14.51. Stvarni i odslikani linijski naboj u neogranicenom savrsenom
LIH dielektriku dielektricnosti &
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Zadani su s i R, dok je nepoznat iznos veli¢ine a koja se racuna iz izraza:

s’—a>=R? ; a=,s*-R? (14.287)

Skalarni elektri¢ni potencijal vodi¢a, prema izrazu (14.265), opisan je izrazom:

A s+a
= 14.288
¢ i R ( )
pa je jedini¢ni kapacitet vodica:
c=A _ 2rE (14.289)
b pite
R
Za s >> R, slijedi daje a=s, s + a = 2-s pa je jedini¢ni kapacitet takvog vodica:
C :i . 2 (14.290)

Iz izraza (14.285) 1 (14.289) slijedi da je, za isti a, s i R, jedini¢ni kapacitet beskona¢no dugog vodic¢a
ispred vodljive ravnine dvostruk u odnosu na jedini¢ni kapacitet voda koji ima vodic¢e jednakih
polumjera R.

14.24. Tankozicani vodi¢i i metoda srednjeg potencijala
Neka je pravocrtni odsjecak (segment) cilindricnog vodic¢a polumjera r,, duljine ¢, naelektriziran

elektricnim nabojem Q (Slika 14.52). Neka je elektri¢ni naboj jednoliko rasporeden po plastu odsjecka
vodica. Neka se odsjecak vodi¢a nalazi u neogranicenom savrSenom LIH dielektriku dielektricnosti ¢.

g ‘Lz"’o
/ A

Slika 14.52. Pravocrtni odsjecak cilindricnog vodica

Ako je r, <</, moZe se koristiti tankoZi¢ana aproksimacija po kojoj se pretpostavlja da se sav naboj
nalazi na osi odsjecka vodi€a, a traZi se raspodjela potencijala u tockama izvan odsje¢ka vodica,
ukljucujuéi povrSinu odsjecka vodi€a. Potencijal unutar odsjeCka vodia jednak je potencijalu na
njegovoj povrSini. Buduéi da se u numeri¢kom modelu naboj Q nalazi na osi odsjecka vodica, on se on
nadomjesta linijskim nabojem kojemu je linijska gusto¢a A opisana izrazom:

=% = konst. (14.291)

Radi jednostavnosti, odsjecak se zadaje u lokalnom 2D koordinatnom sustavu (u, v), u kojem leZe os
odsjecka vodica i to¢ka promatranja 7(u, v). PoloZaj odsjecka u (x, y, z) sustavu je proizvoljan. Prema
Slici 14.53, tocka T(u, v) u kojoj se racuna skalarni elektri¢ni potencijal moZe biti u prvom ili u drugom
kvadrantu lokalnog koordinatnog sustava (u, v).

U neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢, diferencijal skalarnog elektri¢nog
potencijala opisan je izrazom:
Ald: Q [dr _ Q Ut
AnEG AEDG  4mrog(-o)? +2

dg =

(14.292)
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T(u,v)

u,t

Slika 14.53. Odsjecak cilindricnog vodica u lokalnom koordinatnom sustavu (u, v)
Slijedi da je:

_ 0 0 dt
AET =) =) 402

2

¢ (14.293)

a nakon integracije dobije se da je raspodjela skalarnog elektricnog potencijala oko tankoZi¢anog
odsjecka vodica opisana izrazom:

u
Q Arsh—2 — Arsh—2 (14.294)

¢ = 4TE v v

Budué¢i da je:

2
Arsh ¥ =1n| Y+ 1+(2J =ln(w+\/v2+w2j—lnv (14.295)

1% 1% 1%

izraz (14.294) poprima novi oblik:

Y= imzn 2
ofog) 2o
vitiu—— + u-—
2 2

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala je osnosimetricna s obzirom na lokalnu os u. Lako se
moZe pokazati da su ekvipotencijalne plohe, opisane izrazima (14.295) i (14.296), rotacijski elipsoidi sa
ZariStima na krajevima osi vodica, S$to zna¢i da su u lokalnom koordinatnom sustavu (u, v)
ekvipotencijalne linije elipse sa ZariStima na krajevima osi vodica (Slika 14.54).

(14.296)

Slika 14.54. Ekvipotencijalne linije oko odsjecka cilindricnog vodica
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Raspodjela skalarnog elektriénog potencijala duZ plaSta odsjecka vodi¢a opisana je izrazom:

9 A% !
Q On

Alrled \/ 2
2
1y +(u—2j + u-

i graficki je prikazana na Slici 14.55.

p=P(u,r,) = (14.297)

N~

o, ) A

u

N,
>

Slika 14.55. Raspodjela skalarnog elektricnog potencijala du? odsjecka vodica

Slika 14.55 prikazuje dobivenu aproksimaciju raspodjele potencijala duZ plasta odsjecka vodica pa
time i duz odsjecka vodica. Medutim, taj potencijal je u stvarnosti konstantan. Taj se fizikalno konstantni
potencijal moZe aproksimirati na viSe nac¢ina. Ako se skalarni elektri¢ni potencijal neke tocke odsjecka
vodica proglasi skalarnim elektri¢nim potencijalom odsjecka vodica, takva se metoda naziva metodom
kolokacije u to¢ki, a aproksimacija bitno ovisi o izboru kolokacijske tocke. Dakle, metoda kolokacije u
tocki je loSa aproksimacijska metoda, a puno bolja aproksimacijska metoda jest metoda srednjeg
potencijala. Metoda srednjeg potencijala je poseban sluc¢aj Galjorkin-Bubnovljeve metode.

Po metodi srednjeg potencijala, skalarni elektri¢ni potencijal odsjecka vodica @ aproksimira se
srednjim potencijalom duz plasta odsjecka vodica (Slika 14.56):

O=¢p =

ST

O\ @(u, ry) Ldu (14.298)

€\|>—*

o |~ | =

>

o(u, 1)

/ \EC’):@M

u
Ny,
>

Slika 14.56. Aproksimacija skalarnog elektricnog potencijala odsjecka vodica
po metodi srednjeg potencijala

Iz izraza (14.297) 1 (14.298), nakon analiticke integracije, dobije se sljedeci izraz za skalarni
elektri¢ni potencijal odsjecka vodi¢a po metodi srednjeg potencijala:
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O=0,=G(,r,)D (14.299)

gdje je G(/, r) vlastiti potencijalni koeficijent odsjecka vodi€a. Vrijedi da je:

1 / 02
G(l,v)=———— M¢[Arsh— ~ ———u—— (14.300)
207 v 24 4y

ili druk¢ije pisano:

G(,v)=

(14.301)

1 %Mﬂn\/e%vzw_ 0 ]

2z @? v Jo2 402+

Ekvipotencijalni pravocrtni tankoZi¢ani cilindriéni vodic ili pak ekvipotencijalna mreZa vodica, koja
se nalazi u savrSenom LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢, moZe se u numerickom modelu podijeliti na n
tankozicanih odsjecaka. Po metodi srednjeg potencijala moZe se formirati sustav linearnih jednadzbi,
gdje je poznat ukupni elektri¢ni naboj vodica ili mreZe vodica Q, a nepoznanice su elektri¢ni naboji
odsjecaka i potencijal mreZe vodica.

Po metodi odslikavanja, u ra¢un se moZe uzeti i utjecaj vodljive ravnine, kao §to je npr. povrSina tla.
Tada potencijalni koeficijenti sadrze doprinos stvarnih i odslikanih odsjecaka vodi¢a. Matrica
potencijalnih koeficijenata dobivena metodom srednjeg potencijala jest simetri¢na matrica.

Sustav linearnih jednadzbi glasi:

ay, - a, -1|[ & 0
= (14.302)
an,l an,n -1 Qn 0
L - 1 s - 1 O ] <pmr - Q
gdje su:
D, =P =@, =---=@, - skalarni elektri¢ni potencijal mreZe vodica,

@, - skalarni elektri¢ni potencijal k-tog odsjecka cilindri¢nog vodica,
O - elektri¢ni naboj k-tog odsjecka cilindri¢nog vodica,
dix =0y i=1,2,..,n ; k=1,2,...,n - potencijalni koeficijenti.

Prema izrazima (14.299) i (14.301), vlastiti potencijalni koeficijenti odsje¢aka u neograni¢enom
savrsenom LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢, opisani su izrazom:

1 NGRITREZ 2
a; =G, ry)=———WiIh— - ——— (14.303)
| 2Tt oi giz +r021 + o

gdje je:
£, - duljina i-tog odsjecka vodica,
To; - polumjer i-tog odsjecka vodica.
Ako se dva odsjecka nalaze u neograni¢enom savrsenom LIH dielektriku dielektri€nosti ¢ te su

medusobno paralelni na nacin prikazan na Slici 14.57 i razmaknuti za d, onda je njihov medusobni
potencijalni koeficijent opisan izrazom:
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JO2+d? +0, 2
ai,k=G(fi,d)=; /, n+— : b

- (14.304)

20wl | d [P +d® +d

gdje su duljine ovih dvaju odsjec¢aka medusobno jednake, tj. ;= /.

5 /i |

: A
i Lo |d
i Kk i

Slika 14.57. Poseban slucaj paralelnosti dvaju odsjecaka vodica

Ako se radi o opéem slucaju paralelnosti dvaju odsjecaka vodica (Slika 14.58), onda se k-ti odsjeak
vodi¢a promatra u lokalnom koordinatnom sustavu (u, v) i-tog odsjecka vodi¢a. U tom lokalnom
koordinatnom sustavu krajnje tocke k-tog segmenta su: T, (uy, v )1 T, (uy, vy ).
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Slika 14.58. Op¢i slucaj paralelnosti dvaju odsjecaka vodica

Ako se dva odsjecka nalaze u neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku dielektri€nosti ¢ te su
medusobno paralelni na nacin prikazan na Slici 14.58, onda se njihov medusobni potencijalni koeficijent
moZe opisati sljede¢im izrazom:

1

a,-———UC,+C,-C;-C 14.305
i~ iz, o, e, +¢,-¢,-¢,) ( )
gdje su pomo¢ne funkcije C,, opisane izrazima:
C, = wp, Eﬂn(\/wﬁl +vi +wmj - Jwi+vl 5 m=1,2,3,4 (14.306)
?; ?; ?; L
Wy Su,+—L ;. ow, =y —— , o wa=u+t—=L . w,=u,——+ 14.307
1= T 27T 37T 4=t T ( )

Medusobno neparalelni (kosi i okomiti) odsjecci vodica leZe u istoj ravnini ili pak u medusobno
paralelnim ravninama. Dakle, ako neparalelni odsjecci vodica ne leZe u istoj ravnini, onda postoje dvije
i samo dvije medusobno paralelne ravnine u kojima oni leZe (Slika 14.59). Ako lezZe u istoj ravnini, to
je poseban slucaj dviju paralelnih ravnina koje su se preklopile. Neka su odsjecci vodica orijentirani od
tocke P prema tocki K. To znaci da je kut a U (O, IT).

Medusobni potencijalni koeficijent dvaju neparalelnih odsjec¢aka vodica u neograni¢enom savrSenom
LIH dielektriku dielektri¢nosti ¢ definiran je izrazom:

1 $k ”deﬂi
o J e

= (14.308)
4DTDE‘U71 Rk C(P e I’i’k

ai x

gdje je:
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hik =J<‘2 +n* +D* -2[£ [ [Gosa (14.309)

Parametri p, g, /p, Mk, @ 1 D mogu se lako izracunati iz globalnih koordinata pocetnih i krajnjih
toCaka odsjecaka vodica.

Slika 14.59. Opci slucaj neparalelnosti dvaju odsjecaka vodica

Rjesenje integrala (14.308) jest Cejtlinova formula koja glasi:

1

=G L QA(E 7,) + Al ) - Al& ) - AlEm, )] (14.310)

Qi

gdje je:
A(En) = EEHn(/]—EEcosa'ﬂg,k) + /7D]n({—/7 Etosa’+ri,k)

(14.311)
+n+r
+ 2D ﬁrctg[w Diggj

sina D 2

Ako postoji viSe ekvipotencijalnih mreZa tankoZicanih vodi€a, onda sustav linearnih jednadzbi
(14.302) treba prositi dodavanjam jo$ jedne nove jednadZbe 1 jo§ jedne nove nepoznanice za svaku novu
dodatnu ekvipotencijalnu mrezu vodica.

14.25. Parcijalni kapaciteti

Neka u neogranicenom saveSenom LIH dielektriku ima ukupno n vodljivih naelektriziranih tijela.
Tada vrijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal i-tog vodljivog tijela:

n
¢i =Zai’k @k 5 izl, 2,...,n (14312)
k=1
gdje su:
@, - skalarni elektri¢ni potencijal i-tog vodljivog tijela,
O - elektri¢ni naboj k-tog vodljivog tijela,

a.

ks 1=1,2,..,n 5 k=1,2,...,n- potencijalni koeficijenti.
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Ako se uzima u racun i utjecaj tla, koje se u elektrostati€kom slu€aju smatra vodljivim tijelom, onda
se uzima da je skalarni elektric¢ni potencijal tla jednak nuli te se povrSina tla aproksimira ravninom.

Sustav linearnih jednadzbi (14.312), u opéem slucaju, u matri¢nom zapisu glasi:

&, ay - A, 0,
e : ; (g =la]l{0} (14.313)
) |4 a |

n,1
gdje je:
{¢} - vektor (jednostupcasta matrica) skalarnih elektri¢nih potencijala vodljivih tijela,
{Q} - vektor (jednostupcasta matrica) elektri¢nih naboja vodljivih tijela,
[a] - matrica potencijalnih koeficijenata.

Ako su zadani skalarni elektri¢ni potencijali vodljivih tijela, onda vrijedi da je elektri¢ni naboj i-tog
vodljivog tijela:

0, => Bi# ; i=L2,..,n (14.314)
k=1

gdje su ,Bi’k ;1=1,2,..,n ; k=1,2,...,n takozvani kapacitivni koeficijenti.
Sustav linearnih jednadzbi (14.314) u matriénom zapisu glasi:

Ql L /Bl,n ¢1

- .o - ;{01 =1B81l1{¢} (14.315)
Qn ﬁn,l lgn,n ¢n

gdje su matrica kapacitivnih koeficijenata [£] i matrica potencijalnih koeficijenata [@] medusobno
inverzne matrice:

[B)=[a]’ (14.316)

Elektri¢ni naboji vodljivih tijela mogu se izraziti i na sljede¢i nacin:

n
Qi =ZCLk[ﬂ]i,k 5 i:1,2,...,n (14317)
k=1
gdje su:
Cix:1=12,..,n ; k=1,2,...,n - takozvani parcijani kapacitet,

Ui 1=1,2,..,n ; k=1,2,..., n-elektricni naponi izmedu vodljivih tijela.

Vrijedi sljede¢i izraz koji povezuje elektricne napone izmedu vodljivih tijela i skalarne elektri¢ne
potencijale vodljivih tijela:

¢, zai=k
Uiy = (14.318)

Matrica parcijalnih kapaciteta jest simetri¢na matrica:
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Cl,l T Cl,n
[c]=| + . ;G =Cyj (14.319)
c C

n,l n,n

Za sustav od n vodljivih tijela vrijedi da je:

Ci,k =- ﬂi,k Za 1 z k (14.320)

n
Cii=2 B (14.321)

k=1

te vrijedi da je:
Bix=-Cy 7aiZk (14.322)
n

Bi=> Cix (14.323)

k=1

Sustav vodljivih tijela moze se opisati nadomjesnom Semom parcijalnih kapaciteta, gdje se parcijalni
kapacitet C; spaja izmedu i-tog i k-tog ¢vora.

14.25.1. Parcijalni kapaciteti dvozi¢nog elektricnog voda

Neka se dvoZzicni elektricni vod sastoji od dva tankoZic¢ana beskonacno duga pravocrtna, medusobno
paralelna, vodi¢a naelektrizirana nabojima linijske gustoce 4 i 4,. Neka se vod nalazi u zraku iznad tla,
kojemu je skalarni elektricni potencijal jednak nuli (Slika 14.60). Neka je polumjer obaju vodica
1y <<d. Neka je zrak savrSeni LIH dielektik.

Slika 14.60. DvoZicni elektricni vod iznad tla

Utjecaj tla na raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala moZe se uzeti u racun tako da se grani¢ni
uvjet na povrSini tla zadovolji koriStenjem metode odslikavanja. Po metodi odslikavanja dva
naelektrizirana vodi¢a u zraku (dielektricnom poluprostoru) nadomjeStaju cetiri vodica u
neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku kojemu je dielektri¢nost jednaka dielektri¢nosti zraka (Slika
14.61). Dakle, osim stvarnih vodi¢a postoje i odslikani vodici koji su njihove zrcalne slike, a odslikani
elektri¢ni naboj je suprotnog predznaka od pripadnog stvarnog elektri¢nog naboja.
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di /iz
Slika 14.61. DvoZicni elektricni vod i njegova slika u neogranicenom LIH zraku

1z izraza (14.252) slijedi da su skalarni elektri¢ni potencijali vodica opisani izrazima:

P, = A g2, A gD (14.324)
2rlE, I 2, d
¢, = A gDy A g2 (14.325)
2, d 2rlE, T
Sto u matricnom zapisu glasi:
& ay G| A
= ;{9 =lall{A} (14.326)
9, a1 an ] A
gdje je matrica potencijalnih koeficijenata:
In 2ty lng
I
[a]= : Di@ 1; . (14.327)
o1 In— In=——2
d I
Nadalje je:
(A =1810¢) =[a]” Lig) (14.328)
gdje je matrica jedini¢nih kapacitivnih koeficijenata:
B B 1 Up ~0ip
[B1=lal" = (14.329)

S, ., —a,
By B =t e CY T (P

pa je matrica jedini¢nih parcijalnih kapaciteta:
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Bt Bz =Bz
[c]= (14.330)
=B Boit Bop

Jedini¢ni parcijalni kapaciteti opisuju kapacitivnu sprega izmedu vodica kao i kapacitivnu sprega
izmedu pojedinog vodica i tla (Slika 14.62).

O——

Ci—— —_—— (y,

Slika 14.62. Jedinicni parcijalni kapaciteti

Iz izraza (14.317) 1 (14.319), dobije se da je:

_— In 2tk - lng
2 Ty
[Bl=[al" = 0 (14.331)
in 2 gy 2 42 D m2 n 2
To To d d Ty
pa je, prema izrazu (14.330):
In 2 UZ?DW lng
7
[cl=—5 2 D;g" 5 ’ (14332)
In=—LIn==2 -In*= ln2 lnzml1 A
To To d d r, D

Pogonski jedini¢ni kapacitet dvoZi¢nog voda s uraCunatim utjecajem tla jest ukupni jedini¢ni
kapacitet izmedu dva vodica:

Cl,l B:‘2,2

C=Cp+—7—
G+ Cyp

(14.333)

14.25.2. Parcijalni kapaciteti medusobno paralelnih odsjecaka vodica

Neka se dva pravocrtna cilindri¢na odsjecka vodica, duljine ¢, medusobno paralelna i udaljena za d
(Slika 14.63). Neka su naelektrizirani nabojima Q; i O». Neka se vodici nalaze u zraku na visini /1 1 i
iznad tla, kojemu je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli (Slika 14.64). Neka je polumjer obaju
vodic¢a r, <<d. Neka je zrak savrSeni LIH dielektik. Parcijalne kapacitete vodica treba odrediti po
metodi srednjeg potencijala. Utjecaj tla na raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala moZe se uzeti u
racun tako da se grani¢ni uvjet na povrsini tla zadovolji koriStenjem metode odslikavanja (Slika 14.65).

116



I —Y

Slika 14.63. Dva medusobno paralelna cilinricna odsjecka vodica

d

-1

0>

Slika 14.64. Dva tankoZicana odsjeka vodica iznad tla

-0,
Slika 14.65. Dva odsjecka vodica i njihove slike u neogranicenom LIH zraku
Po metodi srednjeg potencijala linijska se gustoc¢a elektricnog naboja duZz osi tankozZi¢anog odsjecka

(segmenta) vodica aproksimira konstantom, dok se skalarni elektri¢ni potencijal odsjecka vodica
aproksimira se srednjim potencijalom duz plasta odsjecka, $to je detaljno opisano u potpoglavlju 14.24.

Vrijedi da je:
b, ay 0| O

= ;/11=& ; /12=& (14.334)
b, ay; 0yn| |
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gdje su @, i @, (srednji) skalarni elektri¢ni potencijali odsjecaka vodica, dok su Q; i Q, elektri¢ni
naboji odsjecaka vodica.

Prema izrazu (14.303) i Slici 14.61, matrica potencijalnih koeficijenata, dobivena po metodi srednjeg
potencijala uz uracunati utjecaj tla, opisana je izrazom:

a;,, ap G, ip)-GU,2y) G(,d)-G(,D)
[al= = (14.335)
a,; 0, G(l,d)-G(,D) G, 1r)-G,2h)

gdje je, prema izrazu (14.301), u slu€aju kada je savrSeni LIH dielektrik zrak:

N+ +l ?

G(t,v)=——— [/ (14.336)
20(E, v JP+? 4y

Matrica kapacitivnih koeficijenata dobije se inverzijom matrice potencijalnih koeficijenata, $to je
opisano izrazom (14.335):

1 B Bz 1 Ay 0
[Bl=la]l” = = (14.337)
By B A 21
pa je matrica parcijalnih kapaciteta opisana izrazom:
Gy G Bt B - Bz
[c]= = (14.338)
G Gy =By Bt Bao

S obzirom na to da su prethodni izrazi sloZeni, nema smisla traZziti analiticke izraze za ¢lanove matrice
kapacitivnih koeficijenata i clanove matrice parcijalnih kapaciteta.

14.26. Sila na granici dvaju dielektrika i sila na elektri¢ni naboj

Neka se tockasti elektri¢ni naboj g nalazi ispred dielektricnog poluprostora na udaljenosti d. Neka
se elektricni naboj nalazi u poluprostoru dielektri¢nosti&;, a neka preostali dio prostora ima
dielektriCnost &, (Slika 14.66). Neka je & >¢&,.

]:
A\ 4

Slika 14.66. Tockasti elektricni naboj u cilindicnom koordinatnom sustavu
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Po metodi odslikavanja, lako se dobije da je na granici dvaju dielektrika (z = 0) vektor jakosti
elektri¢nog polja u sredstvu 2:

kr g 1 rié . —-dle,

E,= E, (& + E,, [§,= 14.339
2 2r “r 2z 'z 4DT[]32 \/(d2 +r2)3 ( )
gdje je, prema izrazu (14.130), faktor transmisije:
kp =252 (14.340)
& &

Slijedi da je su na granici dvaju sredstava (z = 0), za & >¢&,, tangencijalna komponenta vektora
jakosti elektri€énog polja i normalna komponenta vektora elektriénog pomaka, u oba dielektrika, opisane
izrazima:

_ — q r
E =FE, = O 14.341
‘ 2 2D1[ﬂ£1 +£2) \/(d2 +r2)3 ( )

D, =Dy =&, (E, =524 g _~d (14.342)

n ~— n

Prema izrazu (14.118), elektri¢ni tlak na granici tih dvaju dielektrika opisan je izrazom:

_ 2
=4 £2EE Dy Efj (14.343)

2 & L&
paje:

2 k d2 r2
=1 R L2 + (14.344)
" osor t51+52)E€51 D(c12+r2)3 (d2+r2)3J

gdje je, prema izrazu (14.129):
_H76
& tT&

(14.345)

faktor refleksije.

Sila na granici dvaju dielektrika dobije se integracijom elektricnog tlaka po grani¢noj plohi z =0, a
sila je usmjerena (orijentirana) od sredstva vece dielektri¢nosti prema sredstvu manje dielektri¢nosti:

Fy =(-&,)0[t; @s = [jt (2 Chle [dr (14.346)
Ser
paje:
— . k B]z Tdrawr S oS
F, =(-¢ )3—2R -2 + (14.347)
& =2 Atnie, +&,) 51%( +r) g( )
Vrijedi da je:
(14.348)

ofdzﬂrﬂtlr =°° 3 Clr _ 1
0(dz+r2)3 o(dz+r2)3 (2@')2

pa je konacni izraz za silu na granici dvaju dielektrika:
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Fyp= (- EZ)GMLBI)Z (14.349)
407, {2 )

Buduci da je, prema izrazu (14.345), za &, > &,, faktor refleksije pozitivan, onda su stvarni elektri¢ni

naboj ¢ i odslikani elektri¢ni naboj istoimeni (Slika 14.67), $to znaci da se medusobno odbijaju pa je
sila na elektri¢ni naboj g:

(14.350)

BN
N

\ 2

QU

i
<
S
Y.

A
Y

Slika 14.67. Stvarni i odslikani elektricni naboj

Zakljucak: Sila na granici dvaju dielektrika jest posljedica teznje da sredstvo vece dielektri¢nosti potisne
sredstvo manje dielektri¢nosti. Sila na elektricni naboj jednaka je po iznosu sili na granici dvaju
dielektrika, ali je suprotnog smjera. Ako je elektricni naboj u sredstvu vece dielektri¢nosti, on se nastoji
otisnuti $to dublje u sredstvo veée dielektri¢nosti. Sukladno zakonu akcije i reakcije, moZe se reci da se
sredstvo manje dielektricnosti i elektricni naboj u sredstvu vece dielektri¢nosti medusobno odbijaju.
Ako se naboj nalazi u sredstvu manje dielektri¢nosti, onda se sredstvo vece dielektri¢nosti i elektri¢ni
naboj medusobno privlace. Dakle, sila na elektri¢ni naboj, koji je stvorio elektrostaticko polje, uvijek je
suprotnog smjera u odnosu na silu na granici dvaju dielektrika. Sve receno opisano je izrazom (14.350).
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14.27. Zadaci

Zadatak 14.1. Na temelju rjeSenja Laplaceove diferencijalne jednadzbe u cilindricnom koordinatnom
sustavu, odredite linijsku gusto¢u naboja beskonacno dugog cilindricnog kondenzatora. Neka je izmedu
obloga kondenzatora dielektrik relativne dielektri¢nosti &, =10. Neka je unutarnji cilindar na skalarnom
elektricnom potencijalu ¢ = ¢, =100V, a vanjski cilindar na skalarnom elektricnom potencijalu
@= ¢, =0V. Neka je a=1cm, b =2 cm. Neka se os z cilindricnog koordinatnog sustava poklapa s osi
cilindri¢nog kondenzatora. Neka je linijska gustoca naboja po pojedinom cilindru konstantna.

<)

Slika 14.68. Beskonacno dugi cilindricni kondenzator
Rjesenje:

U cilindricnom koordinatnom sustavu (7, ¢, z), Laplaceova diferencijalna jednadzba skalarnog
elektricnog potencijala opisana je izrazom (14.168), koja za osnosimetri¢ni problem, odnosno za

¢ =o(r), glasi:

1 d do
Ap= ——-|r-— | =0 14.351
4 r dr ( er ( )
odakle slijedi da je:
P9 o 40 G (14.352)
dr dr r
paje:
dr
p=C-[— = CGInr+C, (14.353)
r
gdje su C; 1 C, nepoznate konstante.
1z rjesenja (14.353) Laplaceove diferencijalne jednadzbe (14.351) i zadanih grani¢nih uvjeta:
9, = 0.=100V : ¢ _ =¢,=0V (14.354)
dobije se sljedeci sustav linearnih jednadzbi:
Ci-lna+C, =9, (14.355)
Ci-nb+C, =¢, (14.356)

¢ija su rjeSenja:
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C=—%"% o +PaTP yp (14.357)
b b
In— In—
a a

U ovom posebnom slucaju, jakost elektricnog polja u dielektriku cilindricnog kondenzatora
definirana je sljede¢im izrazom:

E:—w:—%.a (14.358)

pa je prema izrazima (14.353) 1 (14.358):

F=-S.;
r

(14.359)

Pomoc¢u Gaussovog zakona lako se dobije izraz (14.33) za jakost elektrinog polja u dielektriku
cilindricnog kondenzatora, koji glasi:

et G (14.360)
2-w-g-r
1z izraza (14.359) 1 (14.360) slijedi da je linijska gustoca naboja cilindricnog kondenzatora:
z:-z.ﬂ.g.cl=2'”b‘g.(¢a—¢b) (14.361)
In—
a
pa se, nakon uvrstenja zadanih podataka, dobije da je:
2000 7 -
A= % = 80260736108 C/m =80,260736 nC/m (14.362)
n

Budu¢i da je unutarnji cilindar na visem skalarnom elektricnom potencijalu u odnosu na vanjski
cilindar, na unutarnjem cilindru se nalazi pozitivni naboj linijske gustoce A, a na vanjskom cilindru
negativni naboj linijske gustoce - 4, kao §to je prikazano na Slici 14.19.

Zadatak 14.2. U zraku prostorni elektricni naboj formira kuglu i ima konstantnu volumnu
gustoéu p, =1 nC/m?. Pomocu Gaussovog zakona odredite funkciju skalarnog elektri¢nog potencijala
u svim tockama prostora sfernog koordinatnog sustava. Neka je polumjer kugle 7, =1 m.

& i &y
Po

Slika 14.69. Elektricni naboj u obliku kugle
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Rjesenje:
Unutar kugle (podrucje 1) vrijedi da je:

§D,-dS=1p,-dV =0y (14.363)
S vV

gdje je zatvorena ploha S sfera polumjera » <7, (Slika 14.69).

Raspodjela vektora elektricnog pomaka je centralno simetri¢na pa iz izraza (14.363) slijedi da je:

DI.S=01.4.r2.;z=pO.V=p0.§.r3.;z (14.364)
odakle slijedi da je:
p =L, . Eg=SLo., (14.365)
3 3‘80

Izvan kugle (podrucje 2) vrijedi da je:

§D,-dS =] p,-dV =0y (14.366)
S 14

gdje je zatvorena ploha S sfera polumjera » > 7, (Slika 14.69).

Raspodjela vektora elektricnog pomaka je centralno simetri¢na pa iz izraza (14.366) slijedi da je:

Dz.S=Dz.4.r2.ﬂ=p0.V0=p0%.r03-;z (14.367)
odakle slijedi da je:
3 3
Po o Po T
D,=—">-— ;, E,=——— 14.368
23,2 27 3.8 42 ( )

Jakost elektri¢nog polja definirana je sljede¢im izrazom:
r_ __ap
E=-Vp=——"¢, (14.369)

pa je raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala opisana sljede¢im izrazima:

2
Po-T Po T
=—-|\E-dr =—|—/7—dr =————+C 14.370
2 J 1 .[3.80 38, 2 1 ( )
Po ’”03 Po ’”03
=—|Ey-dr =—|—— —-dr = ———+C 14.371
20) _[ 2 _[3.80 2 g, r 2 ( )

Uobicajena je pretpostavka da je referentna tocka, u kojoj je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli,
u beskonacnosti, odakle slijedi da je konstanta C, =0 pa je:

3
o, = L0 g sy (14.372)
3.6 1
Iz uvjeta:
al,_, =l (14.373)
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lako se dobije da je:

2 2
C = Poli .[Hl}—/’o i (14.374)
3-& 2 2.5

pa je, prema izrazima (14.370) i (14.374), raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u podrucju 1
opisana sljede¢im izrazom:

2
o =&.(r02 —%J za r<r (14.375)

Nakon uvrstenja zadanih podataka, dobije se da je:

2
¢1=56,47o4533.(1—%J V za r<lm (14.376)

Q) = 37.64696889 V za r>lm (14.377)

r

Zadatak 14.3. U zraku prostorni naboj formira kuglu 1 ima konstantnu volumnu
gustoéu p, =1 nC/m>. Na temelju rjeSenja Poissonove diferencijalne jednadzbe odredite funkciju
skalarnog elektricnog potencijala u svim tockama prostora sfernog koordinatnog sustava. Neka je
polumjer kugle 7, =1 m.

Rjesenje:

Ovaj je zadatak tekstualno gotovo isti kao i prethodni zadatak pa mu se moze pridruziti Slika 14.69,
a ova se dva zadatka razlikuju samo u nacinu rjeSavanja.

U sfernom koordinatnom sustavu (r, 3, ¢) laplasijan skalarnog elektricnog potencijala opisan je
izrazom (14.87), koji za centralno simetri¢ni problem, odnosno za ¢ = ¢(r), glasi:

1 0 2 6(0
Ap=——|r" — 14.378
¢ r2 af'( 6?’} ( )
pa za centralno simetri¢ni problem Poissonova diferencijalna jednadzba glasi:
1 d ) do P
Ap=——-| 1" — | =—= 14.379
¢ r2 d?’( d?’J & ( )
U ovom konkretnom slucaju vrijedi da je:
1 d 2 do Po
Apj=—-—-|r~-— | =—=2 za r<py, 14.380
(01 rz d?’ ( d?’ 80 0 ( )
1 d 2 d(Dz
Apy=——-|r*-—=|=0 za r>r 14.381
%) rz dr ( dr 0 ( )

Nakon dvostruke integracije prethodnih dvaju izraza, dobiju se sljede¢i izrazi:

2
¢1=_%.%.%_%+cz 2 rer, (14.382)
0
C3
p,=——=+C, za r>r, (14.383)
r
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Iz uobicajene pretpostavke da je referentna tocka u beskonacnosti, slijedi da je konstanta C, =0.
Osim toga, za r =0 skalarni elektri¢ni potencijal mora biti konacan, odakle slijedi da je konstanta
C, =0. Nakon uvrStenja ovih konstanti, izrazi (14.382) 1 (14.383) poprimaju novi oblik:

1 : C
o=——20. o g, =—— (14.384)
3 & 2 r
Izrazi (14.384) trebaju zadovoljiti granicne uvjete:
doy dp,
¢1|r:r0 ¢2|r:r0 0 dr . 0 dr . ( )
Na temelju zadovoljenja grani¢nih uvjeta, lako se dobije da je:
Po-Ty Po 15
C, =222 ; (C=-=-2 (14.386)
2.8, 3.5,

paje, premaizrazima (14.384)1(14.386), raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala opisana sljedec¢im
izrazima:

2
o =L 2Dz <y (14.387)
2-¢, 3
3
o, = L0 g sy (14.388)
36 1
Nakon uvrstenja zadanih podataka, dobije da je:
2
@, =56,4704533- 1—? V za r<lm (14.389)
0, = 37,64696889 V za r>lm (14.390)

7

Zadatak 14.4. Odredite jednadZbu ekvipotencijalne plohe nultog skalarnog elektri¢nog potencijala za
dva raznoimena tockasta elektri¢na naboja zadanog iznosa ¢, i g, koji su medusobno udaljeni za d.
Pretpostavite da je |q1|>|q2|. Neka se elektricni naboji nalaze u neograni¢enom LIH dielektriku
dielektri¢nosti ¢.

® d ®

4> 4
Slika 14.70. Dva tockasta naboja u neogranicenom LIH dielektriku

Rjesenje:

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala opisana je sljede¢im izrazom:

oot |4 D (14.391)
dre \n n

gdje je r; udaljenost naboja ¢; od tocke promatranja, dok je r, udaljenost naboja g, od tocke
promatranja.
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Ako su naboji istoimeni, onda je njihova ploha nultog skalarnog elektricnog potencijala u
beskonacnosti. To znaci da ima smisla razmatrati samo slucaj kada su naboji raznoimeni, tj. kada je:

sign g, = —sign q, (14.392)

Tada je ¢ =0 za 1, r, > oo te uslucaju kada je:

N 9 (14.393)
noon
odakle slijedi da je:
N__ 9y (14.394)
n p)

zbog uvedene pretpostavke |q1| > |q2|.

Radi jednostavnosti, moze se uzeti da se naboji nalaze u 2D pravokutnom koordinatnom sustavu (x,
), koji je prikazan na Slici 14.71. To je moguce napraviti jer je ploha nultog skalarnog elektricnog
potencijala osno simetri¢na s obzirom na koordinatnu os x.

y T(x,y)

)

d S
92 4
Slika 14.71. Dva tockasta naboja u 2D koordinatnom sustavu (x, y)

Prema Slici 14.71, vrijedi da je:

A _N@- Yy (14.395)

odakle se, nakon kvadriranja izraza (14.395), lako dobije sljede¢i izraz:

2
X+ 22 d x4 y? = f (14.396)
k=—1 k“—1
koji, nakon nadopunjavanja na puni kvadrat, poprima sljedeci oblik:
2 2 2
[x+—2d J ryr oAk (14.397)
k=1 (kz—l)z

a to je jednadzba kruznice (x - p)2 + y2 =R?, kojoj je srediste na osi x, dok je R polumjer kruznice.
Dakle, ploha nultog potencijala je kuglina ploha (sfera) sa srediStem na osi x.
1z izraza (14.397) slijedi da je:

d d -k
b=—p= P R= g bk (14.398)

gdje su parametri b i R zorno prikazani na Slici 14.72.
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q, d q

ey

Slika 14.72. Linija nultog potencijala u 2D koordinatnom sustavu (x, y)

Prema Slici 14.72, parametar b je pomak srediSta kruznice nultog potencijala ulijevo u odnosu na
tocku u kojoj se nalazi naboj ¢,, dok je D udaljenost naboja g; od srediSta kruznice nultog potencijala.
Vrijedi da je:

2
D=d+b=d+2L=d2k =Rk (14.399)
k“-1 k°-1
odakle slijedi da je:
el @ (14.400)
R q
Iz izraza (14.398) i (14.400), slijedi da je:
2
b=£=R— (14.401)
k D

U primjeni metode odslikavanja, bez analitickog izvoda koriste se dobiveni izrazi:

R R?
G©==—q— ; b=—

14.402
5 5 ( )

Ako je g, =—g¢q,, onda je jednadzba plohe nultog potencijalar; =7,, a to je simetralna ravnina
izmedu dvaju elektricnih naboja

Zadatak 14.5. Odredite iznos jakosti elektricnog polja u tocki T(x,y, z) uzrokovanog pozitivhim
tockastim elektricnim nabojem ¢ koji se nalazi na simetrali prvog kvadranta u ravnini z =0, dok su
ravnine x = 0 1 y = 0 vodljive ravnine.

VA a

N

o2

=0

Slika 14.73. Pozitivni tockasti elektricni naboj ispred dviju
vodljivih poluravnina
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Rjesenje:

Zadatak se moze rijeSiti metodom odslikavanja elektricnog naboja. Stvarni elektri¢ni naboj i tri
odslikana elektricna naboja (Slika 14.74), koji se nalaze u ravnini z = 0, osiguravaju zadovoljenje
grani¢nih uvjeta:

¢|x:0=¢|y:0 =0 (14.403)
y A
ﬁ a
qr =— 9. 2 2 ‘91 =q
a
& 2
X
a >
6‘0 ﬁ
2
a
=9 ®u=-q

Slika 14.74. Stvarni elektricni naboj i odslikani elektricni naboji
Po metodi odslikavanja, cijeli se prostor proglasava savrSenim LIH dielektrikom (zrakom), a
dobiveno rjesenje vrijedi samo u dijelu prostora za koji vrijedi daje x>0, y > 0.

Vektor jakosti elektricnog polja od i-tog elektricnog naboja opisan je izrazom:

_ . Foidryj+r kK
E=—1i & ‘y3J iz (14.404)
4.-7-&, K
gdje je:
N=93=9 ; =91=-4 (14.405)
dok je:
.9 . _ a | _ ) _ 2, 2,2
ik =X=5 5 Ny TYooos i TE n =y 1x +hy + 1 (14.406)
Tyy =X +% 5y =Y —% ;o h,=Z 5 = rzzx + rzzy + rzzz (14.407)
3y =x+% 5 By =Y +% A r32X + r32y + r322 (14.408)
Tay =x—% 5 Ty =Y +% ;o N, =z 5 = r42X + r42y + r422 (14.409)
Vektor ukupne jakosti elektricnog polja opisan je sljede¢im izrazom:
4 4 H K K
- — 1 Fsl+r,-j+r,k
E=YE- S| g W ITRR N (e g B, (14.410)
i=1 478y {2] n

a njegov iznos opisan je izrazom:

E=\E; +E, +E, (14.411)
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Zadatak 14.6. Odredite raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala oko tockastog elektricnog naboja
q koji se nalazi u zraku iznad vodljive ravnine s polukuglastim ispupcenjem polumjera R. Neka je
elektri¢ni naboj za D udaljen od ravnine y =0 te neka se tockasti elektri¢ni naboj i srediste polukuglastog
ispupcenja nalaze u ravnini z = 0.

y I

q

NIV

K =0

Y =

Slika 14.75. Elektricni naboj iznad vodljive ravnine s polukuglastim ispupcenjem
Rjesenje:

Zadatak se moze rijeSiti metodom odslikavanja elektricnog naboja. Stvarni elektri¢ni naboj i tri
odslikana elektricna naboja (Slika 14.76), koji se nalaze u ravnini z = 0, osiguravaju zadovoljenje
grani¢nih uvjeta.

q & —¢
£y
D
E’JJR\é ‘Ib ": b X
&5 :
w

Slika 14.76. Stvarni elektricni naboj i odslikani elektricni naboji

Prema izrazu (14.402), vrijedi da je:
R . ,_F

@ =-q — ; b

14.412
5 5 ( )

Slijedi da je raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u zraku opisana sljede¢im izrazom:

p=—0"1 -[1—1— R K J (14.413)

gdje je:
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1’=\/3c2+(y—D)2+z2 ; rsz\/)c2+(y+D)2+z2 (14.414)

n= 2+ (=P 2 =+ (b)Y 2 (14.415)

gdje je r udaljenost elektri¢nog naboja g od tocke promatranja 7(x, y, z), r, udaljenost elektricnog naboja
— g od tocke promatranja 7(x, y, z), r; udaljenost elektricnog naboja g, od tocke promatranja 71(x, y, z),
a r, udaljenost elektricnog naboja — g, od tocke promatranja 7{(x, y, z).

Zadatak 14.7. Tockasti elektricni naboj g = 10 nC nalazi se na udaljenosti D = 0,1 m od srediSta
uzemljene vodljive kugle polumjera R = 0,05 m. IzraCunajte skalarni elektricni potencijal kugle ako se
prekine uzemljenje, a zatim elektricni naboj ¢ udalji u beskonacnost. Zanemarite utjecaj vodica
uzemljenja na raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala.

' 1
gﬂ U =

Slika 14.77. Elektricni naboj i uzemljena vodljiva kugla

Rjesenje:

Da bi sfera bila na nultom skalarnom elektricnom potencijalu, na povrsini uzemljene vodljive kugle
nalazi se ukupni elektri¢ni naboj:
R

=—q-— 14.416

Eh| q D ( )

Nakon S§to se prekine uzemljenje, elektri¢ni naboj g, ostane na povrsini vodljive kugle, a ako se

potom elektri¢ni naboj ¢ udalji u beskonacnost, onda se elektri¢ni naboj ¢, jednoliko rasporedi po
povrsini vodljive kugle. Tada je skalami elektri¢ni potencijal vodljive kugle:

4 q
= = - =-898,7551788 V 14.417
Phugle 4-w-¢y'R 4.-7-¢y-D ( )

Iz izraza (14.417) slijedi da skalarni elektri¢ni potencijal kugle, nakon prekida uzemljenja i
udaljavanja naboja ¢ u beskonacnost, ne ovisi o polumjeru kugle R.

Zadatak 14.8. Tockasti elektricni naboj ¢ nalazi se u ishodiStu pravokutnog koordinatnog sustava na
udaljenosti D od srediSta naelektrizirane vodljive kugle polumjera R. Neka je skalarni elektri¢ni
potencijal naelektrizirane vodljive kugle @yq.. Odredite iznos skalarnog elektri€nog potencijala i
jakosti elektricnog polja u tocki T(x, y, z).

(.pkug]e

s

Slika 14.78. Elektricni naboj i naelektrizirana vodljiva kugla
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Rjesenje:

Zadatak se moze rijeSiti metodom odslikavanja elektricnog naboja. Stvarni elektricni naboj g¢,
odslikani elektricni naboj g, 1 nadomjesni elektri¢ni naboj ¢, (Slika 14.79), koji se nalaze na
koordinatnoj osi y, osiguravaju zadovoljenje grani¢nih uvjeta.

Slika 14.79. Stvarni, odslikani i nadomjesni elektricni naboj u
neogranicenom LIH dielektriku (zraku)

Elektri¢ni naboji g 1 ¢, osiguravaju konstantan skalarni elektri¢ni potencijal (¢ = 0) na povrSini
vodljive kugle, gdje je:
R

q =—q-5 (14.418)

Da bi kugla bila na potencijalu ¢4, treba postaviti nadomjesni elektriéni naboj g, u srediSte
vodljive kugle, pa je:

___ 1 _
Prugle _m = 'p) _4'72"‘90'R'(0kugle (14419)

Slijedi da je raspodjela elektricnog potencijala u zraku opisana sljede¢im izrazom:

PR S B [ 1 (14.420)
dr-gg \r 1 n

gdje je:

r=ﬂx2+y2+z2 ; 1”1=\/3c2+(y—D+b)2+z2 (14.421)

ry =y x2+(y-DY + 22 (14.422)

Vektor jakost elektricnog polja opisan je izrazom:

= 1 g7 QR 4B
E = . = 14.42
4-71-g, [ ” " 7 * 3 J {EX’Ey’Ez} ( 3)
gdje je:
Fz{x,y,z} ;N ={x,y—D+b, z} ; Fzz{x,y—D,z} (14.424)

dok je iznos jakosti elektri¢nog polja opisan izrazom:

E=\E; +E, +E, (14.425)

Zadatak 14.9. Tockasti elektricni naboj ¢ =0,5 nC nalazi se na udaljenosti D =2m od sredista
uzemljene vodljive kugle polumjera R = 0,2 m (Slika 14.77). Odredite funkciju ploSne gustoce
elektricnog naboja po povrsini kugle.
Rjesenje:

Da bi sfera bila na nultom skalarnom elektricnom potencijalu, na povrsini uzemljene vodljive kugle
nalazi se ukupni naboj:
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R
q =—q-5 (14.426)

koji se moZe nadomjestiti odslikanim to¢kastim nabojem ¢, koji je udaljen za:

R2

b (14.427)

od sredista kugle (Slika 14.80).

1€

Slika 14.80. Stvarni i odslikani elektricni naboj u neogranicenom LIH dielektriku (zraku)

Raspodjela skalarmog elektricnog potencijala u zraku, $to ukljucuje 1 povrsinu kugle, opisana je

sljede¢im izrazom:
1
oe la,a|__a [1__R (14.428)
4-w-gy \r, 1) 4mey \r, D-j

gdje su 1 1 r,, prema Slici 14.80, opisani izrazima:

=y P2+ =2 rbocos§ =y r2+D*~2.r D-cosd (14.429)

gdje su 7 1 3 koordinate tocke promatranja 7 u sfernom koordinatnom sustavu, ¢ije se srediste poklapa
sa srediStem kugle.

Osnosimetricna plosna gustoc¢a elektrinog naboja po povrsini kugle opisana je sljede¢im izrazom:

1 R
oo, 02 :L.[_.%__z.%J (14.430)
or| _p, 4n\r Or D-y Or R
gdje je:
%_r—b-cos&‘_Dw—Rz-cosS (14.431)
or R n-D '
0r, _R-D-cosd (14.432)
or 7y '
paje:
oo 9 . R—D-cos$ g9 R~(R-D—R2~c059) (14.433)
4'77\/ 2. 2 3 4-m 4 3 3 '
R°+D"-2-R-D-cos9 .
( €08 ) D?*. [R2+Rz—2 R ~cos,9J
D D
Vrijedi da je:
, R* 2.R? R> (5,
R +—— -cos,9=—2-(R +D —2-R-D-c059) (14.434)
D D
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pa izraz (14.433) poprima novi oblik:

D2
R—D-cos$——+D-cos 4

0'=4q : R 3 (14.435)

7 \/(R2+D2—2-R-D-c059)

odakle slijedi da je:
q 1 D* —R?
4.1 R

o=0(9)=- (14.436)

\/(R2+D2—2‘R‘D‘cos,9)3

Ako se uvede nova oznaka ¢ za udaljenost izmedu naboja g i tocke na povrsini kugle (Slika 14.81),
koja je opisana izrazom:

(=r| =y R*+D*-2-R-D-cos9 (14.437
2lp=R

onda izraz (14.436) poprima novi oblik:

2 p2
c=0(l)=—-1 -%-D R (14.438)
4. ¢ R
Nakon uvrstenja zadanih podataka, dobije se da je za ¢ u metrima:
o=0(l)=- —78’78;369683 e (14.439)
m

Slika 14.81. Uvodenje novog parametra {

Zadatak 14.10. Neka je kruzna tankozicana petlja, polumjera a, naelektrizirana elektri¢nim nabojem
konstantne linijske gusto¢e A. Odredite izraz za prostornu raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala
u cilindri¢nom koordinatnom sustavu (7, ¢, z). Neka se tankoziCana petlja nalazi u ravnini z = 0. Neka
je okolno sredstvo zrak.

A

XY

Slika 14.82. 2D prikaz naelektrizirane kruzne tankozicane petlje
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Rjesenje:

ZA
("
o,
’I
"'
/’
4
/(f x
,(
o y
T(},O,z)fu‘_ R >
! R
ZE r et dr
1 g
D
1

X
Slika 14.83. 3D prikaz naelektrizirane tankozicane petlje

Raspodjela skalarnog elektricnog potencijala ne ovisi o kutu ¢ jer je ona osnosimetri¢na s obzirom
na koordinatnu os z. Stoga je dovoljno naci izraz za raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala za kut
¢ = 0 (Slika 14.83).

Infinitezimalna koli¢ina naboja A -d¢ stvara infinitezimalni prirast skalarnog elektricnog potencijala
u promatranoj tocki 7(r, 0, z):

A-dr A-a-d¢

d¢:4'72"80'R_4~7Z'~80~R (14.440)
Prema Slici 14.83, vrijedi da je:
Rz=bz+zz=r2+az—2-a-r-cos¢+z2 (14.441)
paje:
o2 ] 49 (14.442)

278 ()\/r2+az+z2 —2-a-r-cos¢g

Integral sadrzan u izrazu (14.442) nema analitickog rjeSenja, a moZe se svesti na izracun tzv.
eliptickih integrala oblika:

¢0 d¢
Fgy k)= [—ee (14.443)
(o) ! 1-k?%-sin%¢
h
E(gy, k)= [ 1-K*sin’p -dg (14.444)
0

gdje izraz (14.443) opisuje elipticki integral prve vrste, dok izraz (14.444) opisuje elipticki integral
druge vrste.

Ako su granice eliptickih integrala od 0 do 7/2, onda se takvi elipticki integrali nazivaju potpunim
eliptickim integralima:

Flk)= | —F—— (14.445)
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/2

E(k)= [ {1-k>-sin’¢-dg (14.446)
0

gdje izraz (14.445) opisuje potpuni elipticki integral prve vrste, dok izraz (14.446) opisuje potpuni
elipticki integral druge vrste.

Radi svodenja izraCuna integrala navedenog u izrazu (14.442) na izracun potpunog eliptickog
integrala prve vrste, uvodi se sljedeca supstitucija:

p=n-2-f ; d¢=-2-dpf (14.447)
Ako se supstitucija (14.447) uvrsti u izraz (14.442), dobije se sljede¢i izraz:

0
p=-22. ap (14.448)

& ”/2\/r2+a2+22—2‘a-r-cos(ﬂ—2-ﬂ)

Vrijedi da je:
cos(z —2-B)=—cos(2-f)=—1+2-sin’p (14.449)

pa izraz (14.448) poprima sljede¢i oblik:

/2
_ A ! - ap (14.450)
& \/(r+a)2+z2 0 1_&.5312
(@+r) +2*
Uz supstituciju:
K2 = 4'“2'r : (14.451)
(a+rf +z

izraz (14.450) poprima sljede¢i oblik:

/2
ootk | ap - \/Zk.F(k) (14.452)
78 Ndar \/l—kz‘sinzﬂ 2-mg \r

Vrijednosti potpunog eliptickog integrala prve vrste (k) mogu se pronaci u matematickim tablicama
za k pridruzen promatranoj tocki 7, a moze se i numericki rijesiti potpuni elipticki integral (14.445).
Umjesto toga, moze se za promatranu tocku 7 numericki rijesiti 1 integral (14.442).

Zadatak 14.11. Neka je tankozic¢ani osamljeni cilindrini vodi¢ polumjera r,. duljine ¢, naelektriziran
elektricnim nabojem Q. Uz pretpostavku da je elektricni naboj jednoliko rasporeden po plastu vodica,
uz koriStenje tankoziane aproksimacije, odredite izraze za skalarni elektri¢ni potencijal i elektri¢ni
kapacitet vodica: a) po metodi kolokacije u tocki (MKT), gdje se kolokacijska tocka nalazi u sredi$njoj
tocki plasta vodica, b) po metodi srednjeg potencijala (MSP). Neka se vodi¢ nalazi u zraku.

VA

& lZ %

I

Slika 14.84. Tankozicani cilindricni vodic u lokalnom koordinatnom sustavu (u, v)
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Rjesenje:

Prema izrazu (14.296), raspodjela skalarnog elektricnog potencijala opisana je sljede¢im izrazom:

l
— | +u+-
2

472'80 u_i +u_£
2

dok je, prema izrazu (14.297), raspodjela potencijala duz samog vodi¢a opisana izrazom:

/ /
+ou+—
2
(14.454)
A% i
u—— u—
2 2

U zadatku je zadano da se kolokacijska tocka nalazi na sredini plaSta tankoziCanog vodica (Slika
14.85), tj. da je kolokacijska tocka T'(0, r;)).

(14.453)

p=p(u,r) =

+
+

o

a) Rjesenje po metodi kolokacije u tocki

VA

T

v =<

Slika 14.85. Izabrana kolokacijska tocka T

Po metodi kolokacije u tocki, skalarni elektricni potencijal vodica aproksimira se potencijalom tocke:

+(3)
I"O + E +E
@ =Dy =0(0,1,)= 0

4.72'.80.[ 5 [ZT K
S| -
2 2

Iz numerickih razloga, dobro je izraz (14.455) preinaciti tako da se racionalizira nazivnik. Nakon
racionalizacije nazivnika, slijedi da je:

0,7,)= nd (14.456)

272'80

(14.455)

Dyr =@

Elektricni kapacitet vodica po metodi kolokacije u tocki opisan je sljede¢im izrazom:

272'80

MKT
Dyt
y 0

Budu¢i da je r, <</, moze se uvesti dodatna aproksimacija pa je:

c (14.457)
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Dyt zL‘ln L (14.458)
2wyl

c L2 TEl (14.459)
MKT f
In —
i

Fizikalno konstantni skalarni elektri¢ni potencijal vodia aproksimira se skalarnim elektri¢nim
potencijalom kolokacijske tocke (Slika 14.86). RjeSenje bitno ovisi o izboru kolokacijske tocke. Dakle,
numericki gledano, metoda kolokacije u tocki je relativno loSa metoda.

(0(14’ ”o) A
: > Q)MKT :
T‘ u

Slika 14.86. Aproksimacija skalarnog elektricnog potencijala vodica po MKT

b) Rjesenje po metodi srednjeg potencijala

Prema izrazima (14.299) i (14.300), skalarni elektri¢ni potencijal vodi¢a aproksimiran po metodi
srednjeg potencijala opisan je izrazom:

D=0, =Dy =G(l,1,)-O (14.460)
gdje je:
1 NO+rE + 0 2
G(l,1,) = S em T T ! (14.461)
2-mgy-4 T \/£2+r02 + 7

Elektri¢ni kapacitet vodica po metodi srednjeg potencijala opisan je sljede¢im izrazom:

2
Cusr = S kAL (14.462)
Qysp G4 17y) 0 \/f2+r02 ny 22
. n —
To JOE+rE + 1,
Budu¢i da je r, <</, moze se uvesti dodatna aproksimacija pa je:
Dyssp zL ln% -1 (14.463)
2wyl I
2-w-gyl
CMSP zT (14464)
In— -1
o

Po metodi srednjeg potencijala, fizikalno konstantni skalarni elektri¢ni potencijal vodica aproksimira
se srednjom vrijednosc¢u skalarnog elektri¢nog potencijal duz vodica (Slika 14.87). Numericki gledano,
ova metoda je puno tocnija od metode kolokacije u tocki.
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Slika 14.87. Aproksimacija skalarnog elektricnog potencijala vodica po MSP

Vodi¢ je u stvarnosti ekvipotencijalan, a linijska se gusto¢a naboja mijenja duz osi vodica.
Numeric¢kim postupkom se dolazi do zadovoljavajuceg pribliznog rjeSenja tako da se vodi¢ podijeli na
viSe tankozi¢anih odsjecaka s konstantnim A4 po pojedinom odsjecku. Nepoznanice su Q;; 1=1,2,..n
te skalarni elektricni potencijal vodi¢a @, koje su rjeSenje sustava linearnih jednadzbi. Pritom je suma
svih O, jednaka ukupnom elektri¢cnom naboju Q.

Zadatak 14.12. Tockasti naboj g nalazi se u LIH poluprostoru relativne dielektricnosti ¢, =3 (LIH
sredstvo 1) udaljen za d = 0,5 m od grani¢ne ravnine izmedu savrSenog LIH dielektrika i zraka (LIH
sredstvo 2). IzraCunajte kutove koje silnica u tocki 4 (h = 0,4 m) zatvara s normalom na grani¢nu

ravninu.
A
£ =& 4 h & =& &y
h
q z
: ® >
N
Slika 14.88. Tockasti naboj u poluprostoru ispunjenom savrsenim LIH dielektrikom

Rjesenje:

Zadatak je najlakSe rijeSiti koriStenjem metode odslikavanja. Buduéi da je raspodjela jakosti
elektri¢nog polja osnosimetricna, koristit ¢e se cilindri¢ni koordinatni sustav (Slika 14.88).

Vektor jakosti elektri¢nog polja u tocki 4 u sredstvu 1 racuna se prema Slici 14.89, dok se vektor

jakosti elektricnog polja u tocki 4 u sredstvu 2 ra¢una prema Slici 14.90.

A
& = &' &y 4 A & =& &
h
kR'q , q z
@ N . >
e d | a4
< > >l

Slika 14.89. Izracun jakosti elektricnog polja u sredstvu 1
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FA
& =&, A4—; £, =&,
h
kt-q z
= » >
(*)

Slika 14.90. Izracun jakosti elektricnog polja u sredstvu 2

Prema Slici 14.89, lako je zakljuciti da je vektor jakosti elektricnog polja u tocki 4 u sredstvu 1
opisan sljede¢im izrazom:

Elerl‘ér—'—Ez]‘éz: q . h‘(l+kR)‘ér_d‘(l_kR)‘éz
hrea \/(d2+h2)3

dok je, prema Slici 14.90, vektor jakosti elektrinog polja u tocki 4 u sredstvu 2 opisan izrazom:

(14.465)

. ) . gk |hE-d-é
E2:Er2’er+ Ez2‘ez: 4 ﬂl(;‘ : \/(1’2 2)5
2 W+

jer je u neogranicenom savrSenom LIH dielektriku, dielektri¢nosti ¢, vektor jakosti elektricnog polja u
tocki udaljenoj za r od osamljenog tockastog elektri¢nog naboja g opisan sljede¢im izrazom:

(14.466)

Fo_4 T

4.8 53

Dakle, izrazi (14.465) i (14.466) dobiveni su na temelju Slika 14.89 i1 14.90 te ne temelju izraza
(14.467), a kod tvorbe izraza (14.165) koriStena je i metoda superpozicije.

(14.467)

Prema izrazu (14.129), faktor refleksije je:

g =562 3711 (14.468)
g +& 3+1 2

dok je, prema izrazu (14.130), faktor transmisije:

2‘82

2 1
kt = =—=— (14.469)
g +e 143 2
pa, nakon uvrstenja ovih faktora u izraze (14.465) i (14.466), ti izrazi glase:
E =E, ¢+ E, ¢, = ; g |3he-de (14.470)
‘T & \/(d2+h2)3
Fy=E, 6.+ E,6-—4 |[I&Zdé& (14.471)

SRERY \/(d2+h2)3

Prema Slici 14.91, vektor jakosti elektricnog polja u tocki A4, u pojedinom sredstvu, ima dvije
komponente, a silnica (vektor jakosti elektricnog polja) u odnosu na normalu grani¢ne ravnine zatvara
kut a koji je opisan izrazom:

tga=|E,/E,| (14.472)
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paje:
tga, =|E,/E,|=—=08 (14.473)

z
>

Slika 14.91. Komponente vektora jakosti elektricnog polja u tocki A
Iz izraza (14.473) slijedi da je:

a, =67,380135° ; a, =38,659808° (14.474)
A
a4
“-._EZI &1 =& &y
N
82 :80 I
g q z

Slika 14.92. Kut pod kojim se lomi silnica u tocki A

Silnica koja prolazi kroz tocku A4 Zeli ostati u sredstvu vece dielektri¢nosti, a to je sredstvo 1, pa ima
oblik prema Slici 14.92. 1z Slike 14.92 i izraza (14.474) slijedi da se silnica u tocki 4 lomi pod kutom:

9=a, —a, =28,7203278° (14.475)
Zadatak 14.13. 1zolator jednozilnog visokonaponskog 10 kV kabela sastoji se od tri Suplja cilindra
relativnih dielektri¢nosti ¢, =4, ¢, =3, €3 =2, anjihovi vanjski polumjeri su 1= 0,02 m, = 0,03
m, r3=0,04 m, dok je polumjer vodica ro= 0,01 m. Odredite raspodjelu jakosti elektricnog polja duz

osi r cilindri¢nog koordinatnog sustava. Neka je kabel ukopan u tlo te neka je vodi¢ na skalarnom
elektricnom potencijalu ¢, =10 kV.

G
o

Slika 14.93. Vodic i njegov troslojni izolator

p=0
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Rjesenje:

Troslojni izolator je, ustvari, dielektrik troslojnog cilindricnog kondenzatora. Uz zanemarenje rubnih
efekata, odnosno uz pretpostavku da je cilindricni kondenzator beskonacno dug, u i-tom je sloju
viSeslojnog dielektrika raspodjela jakosti elektricnog polja opisana sljede¢im izrazom:

A
2-wgr 2Ty Eq T

; 1=1,2,3 (14.476)

gdje je 4 linijska gustoca elektricnog naboja koji se nalazi na povrsini vodica.
Nadalje, vrijedi da je napon vodic¢a u odnosu na okolno tlo:

U=Z ]i.Ei‘drz A - | ]{%

= ’ ri
=l fiz1

(14.477)

odakle se nakon provedene integracije dobije sljedeci izraz za napon vodica:

y-_2 .(L.lni+L.ln’”_z+L.n’”_3J=’1_ 4K (14.478)

2wy \&q Ty En H &z B 6_2‘72"80
gdje je:
2.7- -
C=— 1 7 % 1 _2 74 (14.479)
Sty m2e M3 K
€1 ) n &r3 )
jedinicni kapacitet jednozilnog kabela, dok je pomo¢ni parametar K:
QL L P S T S S (14.480)
ér1 nh ¢én n &3 ]
1z izraza (14.478) slijedi da se linijska gustoc¢a naboja moze opisati izrazom:
pEatad s (14.481)
K

pa iz izraza (14.476) slijedi da je raspodjela jakosti elektricnog polja u i-tom sloju viseslojnog izolatora
(dielektrika) opisana izrazom:
U

gri‘l"‘K

E; ; 1=1,2,3 (14.482)

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je pomoc¢ni parametar:

K=l‘ln2+l‘lni+l‘lni=0,45228287 (14.483)
4 1 3 2 2 3
dok je:
2,2210057-10*
E; _ 22210057107 ; 1=1,2,3 (14.484)
Eqr
Jakost elektri¢nog polja u rubnim tockama izolatora je:
E|_ =E| _ =55275143-10° V/m (14.485)
E|_ =E| _ =27637571-10° V/m (14.486)
-3 -3

Ako bi cjelokupni savrSeni dielektrik bio homogen, odnosno ako bi svi slojevi imali istu
dielektri¢nost, onda bi vrijedio sljedec¢i izraz:
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U

E- (14.487)

7
7 ln=2
Ty

pa bi u tom slucaju jakost elektri¢nog polja u rubnim tockama LIH izolatora (savrSenog dielektrika) bila:

E_ = 7,2134752-10° V/m (14.488)

E| _ =18033688-10° V/m (14.489)
r=r

Sto znaci da u ovom slucaju jakost elektri¢nog polja na samom vodicu ima vecu vrijednost, odnosno da
je veca vjerojatnost da ¢e do¢i do proboja izolatora.

Zadatak 14.14. Pomoc¢u naprezanja izraCunajte silu kojom se odbijaju dvije polovice osamljene
vodljive kugle polumjera R = 0,1 m, naelektrizirane elektricnim nabojem Q =1 pC. Neka se kugla
nalazi u zraku. Zadatak rijesite integracijom po razdjelnoj ravnini izmedu dvije polovice kugle.

Slika 14.94. Proizvoljno odabrane dvije polovice vodljive kugle
Rjesenje:

Elektri¢ni naboj Q je jednoliko rasporeden po povrsini kugle; jakost elektricnog polja je unutar kugle
jednaka nuli, dok je jakost elektri¢nog polja izvan kugle opisana izrazom:

E= % (14.490)
4-7w gy 7
gdje je r udaljenost tocke promatranja od sredista kugle.
,r"‘—’—S;_——)_C;“ \\\\
LS Si S 4
E

Slika 14.95. Integracijska ploha S zatvorena kroz beskonacnost oko polovice vodljive kugle
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Integracijska ploha S =S, U S,US; oko polovice kugle moZe se zatvoriti tako da se ta ploha poklapa
s granicnom plohom razmatrane polovice kugle. Medutim, za izracun sile jednostavnije je oko polovice
kugle zatvoriti plohu tako da se kugla raspolovi ravninom, dok se ostatak plohe S zatvara kroz
beskonacnost (Slika 14.95), a u beskonacnosti elektricno polje iS¢ezava.

Na plohama ;1 S5 jakost elektri¢nog polja jednaka je nuli pa je na tim plohama i vektor elektri¢nog
naprezanja jednak nuli.
Slijedi da je sila na "gornju" polovicu kugle opisana izrazom:

F=§t,-dS=[i,-dS=ii-[t,-dS (14.491)
s S, S,
gdje je n jedinic¢ni vektor normale plohe S, (Slika 14.95).

Prema izrazu (14.115), vektor elektri¢nog naprezanja na plohi S, opisan je izrazom:

2 2
fo=ey|E(Ba)-Li| =g (14.492)
2 2 2.5y 1
pa je sila na "gornju" polovicu kugle:
2 L) 2 )
Foln)—2& 2 L S - (14.493)
32-7%6 5 r 1675y 2-r° |g
odakle se dobije da je:
2
F=(- ﬁ)-Q—zz(—ﬁ).o,1123444 N (14.494)
32-w-&,R

Zadatak 14.15. Pomoc¢u naprezanja izraCunajte silu kojom se odbijaju dvije polovice osamljene
vodljive kugle polumjera R = 0,1 m, naelektrizirane elektricnim nabojem Q =1 pC. Neka se kugla
nalazi u zraku. Zadatak rijesite integracijom po polovici kugline plohe (sfere). Proizvoljno odabrane
dvije polovice vodljive kugle prikazane su na Slici 14.94.

Rjesenje:

U ovom je zadatku, za razliku od integracijske plohe u prethodnom zadatku, integracijska ploha
S§'=S8,US, vanjska ploha razmatrane polovice kugle na koju djeluje odbojna sila (Slika 14.96).

E=0

Slika 14.96. Integracijska ploha oko polovice vodljive kugle

Na plohi S jakost elektri¢nog polja jednaka je nuli pa je na toj plohi i vektor elektri¢nog naprezanja
jednak nuli.

Slijedi da je sila na "gornju" polovicu kugle opisana izrazom:
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7,-dS = jte.é -dS (14.495)

gdje je €, jedini¢ni vektor normale plohe S, (Slika 14.96).

Elektri¢ni naboj Q je jednoliko rasporeden po povrsini kugle. Jakost elektricnog na povrsini kugle (u
zraku) opisana je izrazom:

E= Lz (14.496)
4.5y R
gdje je R polumjer kugle.
Prema izrazu (14.115), u ovom slucaju za r = R, odnosno na plohi Sz, vektor elektricnog naprezanja
ima konstantan iznos i opisan je izrazom:

2 2
?e=€O‘|:E‘(E‘ﬁ)—E7‘ﬁ:| :%.Ez‘ﬁ:wzg—R‘“_ér (14497)
.72' .80.

dok je vektor elektricnog naprezanja na plohi S jednak nuli.

Sila na "gomnju" polovicu kugle djeluje u smjeru osi z, odnosno u smjeru jedini¢nog vektora k. To
znaci da je dovoljno integrirati samo z-komponentu vektora elektricnog naprezanja:

F=k-[t,-dS=k-t. [cos3-dS (14.498)
5, 5,
Slijedi da je:
- 2 2. /2
F=k-——=——— [ dp- [cosd-R*-sin3-d3 (14.499)
32-77-6y-R” 0
paje:
2 7/2 2 . 2|72
ek — 2 [sin9-cos9-d8 =k- O° s 9| (14.500)
16-7-€y-R™ 3 16-7-&5- R 2 |0
. Q2 - .
F=——%——.k=0,1123444 .k N (14.501)

32-w-&,R

Zadatak 14.16. Prostor izmedu dviju koncentri¢nih sfera ispunjen je dielektrikom (&, =3 ) unutar kojeg
se nalazi pozitivni elektri¢ni naboj. Prostorna je gustoca elektricnog naboja sferno simetri¢na i opisana
izrazom p = 10772 C/m>. Neka u preostalom prostoru (zraku) nema elektricnog naboja. Pomocu
naprezanja odredite silu kojom se odbijaju dvije polovice dielektrika. Neka je 1y =0,05 m, », =01 m.

g

Slika 14.97. Elektricni naboj izmedu dviju koncentricnih sfera
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Rjesenje:
Ovaj je zadatak vrlo sli¢an prethodnom zadatku pa on stoga nije detaljno rijesen.
Za 1 <r<r, vrijedi da je:
~ ~ r
§D1 ‘dSzgo-gr‘E1‘4‘7z‘r2 =_[,0‘4-r2 -7-dr
N i

odakle se nakon integracije dobije da je:

5
E =210 . .(;ﬁ— %J
£ &,

pa je na ravnini koja raspolavlja dvije polovice dielektrika (slicno kao na Slici 14.95):

- 1 -
I =—5‘80‘8V‘E12‘n=t

el’

o)
Fi=ii- [ty -dS=i-[ty-2-7-r-dr
N i

a nakon integracije dobije se da je:

- 24%‘10712. PS8 _2,,,15.(,,23_},13)+ 1”110‘(’”22—1”12) )
T e 8 3 21713

T

Za r>r, vrijedi da je:

)
§Dz.dS=gO.E2.4.;z.r2 =jp.4.r2.;z.dr
N gt

odakle se nakon integracije dobije da je:

5 5
n—n

6 1
By =210 — 2~

pa je na ravnini koja raspolavlja dvije polovice dielektrika (slicno kao na Slici 14.95):

Fy=ii- jtez.d5=ﬁ.Tte2.2.ﬂ.r.dr

Sy n
a nakon integracije dobije se da je:

I:_: :4.7'[‘10712 (1”25 _}/,15)2 (—ﬁ)
2 &, 2‘}”22

Sila kojom se odbijaju dvije polovice dielektrika je:
FeF +F,
a konacni rezultat je:

F=(=#)-71696-10" N
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Zadatak 14.17. Plocasti elektricni kondenzator ima razmak izmedu ploca d=0,05m, povrSinu
pojedine ploce S = 0,04 m* i naelektriziran je nabojem iznosa Q = 1,5 uC. Dielektrik izmedu plo¢a ima
relativnu dielektricnost 90. Uz zanemarenje rubnih efekata, pomoc¢u naprezanja izracunajte silu koja
djeluje na pozitivnu plocu elektricnog kondenzatora.

+Q £ -0
— e
F
S
d

Slika 14.98. Sila na pozitivnu plocu plocastog elektricnog kondenzatora
Rjesenje:

Oko pozitivne ploce plocastog elektricnog kondenzatora treba zatvoriti integracijsku plohu kao $to
je prikazano na Slici 14.99.

int

A/

=)

d

Slika 14.99. Integracijska ploha

Jakost elektricnog polja je razlicita od nule samo u dielektriku plocastog elektricnog kondenzatora i
opisana je sljede¢im izrazom:

=2 -2 ; (14.514)

gdje je n vektor jedini¢ne normale pozitivne obloge kondenzatora (Slika 14.99), dok je S povrSina
ploce elektricnog kondenzatora.

Prema izrazu (14.115), vektor elektricnog naprezanja na pozitivnoj plo¢i elektricnog kondenzatora
(u dielektriku) opisan je izrazom:

2 2
L=e|E-(E)-La|=fpi-—2 (14.515)
2 2 2-5-8°
pa je sila na pozitivnu oblogu:
- ~ Q2
F= ﬁfte‘dS: t.-S-n = -n=0,035294033-n N (14.516)

g 2-¢-8

int

Zadatak 14.18. Komad dielektrika debljine d samo djelomice ulazi medu pravokutne ploce plocastog
elektricnog kondenzatora, priklju¢enog na idealni naponski izvor koji napon elektricnog
kondenzatora U drzi konstantnim. Neka je povrSina ploce kondenzatora S. Odredite silu na komad
dielektrika u ovisnosti 0 x i to na dva nacina: a) iz elektrostaticke energije, b) pomocu naprezanja (sila
na granici dvaju dielektrika). Zanemarite rubne efekte. Neka je: U=12 V, § = 0,25 m?, d = 0,02 m,
b=0,5m, ¢, =20.
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b |

Slika 14.100. Sila na komad dielektrika — neizolirani sustav
Rjesenje:
a) IzraCun sile iz elektrostaticke energije
U ovom konkretnom slucaju, sila u neizoliranom sustavu opisana je izrazom:
= W, - U? ac

I:_: =1 =1 —
Ox U=konst. 2 0x

(14.517)

gdje je W, energija pohranjena u elektrostatickom polju.

Uz zanemarenje rubnih efekata, kapacitet kondenzatora je opisan sljede¢im izrazom:

S x S b—x
C=¢y 6. —— +&—- 14.518
0 “r d b 0 d b ( )
gdje je S povrsina pojedine ploce elektricnog kondenzatora.

Slijedi da je sila na komad dielektrika opisana sljede¢im izrazom:

- U* oc U? S
._._:_.80._
2 ox 2 d-b

(&, -1)-1=3,0281322:107-1 N (14.519)
Sila na komad dielektrika djeluje tako da ga Zeli Sto vise uvuéi medu ploc¢e kondenzatora. Ako se
dva razlicita dielektrika nalaze u elektri¢nom polju, onda dielektrik vece dielektricnosti nastoji potisnuti
dielektrik manje dielektri¢nosti.
Iz izraza (14.519) slijedi da sila na komad dielektrika ne ovisi o x. To je posljedica uvedenih
zanemarenja koja imaju za posljedicu da je, u neizoliranom sustavu, elektri¢no polje izmedu obloga
kondenzatora homogeno.

b) Izracun sile pomocu naprezanja — sila na granici dvaju dielektrika

Prema izrazu (14.118), tlak na granici ovih dvaju dielektrika opisan je izrazom:

_ 2
=2 (82r 1).{ Dnz + EEJ (14.520)
& &)
gdje je:
D, =0 ; E =% (14.521)
paje:
g (&, — 1)~U2
=0~ = (14.522)

2.d?

Sila na granici dvaju dielektrika jednaka je integralu tlaka po granici:
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‘1 (14.523)

paje:
80‘(81, - 1)‘U2 -S

1=3,0281322:1077-1 N (14.524)
2-d-b

Zadatak 14.19. Komad dielektrika debljine d samo djelomice ulazi medu pravokutne ploce plocastog
elektri¢nog kondenzatora, koji je prethodno nabijen elektri¢nim nabojem Q i potom odspojen od izvora.
Neka je povrsina ploc¢e kondenzatora S. Odredite silu na komad dielektrika u ovisnosti o0 x i to na dva
nacina: a) iz elektrostaticke energije, b) pomoc¢u naprezanja (sila na granici dvaju dielektrika).
Zanemarite rubne efekte. Neka je: O =12 uC, §=0,25 m?%, d=0,02m, 5=0,5m, g, =20.

X+
| +0
£

&y

-9
2 1

“—

Slika 14.101. Sila na komad dielektrika — izolirani sustav
Rjesenje:
a) IzraCun sile iz elektrostaticke energije

U ovom konkretnom slucaju, sila u izoliranom sustavu opisana je izrazom:

2 2
Fooi e _ g2 A/C) 5 08 (14.525)
ox O—konst. 2 ox 2.C* 0Ox
gdje je W, energija pohranjena u elektrostatickom polju.
Uz zanemarenje rubnih efekata, kapacitet kondenzatora je opisan sljede¢im izrazom:
S x S b-x S
C=¢y&,——+6y———=&——|l&,—1)-x+b 14.526
0 e 7 T Od‘b[(r) ] ( )
Slijedi da je sila na komad dielektrika opisana sljede¢im izrazom:
. - 0* oc (O s -
F=i- —= &y —- & —1)1 14.527
2 . C2 ax 2 . C2 0 d . b ( ) ( )
pa se nakon uvrstenja izraza (14.526) u izraz (14.527) dobije da je:
2 _ - -
Fﬁ:Q_. d-b g —1 G 6,1801264 3 (14.528)

2 &S [(&,-1)-x+b)*  (19-x+0,5)°
Sila na komad dielektrika djeluje tako da ga Zeli $to vise uvuéi medu ploc¢e kondenzatora. Ako se

dva razlicita dielektrika nalaze u elektri¢nom polju, onda dielektrik vece dielektricnosti nastoji potisnuti
dielektrik manje dielektri¢nosti.
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1z izraza (14.528) slijedi da sila na komad dielektrika opada s porastom parametra x jer se tada
povecava kapacitet elektricnog kondenzatora, a onda u izoliranom sustavu pada elektricni napon
kondenzatora. Ako pada napon elektricnog kondenzatora, onda pada i jakost elektricnog polja izmedu
ploca kondenzatora.

b) Izracun sile pomocu naprezanja — sila na granici dvaju dielektrika

Prema izrazu (14.118), tlak na granici ovih dvaju dielektrika opisan je izrazom:

_ 2
= (82r 1).( Dnz + EEJ (14.529)
& &)
gdje je:
D,=0 ; Et=% (14.530)
paje:
J— . 2
£ = % (14.531)

gdje je kapacitet kondenzatora opisan izrazom (14.526).

Sila na granici dvaju dielektrika jednaka je integralu tlaka po granici:

F=(tii-dS=1 S-d 5 (14.532)
K b
er
paje:
—_— . 2. —
Fodole I)Qz 53 (14.533)
2-d-b-C

Nakon uvrstenja izraza (14.526) u izraz (14.533), dobije se da je:

Q db &=l g
2 &S (& -1)-x+b*  (19-x+0,5)

6,1801264 -

F= i N (14.534)

Zadatak 14.20. Tanka osamljena vodljiva kruzna ploca nalazi se u zraku i naelektrizirana je ukupnim
elektricnim nabojem Q = 100 pC. Iz zahtjeva da je povrsina ploce ekvipotencijalna ploha slijedi da je
ukupna plosna gustoca elektri¢nog naboja (s obje strane ploce) opisana izrazom o =k-Q/ a’—r?,
gdje je a = 0,1 m polumjer ploce, » udaljenost tocke na ploc¢i od sredista ploce. IzraCunajte: a) konstantu
k, b) raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala duz osi z okomite na plocu, c) skalarni elektricni

potencijal ploce.

v

Slika 14.102. Osamljena vodljiva kruzna ploca
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Rjesenje:
a) Izracun konstante k&

Elektri¢ni naboj na plo¢i moZze se izraCunati integracijom ukupne plo$ne gusto¢e naboja ¢ po jednoj
strani ploce:

ja dS=k-0O- jz zoredr ook —2 (14.535)
[ 42 JER
Budu¢i da je:
_rd 22 = (14.536)
a’ —r?
slijedi da je:
k= ! ;o= 0 (14.537)
2ma 2-7z‘a-\/a2—r2
b) Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala duz osi z
Vrijedi da je:
1 o-dS c-2-;w-r-dr
o(2)= = j (14.538)
478 4.7 & \/r 452
paje:
o(5)=—2— | rdr (14.539)
4‘72"80‘61 0\/22+r2.\/a2_r2
Budu¢i da je:
‘TA r.dr _ az—l”2=t2
o\/zz+r2 ‘\/az—rz —r-dr=t-dt
= U — [arcsin ;J (14.540)
0 22 +a® -1 at+z° 0
= arcsin ———— =arc tg £
a’+z° 12
slijedi da je:
o()=—CL  arctg L (14.541)
4-w-8,-a |z|

c) Skalarni elektri¢ni potencijal ploce

Skalarni elektri¢ni potencijal ekvipotencijalne ploce moze se dobiti iz izraza (14.541) zaz = 0:

ﬂDp1=¢(0)=8 gQ - =14,1176133 V (14.542)
g
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Zadatak 14.21. Dva medusobno paralelna i jednaka tankoziCana vodica duljine / nalaze se u zraku.
Neka su oba vodica jednoliko naelektrizirana pozitivnim elektri¢nim nabojem linijske gustoce A. Neka
je razmak izmedu vodica d. Odredite izraz za silu kojom se vodi¢i medusobno odbijaju.

d[
+1 1

Slika 14.103. Dva osamljena naelektrizirana tankozZicana vodica

+A 2

Rjesenje:

Neka se racuna sila kojom vodi¢ 1 odbija vodic¢ 2. Stoga se koristi lokalni koordinatni sustav (u, v)
vodica 1 (Slika 14.104).

VA

u
N
>

14 1 L
u=—— Uu=—

Slika 14.104. Lokalni koordinatni sustav (u, v)

Prema izrazu (14.294), raspodjela skalarnog elektricnog potencijala uslijed njegovog elektri¢nog
naboja u lokalnom koordinatnom sustavu opisana je sljede¢im izrazom, prikladnim za deriviranje:

| Arsh—2 — Arsh—2 (14.543)

odakle slijedi da je v-komponenta jakosti elektri¢nog polja, uslijed elektri¢cnog naboja vodica 1, opisana
sljede¢im izrazom:

B, =92 _ : 2 - 2 (14.544)

/2 2
F=8,- [E| _,-A-du=..= ’1—.[\/d2+e2 - d)év (14.545)

Zadatak 14.22. Vodljiva kugla polumjera R = 0,1 m nalazi se sa po jednom svojom Sestinom u sredstvu
razli¢ite dielektri¢nosti. Odredite elektricni kapacitet kugle. Neka je: ¢, =2,6,, =4,6,3 =6,6,4 =3,
&a=3,65=3, &¢=10.
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&y &3

Slika 14.105. Vodljiva kugla okruzena heterogenim dielektrikom
Rjesenje:

Na grani¢nim plohama izmedu dvaju susjednih dielektrika postoji kontinuitet jakosti elektri¢cnog
polja, koje ima samo tangencijalnu komponentu. Slijedi da je raspodjela skalarnog elektri¢nog
potencijala takva kao da se radi o jedinstvenom homogenom savrSenom LIH dielektriku.

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u i-tom dielektriku opisana je sljede¢im izrazom:

p=—G (14.546)
4‘ ﬂ‘gi - r

gdje je O, elektri¢ni naboj pridruzen i-tom dijelu kugle.
Iz izraza (14.546) slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal kugle:

6-0, 0.
=G4 14.547
Prugl dre R C ( )

gdje je C; elektricni kapacitet i-tog dijela kugle 1 njemu pripadnog dielektrika, koji je opisan izrazom:

C, z“"T‘Tgi‘R (14.548)
Slijedi da je ukupni kapacitet kugle:
6 .p 6
c=Yc =2 ZR‘Z% (14.549)
i=1 i=1
paje:
Enq T...t &g
C=4-7-¢,- -R=55,6325028 pF (14.550)

Iz izraza (14.549) slijedi da je dielektricnost nadomjesnog savrSenog LIH dielektrika jednaka
aritmetickoj sredini dielektricnosti svih Sest dielektrika jer je kapacitet kugle u savrSenom LIH
dielektriku dielektricnosti ¢ opisan izrazom:

C=4-r-¢-R (14.551)
Vrijede i sljededi izrazi:
0, 6 6
==k ZQizk-ZgizQ (14.552)

gdje je O ukupni elektri¢ni naboj na vodljivoj kugli.
Iz izraza (14.552) slijedi da je:

Qi _ i ‘Q= ri Q ; i=1’2’,,,,6 (14553)

81+...+86 grl+"'+gr6
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Zadatak 14.23. Neka se tockasti elektri¢ni naboj ¢ nalazi izmedu dviju vodljivih ravnina, Cije su
jednadzbe z = £ h. Neka su ravnine na nultom skalarnom elektricnom potencijalu. Odredite analiticki
izraz (beskona¢nu sumu) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u dijelu prostora
izmedu vodljivih ravnina. Zadatak rijeSite izravnom primjenom metode odslikavanja.

< h A2 h A
q
=0 £, Z1lep=0
r

Slika 14.106. Tockasti elektricni naboj izmedu dviju vodljivih ravnina
Rjesenje:

Problem je osnosimetri¢an pa se koristi cilindri¢ni koordinatni sustav (7, z). Po metodi odslikavanja
ima beskonacno mnogo slika (Slika 14.106).

2h 2h .k

A

_Vv
A

Y
A

L]
L]
L]
|
oY J
o(‘f) ENY Y
|
LY J
~ Q
K
)
Ny
|
0
om Q._E
|
<e—Y
L]
L]
L]

Slika 14.107. Stvarni elektricni naboj i odslikani elektricni naboji

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u dijelu prostora izmedu vodljivih ravnina opisana je
izrazom:

o= q 1 L4 1 N 1

_4‘72‘80 P2y 4w o \/r2+(z+4‘k‘h)2 \/F2+(Z—4‘k‘h)2

(14.554)

q 1 N 1

4750 (A2t ak-h-20) P2 +(-4-k-he2-h)

Zadatak 14.24. Dvije vodljive ekvipotencijalne poluravnine nalaze se u zraku i spojene su pod kutom
a =r/6. Neka je skalarni elektricni potencijal prve poluravnine ¢, =1kV, a skalarni elektri¢ni
potencijal druge poluravnine ¢, =0,1 kV. Odredite raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u
prostoru izmedu poluravnina kojemu je pridruzen kut o.

24

1

Slika 14.108. Dvije vodljive ekvipotencijalne poluravnine
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Rjesenje:

Rjesenje treba traziti u cilindricnom koordinatnom sustavu, a raspodjela skalarmog elektri¢nog
potencijala ovisi samo o kutu ¢. U tom slu¢aju Laplaceova diferencijalna jednadzba glasi:

A(D:iz.az_?:o (14.555)
r° 0¢
a njeno rjesenje je:
p=C-¢+C, (14.556)
dok su zadani rubni uvjeti:
ol o= =1kV : ¢|,_  =p,=01kV (14.557)

Nakon §to se, na temelju izraza (14.556) i (14.557), odrede konstante C; i C,, dobije se konacni
izraz koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala:

6
¢=;.(¢2—¢1).¢+¢1=1—5,4% kV (14.558)

Zadatak 14.25. Odredite funkciju skalarog elektricnog potencijala u unutrasnjosti sustava koji se
sastoji od dvije vodljive poluravnine na nultom skalarnom elektricnom potencijalu, razmaknute za
a =0,1 m i zatvorene s jedne strane trakom duz koje je raspodjela potencijala opisana izrazom:
p=¢(0,y)=100-sin(z-y/a)+50-sin(3-z-y/a) V.

y)\
a (DZO
»(0,y)
x
=0

Slika 14.109. Dvije vodljive poluravnine i traka
Rjesenje:
Ovo je 2D problem u (x, y) koordinatnom sustavu, gdje je raspodjela skalarnog elektricnog

potencijala opisana Laplaceovom diferencijalnom jednadzbom, a njeno opce rjeSenje koje moze
zadovoljiti rubne uvjete glasi:

© _ nm-x nmw-x
p=Y [An e 4 +B e ¢ J[C sin 22X 4 p, .cos”‘”'yJ (14.559)
n=l a a
gdje su koeficijenti B,;n>1 jednaki nuli jer za beskonacni x skalarni elektri¢ni potencijal mora biti
konacan. Osim toga, koeficijenti D, ;n>1 jednaki su nuli jer zadani rubni uvjet ¢(0,y) sadrzi samo
sinusne funkcije. Slijjedi da je raspodjela skalarnog elektricnog potencijala opisana izrazom:

nm-x
0= G,-e @ -sint "2 (14.560)

n=1
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pa se nakon zadovoljenja zadanog rubnog uvjeta ¢(0,y) dobije trazena funkcija skalarnog elektri¢nog

potencijala:
X _3mx 3
0=100-¢ @ -sin2Y 50.¢ @ .gin>2Y (14.561)
a a
Ako se uvrsti zadana brojcana vrijednost za parametar a = 0,1 m, onda se dobije da je:
9=100-¢717% 5in(10-7-y) + 50-¢%7% .5in(30-7-y) V (14.562)

Zadatak 14.26. Na temelju rjeSenja Laplaceove diferencijalne jednadzbe u 2D pravokutnom
koordinatnom sustavu (x, y), odredite funkciju skalarnog elektricnog potencijala unutar pravokutnika na
slici. Neka je zadano: a =0,2 m, b =0,1 m, @(x,b)=10-sin(7-x/a)+20-sin(3-7-x/a) V.

y)\
x, b
b @(x, b)
X
¢:O a ~

Slika 14.110. Geometrija 2D problema i granicni uvjeti
Rjesenje:
Ovo je 2D problem u (x, y) koordinatnom sustavu, gdje je raspodjela skalarnog elektricnog

potencijala opisana Laplaceovom diferencijalnom jednadzbom, a njeno opce rjeSenje koje moze
zadovoljiti rubne uvjete glasi:

Q= Z(An sin 22 B, -cos n‘ﬂ-xJ . (Cn- sh 22 D,- chmj (14.563)

o a a a a
gdje su koeficijenti B, ;n>1 jednaki nuli jer zadani rubni uvjet ¢(x,b) sadrzi samo sinusne funkcije.
Osim toga, koeficijenti D, ;n>1 jednaki su nuli jer to zahtijeva rubni uvjet ¢(x, 0)=0. Slijedi da je
raspodjela skalarnog elektricnog potencijala opisana izrazom:

Q= ZGn‘sin MY sp LY (14.564)
ot a a
Iz zadanog rubnog uvjeta:
@(x,b)=10-sin(z-x/a)+20-sin (3-7-x/a) (14.565)
slijedi da je:
0=G, -sin "X sh Y 4 G, sin SEX gy STV (14.566)
a a a a
Iz izraza (14.565) i (14.566), slijedi da je:
0=6.shZ2 =  G-=-1¢ (14.567)
a b
sh—
a
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37b 20

20=G5-sh » = Gy = 37D (14.568)
sh
a
paje:
sin =% .sh 7Y sin 37X sh 37y
—10. a a . a a
p=10 s + 20 37D (14.569)
sh— sh
a a
Ako se uvrste zadane brojcane vrijednosti a = 0,2 m, = 0,1 m, onda se dobije da je:
2=10- sin(5-7-x)-sh(5-7-y) L 90, sin(15-7z-x)-sh(15-7-y) (14.570)
V4 3z
sh— sh——
2 2

Zadatak 14.27. Elektricni dipol ima srediSte u ishodistu koordinatnog sustava i nalazi se u zraku. Oko
dipola se nalazi sfera s centrom u ishodiStu koordinatnog sustava, polumjera 7, = 1 m. Odredite
elektri¢ni tok koji izlazi kroz dio sfere koji se nalazi u prvom oktantu pravokutnog koordinatnog sustava
(x, v, z). Neka je: ¢ =1 pC, a = 0,01 m. Pretpostavite da je r, >>a.

ZA

Vi<

Slika 14.111. Elektricni dipol i osmina kugline sfere

Skalarni elektri¢ni potencijal elektri¢nog dipola, koji se nalazi u centru sfernog koordinatnog sustava
(r, 9, ¢), opisan je izrazom (14.81), koji u zraku glasi:

p-cosd  g-a-cosd

= (14.571)
4'72"80'7'2 4~72'~80~7'2
pa je r-komponenta jakosti elektricnog polja opisana izrazom:
E,=- 00 __pcosS _ gacos (14.572)
or 2-mw-gyr> 2-7mw-&yr

Elektri¢ni tok koji prolazi kroz zadanu osminu kugline sfere stvara normalna komponenta jakosti
elektri¢nog polja, a to je r-komponenta jakosti elektricnog polja. Vrijedi da je:

/2 7w/2
&=(D-dS=[e, E -dS=—L%_. [dp- [cos9 1 sind d9 (14.573)
0 ~r 2 . 1”3 0
S N oo 0

paje:
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/2
. J‘cos.9‘sin.9‘d.9= 94 =1,25nC (14.574)
0

&7,

q-a

4-r,

D =

Zadatak 14.28. Dvije osamljene vodljive kugle polumjera 1 = 0,1 m i », = 0,15 m nalaze se u zraku na
medusobnoj udaljenosti d = 5 m. Odredite: a) kapacitivne koeficijente (medusobne i vlastite), b)
parcijalne kapacitete, c) elektricni kapacitet izmedu kugla, d) elektri¢ni kapacitet kugle 2 ako je
uzemljena kugla 1, e) elektricni kapacitet kugle 1 ako je uzemljena kugla 2. Pretpostavite da je
d>>r, d>>r1.

e
n 2

Slika 14.112. Dvije osamljene vodljive kugle
Rjesenje:

Skalarni elektri¢ni potencijali kugla opisani su sljede¢im izrazima:

p=a O +a, 0 = 9, & (14.575)
4-w-gyny 4-mogy-d

Pr= 0y Q1 +ay,-0; = 9, 9 (14.576)
4-w-gy0d 4d-m-gyrmy

gdje su a; potencijalni koeficijenti.
Sustav linearnih jednadzbi (14.575) i (14.576) u matricnom zapisu glasi:

lo}=la]-10} (14.577)

gdje je matrica potencijalnih koeficijenata opisana izrazom:

1
1 7 d
[o] = : (14.578)
4oy | 11
d n
a) Izracun kapacitivnih koeficijenata
Matrica kapacitivnih koeficijenata jednaka je inverznoj matrici potencijalnih koeficijenata:
o1
4 bdrmeg, r d
= =0 . 14.
[8]=[c] o 1 (14.579)
ner o d* d n

paje:
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4-77- -7 1 - 2 7 d
[p]= ~ i | " (14.580)

d”—n-n _l l

d i

Vlastiti i medusobni kapacitivni koeficijenti su:

4‘72"80‘1”1‘612

Bii= 7 =1,11331805-10"'' F (14.581)
_rl .}/'2
47607 -d?
B =Zzg°—r2d= 1,66997707-107"" F (14.582)
_rl .}/'2
4-7-&y1-1p-d -13
Bia=pP1= - 7 =—-3,33995414-10"" F (14.583)
—h'n
b) Izracun parcijalnih kapaciteta
Parcijalni kapaciteti su:
Cyy =By + B, =1,07991851-107"" F (14.584)
Cyr =P+ Py =1,63657753-107"" F (14.585)
Cia=Cy ==, =333995414-10"" F (14.586)

c¢) Izracun elektricnog kapaciteta izmedu kugla

Elektri¢ni kapacitet izmedu kugla je, prema Slici 14.113, opisan izrazom

C,-C
C=CLh+— 2 = . =684006184-10"% F (14.587)
G +Cyp
Cia=0y
| |
. | @
Cip 5= — Cho

@=0 u beskonacnosti

Slika 14.113. Parcijalni kapaciteti dviju osamljenih kugla

d) Izracun elektricnog kapaciteta kugle 2 ako je uzemljena kugla 1

Ako je kugla 1 uzemljena (Slika 14.114), onda je njen skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli, pa
je elektricni kapacitet kugle 2:

Cy=Ci,+Cyy=Cy +Cyy =P, =1,66997707-107"" F (14.588)
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[T

@

Cy —— l —— Gy

=0
Slika 14.114. Potencijal kugle 1 jednak nuli

e) Izracun elektricnog kapaciteta kugle 1 ako je uzemljena kugla 2

Ako je uzemljena kugla 2 (Slika 14.115), onda je njen skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli, pa
je elektricni kapacitet kugle 1:

C,=Cy,+Cyy=p,=1,11331805-10""" F (14.589)

()

CZ,L‘

CI2

O

¢=0

C?_.l

Slika 14.115. Potencijal kugle 2 jednak nuli

Zadatak 14.29. Dvije vodljive sfere polumjera 1 = 0,05 m i »» = 0,15 m nalaze se u neograni¢enom
zraku. Neka je izmedu njih savrSeni LIH dielektrik relativne dielektri¢nosti ¢, =10.IzraCunajte sve

parcijalne kapacitete.

Slika 14.116. Dvije vodljive sfere u neogranicenom zraku
Rjesenje:

Da bi se izracunali svi parcijalni kapaciteti, treba pretpostaviti da se na unutarnjoj kugli nalazi
elektricni naboj Q;, a na vanjskoj kugli elektri¢ni naboj Q,.

Jakost elektrinog polja je opisana izrazima:

E, =—Ql 5 za HEr<r, (14.590)
4-mw-8y 8,1
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E, = O +9

5 Za r>n

4-7w -8y 7
Skalarni elektri¢ni potencijal kugle 2 je opisan izrazom:

0 +0,

=|E,-dr=
v2 Iz 4-w-g, 1y

n
dok je skalarni elektri¢ni potencijal kugle 1 opisan izrazom:

0+ " 9 _(1

4-we,r, 4mege

r
? =¢2+IE1-dr=

; i

Izrazi (14.592) i (14.593) u matricnom zapisu glase:

{“H"‘“ "’”HQI} . b =[a]-{0}
%) ay) Ay | (O

gdje je matrica potencijalnih koeficijenata opisana izrazom:

7‘2+(8r—1)'7'1 i
1 E-n-h )
)=
g 1
) r

Nadalje je:
(0} =[] {p}=[a] - {0}

gdje je matrica kapacitivnih koeficijenata:

1 Py Bio 1 ay,
[Fl=[a]” = = .
Boy Bop| 1@~ ) |-y
Slijedi da je:
L L
%) r
[ﬂ]:4-7z'.80.8r. 1 rz
R 1 ntla -l
" )

Matrica parcijalnih kapaciteta je opisana izrazom:

[C] [ Gy G ] [ Bt Bia - P2
Gy Cyp - P B+ Ban

Slijedi da je:

160

=

Q)

|

a

(14.591)
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(14.595)

(14.596)
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(14.599)



0 —

52 %)
[Cl=4-7-&y 6, - 12 (14.600)

71 r, —H
p) &
Dakle, parcijalni kapaciteti su (Slika 14.117):
Ci1=0 (14.601)
Cir=Cyy =475, &, 2 = 83448754 pF (14.602)
r—n

Cyp=4-7-5y-1, =16,6897508 pF (14.603)

Rezultat bi bio isti ako bi unutarnja kugla bila puna vodljiva kugla.

p=0

|

C,, u beskonacnosti

Slika 14.117. Parcijalni kapaciteti

Zadatak 14.30. Vodljiva puna kugla polumjera 7 = 0,02 m i njoj koncentri¢na Suplja vodljiva kugla
unutarnjeg polumjera 2 = 0,05 m i vanjskog polumjera 3 = 0,06 m nalaze se osamljene u zraku. Izmedu
kugla nalazi se dielektrik relativne dielektricnosti ¢, =10.Izracunajte: a) sve parcijalne kapacitete, b)
ukupni kapacitet izmedu kugla ako je uzemljena kugla 1, c¢) ukupni kapacitet izmedu kugla ako je
uzemljena kugla 2.

Slika 14.118. Dvije koncentricne vodljive kugle
Rjesenje:
a) Izracun parcijalnih kapaciteta

Da bi se izracunali svi parcijalni kapaciteti, treba pretpostaviti da se na unutarnjoj kugli (kugli 1)
nalazi elektri¢ni naboj Q;, a na vanjskoj kugli (kugli 2) elektri¢ni naboj Q,. Da bi u kugli 2 jakost
elektricnog polja bila jednaka nuli, na njenoj unutarnjoj sferi (» = r, ) nalazi se elektricni naboj —Q,, a
na njenoj vanjskoj sferi (7 = r; ) nalazi se elektri¢ni naboj O, + 0,.

161



U dielektricima je jakost elektricnog polja opisana izrazima:

E =L za n<r<r
: 4‘72"80‘81,‘1”2 : ?
+
E, =% za r>r
4-m-gy1° :
Skalarni elektri¢ni potencijal kugle 2 je opisan izrazom:
pr— [ Eyar -2 0
: 4-w-gn3

3

dok je skalarni elektri¢ni potencijal kugle 1 opisan izrazom:

0+0, " 9 (

47,3 4mog,eE

r
? =¢2+IE1-dr=

i

Izrazi (14.606) i (14.607) u matricnom zapisu glase:

{“}:{““ %2]{Q} L {ph=lal (0}
%) ay) Ay | (O

gdje je matrica potencijalnih koeficijenata opisana izrazom:

3 ‘(’”2 _’”1)+<9r"’1"”2

1
[a]_4-7z-80‘ 1

3 3

Nadalje je:
(0} =[8]{p}=[a] - {0}

gdje je matrica kapacitivnih koeficijenata:

Er 13 r

|

1 ﬂl,l ﬂl,z 1 az’z - al’z
[Bl=[a]l = = .
Br1 Pon| @12~ Q) ap
Slijedi da je:
1 s
. . r3 7"3
(fl=d-r-e, e, 203
non | 1 ndnen)eenn
3 - n;
Matrica parcijalnih kapaciteta je opisana izrazom (14.599) pa je:
1
0 =
V- r
[(Cl=a-7-6, 6, - 1L2T3.
74 1 n-n
3 D)
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(14.607)

(14.608)

(14.609)

(14.610)

(14.611)
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Dakle, parcijalni kapaciteti su (Slika 14.117):

Ci1=0 (14.614)

Cia=Cy =4 71, 6,2 =37,0883352 pF (14.615)
’ ’ —n

Cyr=4-7-2y-15 = 6,67590034 pF (14.616)

Napomena: Rezultat bi bio isti ako bi unutarnja kugla bila Suplja vodljiva kugla.

b) Izracun elektricnog kapaciteta izmedu kugla ako je uzemljena kugla 1

Ako je uzemljena kugla 1, onda je njen skalami elektricni potencijal jednak nuli, pa je elektri¢ni
kapacitet izmedu kugla:

C = CZ,] + Cz’z = ﬂz’z = 43,76423554 pF (14617)

c¢) Izracun elektricnog kapaciteta izmedu kugla ako je uzemljena kugla 2

Ako je uzemljena kugla 2, onda je njen skalami elektricni potencijal jednak nuli, pa je elektri¢ni
kapacitet izmedu kugla:

C=C1,2 Z_ﬂl’z 237,0883352 pF (14618)

Zadatak 14.31. Dva medusobno paralelna tankoZiCana vodic¢a, duljine ¢/ =10m, polumjera 7, =5 mm,
nalaze se u zraku iznad tla na visini 4y =5m 1 h, =7 m. Neka je razmak izmedu vodi¢a d =3 m.
Pomocu metode srednjeg potencijala izracunajte sve kapacitivne koeficijente i ukupni kapacitet izmedu
vodica. Neka je 7, <<d.

K ¢=0 |ld ]
Slika 14.119. Dva medusobno paralelna tankozicana vodica iznad tla
Rjesenje:

Da bi se po metodi srednjeg potencijala izraunali svi parcijalni kapaciteti, treba pretpostaviti da su
oba vodi¢a naelektrizirana elektricnim nabojima Q; 1 O, koji su u numerickom modelu jednoliko
rasporedeni duz osi vodica.

Utjecaj tla na raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala moze se uzeti u racun tako da se granicni
uvjet na povrSini tla zadovolji koriStenjem metode odslikavanja. Po metodi odslikavanja dva
naelektrizirana vodica u zraku (dielektricnom poluprostoru) nadomjestaju cetiri vodiCa u
neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku kojemu je dielektri¢nost jednaka dielektri¢nosti zraka (Slika
14.120). Pritom je odslikani elektri¢ni naboj suprotnog predznaka od pripadnog stvarnog naboja.
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/\N __Q_2

Slika 14.120. Stvarni vodici i njihove zrcalne slike

Po metodi srednjeg potencijala, skalarni elektri¢ni potencijali vodiCa opisani su izrazima:

D=0y Q+a15°0y ; Dy=0y,-0+ay,-0s

koji u matricnom zapisu glase:

@} =[a]-{0}
Matrica potencijalnih koeficijenata opisana je izrazom:

G(l,r)-G((,2-h)  G({,d)-G(l, D)
“ G(l,d)-G(L,D)  G(l,r,)—G((,2-hy)

gdje je:

G(l,v) =

275,07 v \/€2+v2 +v

1 ‘[K‘ln\/ﬁw%z_ 0 }

Matrica kapacitivnih koeficijenata glasi:

pl-al -—! {

G, r)-G((,2-hy) G(,D)-G(!,d)
" det [«]

G(!,D)-G(¢,d) G0, ry)—-G(,2-hy)
gdje je:
det[ar]=[G(0, 7)) = G(£,2- h)]-[G(4, ) = G(£,2 - hy)]
—(G(t,d)-G(t, D))
Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

G(0,1,)=1311202842-10"" ; G(¢,2-h,)=8397249834-10"

G(0,2-hy)=6181018902-10% ; G(¢,d)=2111833483-10°

164

(14.619)

(14.620)

(14.621)

(14.622)

(14.623)

(14.624)

(14.625)

(14.626)



D=l +hy P +d? = (b —hy =+ld? +4-hy - h, =12,20655562 m
G(¢, D)=7,015641548-10%

1,227230344  0,1410269328 10
al= -10
01410269328 1,249392653

1 { 1,249392653 —0,1410269328} 10710

[Bl=[a] = R
—0,1410269328 1227230344 | 151340398

B =82,555132-107* F
Bo1 =P, =—9318525305-10""2 F

B> =81,0907306-10""* F

pa su parcijalni kapaciteti:

Ci1 =11+ B =732366067 pF
Ci, =Cyy =—P1, =9318525305 pF
C2’2 = ﬂz’l + ﬂz)z = 71,7722053 pF

Ukupni kapacitet izmedu vodica je:

Cii-Cap
C= C1,2 + ———= 4556703117 pF
1 tCan

(14.627)

(14.628)

(14.629)

(14.630)

(14.631)

(14.632)

(14.633)

(14.634)
(14.635)

(14.636)

(14.637)

Zadatak 14.32. Dva osamljena beskonacno duga, medusobno paralelna, cilindricna vodic¢a polumjera
Ri=0,1m 1 R,= 0,05 m nalaze se u zraku 1 sredi$ta su im razmaknuta za 4= 0,5 m. Neka su cilindri
naelektrizirani nabojima konstantne linijske gustoce Ai=- A2 = 4 = 1 pC/m. lzracunajte skalarni

elektri¢ni potencijal pojedinog cilindra i jedini¢ni kapacitet izmedu cilindara.

+A

Slika 14.121. Dva beskonacno duga medusobno paralelna cilindricna vodica

Rjesenje:

Zadatak se rjeSava na temelju Slike 14.122. Nadomjesni naboji se smjeStaju na zamisljene
beskonac¢no duge pravocrtne tankozi¢ane vodice.
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A

A
It

Slika 14.122. Graficki prikaz parametara potrebnih za rjesenje zadatka

Vrijede sljede¢i izrazi:

slz—a2 =R12
s22—a2 =R22
S1+S2=d

Iz izraza (14.638) i (14.639), slijedi da je:

S12 _322 =(S1 _Sz)‘(sl +S2)=R12 _R22

paje:

2 2
o R Ry
S =8 =

Iz sustava dviju linearnih jednadzbi (14.640) i (14.642), slijedi da je:

2 2
d R -R)
2

5, = =0,2575m

s, =d —5,=02425m

a=+/st —R} =0,23728938 m

Skalarni elektri¢ni potencijali cilindri¢nih vodica opisani su izrazima:

o =—— 34 2 87452066-10° V
2‘72"(90 Rl
0, = A phza__ A B =—4,06475369-10* V
2-7-&, R, 2-wmgy, S,+a

Jedini¢ni kapacitet izmedu cilindri¢nih vodica je:

2. 1.
__4 7 — 14,41072454 pF/m

A
U ¢i=¢r  (s+a)(s,+a)
R -Ry

C=

In
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(14.639)

(14.640)

(14.641)

(14.642)

(14.643)

(14.644)

(14.645)

(14.646)

(14.647)

(14.648)



Zadatak 14.33. Izmedu dva beskonacno duga, medusobno paralelna, ekscentricna vodljiva cilindra
polumjera R; =0,2 m i R»=0,1 m nalazi se zrak, a srediSta su im razmaknuta za d = 0,05 m. Izracunajte
njihov jedini¢ni elektricni kapacitet.

Slika 14.123. Dva beskonacno duga ekscentricna cilindricna vodica
Rjesenje:

Zadatak se rjeSava na temelju Slike 14.124. Nadomjesni naboji se smjestaju na zamisljene
beskonac¢no duge pravocrtne tankozi¢ane vodice.

A

Y__Y

Slika 14.124. Graficki prikaz parametara potrebnih za rjesenje zadatka
Vrijede sljede¢i izrazi:
st—a*=R} ; s}-a*=R} ; s -s,=d (14.649)

odakle se lako dobije da je:

2_p2
8 =i+u=0,325m (14.650)
2 2-d
s, =8 —d=0275m (14.651)
a=+/st —R} =0,2561737691m (14.652)
Skalarni elektri¢ni potencijali cilindri¢nih vodica opisani su izrazima:
A
o = it (14.653)
2 R/ 80 Rl
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_ A ‘lnS2+a
2‘72"80 R2

%)

pa je elektri¢ni napon izmedu cilindri¢nih vodi¢a opisan izrazom:

U=py—py = 4 ‘ln(S2+a)‘Rl
2‘72"80 (S1+a)‘R2

Jedini¢ni kapacitet cilindri¢nih vodica je:

A A BT 9593099936 pF/m
U ¢—¢ In (Sz +a)‘R1
(s, +a) R,
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15. STACIONARNO STRUJNO POLJE

Elektrostaticko polje stvaraju mirujudi elektricni naboji u savrSenom dielektriku. Stacionarno strujno
polje stvaraju elektricni naboji u jednolikom gibanju u vodljivom sredstvu. Drugim rije¢ima, to je
elektromagnetsko polje koje u vodljivom sredstvu stvaraju vremenski konstantne elektri¢ne struje, koje
se u literaturi, izmedu ostalog, nazivaju vremenski neovisnim elektri¢nim strujama ili pak stacionarnim
elektri¢nim strujama.

Vektor plosne gustoca vremenski konstantne elektri¢ne struje u vodljivom sredstvu opisan je
izrazom:

J=N-q-v (15.1)
gdje je:
N - ukupan broj slobodnih nositelja elektricnog naboja u jedinici volumena (metru kubnom),
q - koli¢ina elektricnog naboja pojedinog slobodnog nositelja elektricnog naboja,
v - vektor brzine slobodnih nositelja naboja.
Iz izraza (15.1) slijedi da je:

(15.2)

. J
V=—
N-q
pa je, prema izrazu (8.1), Lorentzova sila na slobodni nositelj elektricnog naboja opisana izrazom:

- - S - 1 (= = -

F= q‘E+q-(v><B)=q-E+W-(J><B)=q‘EekV (15.3)
gdje je jakost ekvivalentnog elektricnog polja:

_ E+——.(7xB) (15.4)

- _ - 1 (= =
J=xk-E, =«k|E+—-|\J/xB 15.5
ekv ( N- q ( )J ( )
odakle slijedi da je:
=L _JxB (15.6)
K N-q
gdje je x elektricna provodnost vodljivog sredstva.
U slucaju dobrih vodica, moze se uzeti da je:
E=2 . Jj=x.E (15.7)
K
jer je u dobrim vodic¢ima:
J B (15.8)
K N-q

To znaci da se pretpostavlja da raspodjela vremenski konstantne elektri¢ne struje u dobrim vodi¢ima
ne ovisi o statickom magnetskom polju koje ta struja stvara. Takvo se elektricno polje naziva:
stacionarno strujno polje ili pak staticko strujno polje.

Dakle, vremenski konstantne elektricne struje koje teku dobrim vodi¢ima stvaraju stacionarno
strujno polje i magnetostaticko polje, koja se, uz odlicnu aproksimaciju, mogu smatrati neovisnim.
Stacionarno strujno polje stvara magnetostaticko polje, ali se zanemaruje utjecaj magnetostatickog polja
na stacionarno strujno polje.
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15.1. Nepokretni naboj na granici dvaju sredstava

Nepokretni elektricni naboj moze se nalaziti na granici izmedu dvaju LIH sredstava, tj. na granici
dvaju LIH vodica kojima teku vremenski konstantne elektri¢ne struje te na granici vodica i dielektrika
(Slika 15.1).

Zakljucak: Na granici vodica i dielektrika u slucaju stacionarnog strujnog polja kao i u slucaju
elektrostatickog polja nalazi se nepokretni elektri¢ni naboj.

++++++++ T+ F T FF

Vodi¢ e o

++++++++++++++++++++

Slika 15.1. Nepokretni elektricni naboj na povrsini vodica okruzenog dielektrikom

K> K

lm

Slika 15.2. Dva vodljiva LIH sredstva

Na granici izmedu vodljivog LIH sredstva 1 koje ima znacajke «;1i¢&; 1 vodljivog LIH sredstva 2
koje ima znacajke «, i&, (Slika 15.2), prema izrazima navedenim u potpoglavlju 11.1, trebaju biti
zadovoljeni sljede¢i grani¢ni uvjeti:

ix(E ~E,)=0 ; ii-(J,-Jy)=0 ; (D -D,)=0 (15.9)

ili drukcije pisano:

Etl:Et2:Et > Jnl:Jn2:Jn ’ Dnl_Dn2:O- (1510)
Iz izraza (15.10), slijedi da je:
D, -D,, = [ﬁ —QJ.ana (15.11)
ki K
pa je za:
4.5 (15.12)
K K3

plosna gustoca nepokretnog elektri¢cnog naboja o >0 (Slika 15.3), dok je za:

a4 (15.13)
K K

plosna gustoca nepokretnog elektricnog naboja o < 0.
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Slika 15.3. Pozitivni nepokretni elektricni naboj na granici
dvaju vodljivih LIH sredstava

15.2. Maxwellove jednadZbe stacionarnog strujnog polja

Prema izrazima (6.47) i (6.48), stacionarno strujno polje u miruju¢em vodljivom sredstvu opisano je
dvjema Maxwellovim diferencijalnim jednadzbama:

VxE=0 (15.14)
V-J=-V-J =g, (15.15)

gdje je novouvedena veliina g, volumna gustoca vremenski konstantne elektri¢ne struje koju
nezavisni izvor ispusta u okolno vodljivo sredstvo.
Iz Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi stacionarnog strujnog polja (15.14) i (15.15), ili pak iz

izraza (6.95) 1 (6.96), slijedi da su Maxwellove integralne jednadzbe stacionarnog strujnog polja opisane
izrazima:

§E.di= 0 (15.16)
K
§7-dS=[gy-dv =1, (15.17)
ov 14

gdje je I, jakost vremenski konstantne elektri¢ne struje koju nezavisni izvor ispusta u vodljivo sredstvo
unutar volumena V. Krivulja K opisana je Slikom 1.4, a volumen Vi zatvorena ploha oV Slikom 1.3.

Maxwellova diferencijalna jednadzba (15.15) jest ujedno i diferencijalna jednadzba kontinuiteta u
vodljivom sredstvu. Maxwellova integralna jednadzba (15.17) jest ujedno integralna jednadzba
kontinuiteta u vodljivom sredstvu kao i prvi Kirchhoffov zakon u opéem obliku koji ukljucuje i
nezavisni izvor elektrine struje.

15.3. Analogija izmedu statickih polja

Postoji analogija izmedu stacionarnog strujnog polja u vodljivom LIH sredstvu i elektrostatickog
polja u savrSenom LIH dielektriku, koja je prikazana u Tablici 15.1.

Analogne su sljedece veliCine stacionarnog strujnog polja i elektrostatickog polja:

JeD o IS0 ; ko8 5 g4 P (15.18)
U slucaju linearnih izotropnih podrucja bez izvora polja, postoji analogija izmedu stacionarnog strujnog
polja, elektrostatickog polja i magnetostatickog polja, gdje se magnetostaticko polje iskazuje pomocu

skalarnog magnetskog potencijala (Tablica 15.2). U slu¢aju magnetostatickog polja, podrucje bez izvora
se naziva bestrujnim podrucjem.
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Tablica 15.1. Analogija izmedu elektrostatickog i stacionarnog strujnog polja

Elektrostaticko polje Stacionarno strujno polje
VxE=0 VxE=0
V.-D= Ps V- J=gy
D=¢-E J=x-E
Ap=— Ps Ap= st
£ K
E=-V [0 E=-V [0

Tablica 15.2. Analogija izmedu triju statickih polja u podrucju bez izvora

Elektrostaticko Stacionarno strujno Magnetostaticko
polje polje polje
VxE=0 VxE=0 VxH=0
V-D=0 V-J=0 V-B=0
D=¢-E J=x-E B=u-H
Ap=0 Ap=0 Ap, =0
Ez—Vgo Ez—Vgo I:I=—V(0m

Vazno je istaknuti da je stacionarno strujno polje konzervativho (potencijalno) polje kao i
elektrostaticko polje te da vrijedi da je elektri¢ni napon izmedu dviju to¢aka 4 i B jednak razlici skalarnih
elektri¢nih potencijala tih dviju tocaka:

B
Ung=[E-di' =g, —py (15.19)
4
U opc¢em slucaju, raspored izvora vremenski konstantne elektricne struje moze biti takav da ona
izvire iz prostora V (prostorna elektricna struja nezavisnog izvora - volumne gustoce gst), iz plohe S
(plosna elektriCna struja nezavisnog izvora — normalne komponente plosne gustoce Jn), iz krivulje K
(linijska elektri¢na struja nezavisnog izvora - linijske gustoce 7) te da postoji skup tockastih izvora
elektricne struje. Analogno izrazu (6.14), opca integralna jednadzba skalarnog elektricnog potencijala
glasi:

n

oo Igst;deJn;dSﬂf'd/ L (15.20)
V

4-r-x 3 T O

gdje je r udaljenost izmedu tocke izvora i tocke promatranja.

172



15.4. Tockasti izvor vremenski konstantne elektri¢ne struje

Analogno izrazima (14.9) - (14.11), za tockasti izvor vremenski konstantne elektricne struje jakosti
I uneograni¢enom vodljivom LIH sredstvu vrijedi da je:

- I . 1
ge=1-6(r) ; Ap=—-—06(F) ; p=—— (15.21)
K 4-7-k-r
gdje je o(7) Diracova delta funkcija pridruzena tocki u ishodistu sfernog koordinatnog sustava, u kojoj
se nalazi nezavisni izvor polja.

Tockasti izvor vremenski konstantne elektricne struje jakosti / u neograni¢enom LIH vodljivom
sredstvu elektricne provodnosti x stvara sferno simetri¢no polje (Slika 15.4). Prema izrazu (15.17),
vrijedi da je:

§J-dS=x-E-S=1-[5(7)-dV =1 (15.22)
v v

gdje je, prema Slici 15.4, 0V sfera sa srediStem u ishodi$tu sfernom koordinatnog sustava, pa slijedi da
je jakost elektricnog polja opisana izrazom:

E= (15.23)
SR
e
< L "—;}—* J=x-E
S

Slika 15.4. Jakost elektricnog polja tockastog izvora vremenski konstantne elektricne struje

Jakost elektricnog polja oko tockastog izvora vremenski konstantne elektricne struje ima samo
radijalnu komponentu, tj. vrijedi da je:

do

E=-Vp = - “2.% (15.24)
dr
odakle slijedi da je:
- 1 dr 1
=— |E-dr=- |E-dr= - N = 15.25
v -[ -[ : 4.-7-x Irz 4-7-k-r ( )

ako se izabere uobicajena pretpostavka da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli u beskonacnosti.

15.5. Otpor uzemljenja vodljive kugle u neograni¢enom LIH tlu

Neka se vodljiva kugla, polumjera 7,, nalazi u neogranicenom LIH tlu elektri¢ne provodnosti
x (Slika 15.5). Neka je kugla nacinjena od dobrog vodica te neka se u odnosu na okolno tlo moze
smatrati supravodljivom. Neka kugla u okolno tlo, sa svoje sfere, ispusta vremenski konstantnu
elektri¢nu struju jakosti /. Treba dobiti izraz za otpor uzemljenja takve kugle, koji vrijedi za stacionarno
strujno polje.
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Slika 15.5. Vodljiva kugla u neogranicenom LIH tlu

U prostoru izvan kugle jakost elektri¢nog polja i raspodjela skalarnog elektricnog potencijala opisani
su izrazima (15.23) i (15.25), koji, ujedno, vrijede i u slucaju tockastog izvora vremenski konstantne
elektri¢ne struje.

Unutar vodljive kugle jakost elektricnog polja jednaka je nuli, a skalarni elektri¢ni potencijal unutar
kugle (ukljucujuci njenu sferu) je konstantan i opisan je sljede¢em izrazom:

I

= 15.26
(Dkugle 4.72_.’(.?'0 ( )

Otpor uzemljenja vodljive kugle u neograni¢enom LIH tlu je:

ugle 1
= Pagle _ (15.27)

I 4-mw-K-1,

Rkugle

Ako se ista kugla nalazi u neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku dielektriCnosti &
naelektrizirana nabojem (), onda je njen skalarni elektri¢ni potencijal:

0

Prugle = m (15.28)

dok je njen kapacitet:
Crugle = Qo =4-7-¢-1, (15.29)

(Dkugle
Slijedi da je:
& & 1
Riagle Cragle = — 5 Riagle = c (15.30)
kugle

Izraz (15.30) je neovisan o obliku uzemljivaca pa se analogija izmedu elektrostatickog i stacionarnog
strujnog polja moze iskoristiti kod numerickog modeliranja ekvipotencijalnih uzemljivaca.

15.6. Odslikavanje vremenski konstantne elektri¢ne struje

Neka se tockasti izvor vremenski konstantne elektricne struje jakosti / nalazi ispred vodljivog
poluprostora na udaljenosti a. Neka se tockasti izvor elektri¢ne struje nalazi u poluprostoru elektri¢ne
provodnosti x;, a neka preostali dio prostora ima elektri¢nu provodnost x, (Slika 15.6). Neka se, radi
jednostavnosti, tocCkasti izvor elektri¢ne struje nalazi na x-osi pravokutnog koordinatnog sustava
(x, v, 2).

Izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u oba poluprostora mogu se odrediti metodom
odslikavanja. PoloZaj nadomjesnih elektri¢nih struja suvislo je odabran, a njihovi iznosi se odreduju na
temelju zadovoljenja grani¢nih uvjeta (Slike 15.7 1 15.8).

Prema Slici 15.7, skalarni elektri¢ni potencijal u vodljivom sredstvu 1, koje se proglasava
neogranienim, stvaraju stvarna elektrina struja / i nadomjesna elektri¢na struja /,, ¢iji je polozaj
zrcalan u odnosu na stvarnu elektri¢nu struju. Prema Slici 15.8, skalarni elektri¢ni potencijal u vodljivom
sredstvu 2, koje se proglaSava neograni¢enim, stvara elektricna struja /;, koja se nalazi na mjestu

stvarne elektri¢ne struje.
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Slika 15.6. Tockasti izvor vremenski konstantne elektricne struje ispred granice
dvaju vodljivih poluprostora

4 T(x,y,2)
0}
n
L~ I x
lea J a |
K K

Slika 15.7. Tockasti izvor elektricne struje i njegova slika kada se skalarni elektricni potencijal
racuna u vodljivom sredstvu 1 koje se proglasava neogranicenim

Jky
I'(x,y,z)
5|
\‘[1 z
—a ’
K> K

Slika 15.8. Nadomjesni tockasti izvor elektricne struje kada se skalarni elektricni potencijal
racuna u vodljivom sredstvu 2 koje se proglasava neogranicenim

Raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u vodljivom sredstvu 1 (x>0), prema Slici 15.7,

o = — -[i+’—2J (15.31)

opisana je izrazom:

dok je raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u vodljivom sredstvu 2 (x <0), prema Slici 15.8,

opisana izrazom:

_h (15.32)

¥y =
4.72'.,('2.}/'1

gdje je:
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rl:\/(x—a)2+y2+z2 ; rzz\/()cﬁta)zwLyvaz2 (15.33)

Izrazi (15.31) i (15.32) trebaju zadovoljiti sljede¢e grani¢ne uvjete:

2l o=l (15.34)
L | ) (15.35)
ox =0 ox =0

Ako se u granicni uvjet (15.34) uvrste izrazi (15.31) i (15.32), uz uvazavanje izraza (15.33), dobije
se sljedeci izraz:

L r+n)=-L (15.36)
K K3

Ako se u granicni uvjet (15.35) uvrste izrazi (15.31) i (15.32), uz uvazavanje izraza (15.33), dobije
se sljedeti izraz:
I1-1,=1 (15.37)

Iz sustava dviju linearnih jednadzbi (15.36) i (15.37), slijedi da je:

K| — K3 K1~ K

L= Tk I 3 hg=21"%2 (15.38)
K1+K2 K1+K2

=22 g k=2 (15.39)
K1+K2 K1+K2

gdje je kg faktor refleksije, dok je & faktor transmisije za koje vrijedi da je:
U posebnom slucaju kada x» — 0, vrijedi da je:

lim kg =1 = lim [, =1 (15.41)

K, —0 K, —0
Prema izrazima (15.31) i (15.38), raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u vodljivom sredstvu

1 (x> 0) opisana je izrazom:
o = L1k (15.42)

dok je, prema izrazima (15.32) i (15.39), raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u vodljivom
sredstvu 2 (x < 0) opisana izrazom:
kr -1

S - (15.43)
4.7Z'.K2 .}/'1

%)

15.7. Otpor uzemljenja kugle na povrsini tla i raspodjela potencijala u zraku

Neka se vodljiva kugla, polumjera 7,, nalazi na povrSini LIH tla elektri¢cne provodnosti x te neka je
jedna polovina kugle ukopana u tlo (Slika 15.9). Neka je kugla nac¢injena od dobrog vodica te neka se u
odnosu na okolno tlo moZe smatrati supravodljivom. Neka kugla u okolno tlo, s polovine svoje sfere
koja je u izravnom kontaktu s tlom, ispusta vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti /. Treba
dobiti izraz za otpor uzemljenja takve kugle, koji vrijedi za stacionarno strujno polje.
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Slika 15.9. Vodljiva kugla na povrsini LIH tla

Plosna gustoca elektri¢ne struje po polovini sfere, koja je u izravnom kontaktu s tlom, istog je iznosa
kao u slucaju kugle u neograni¢enom LIH tlu koja ispusta u neograniceno tlo elektri¢nu struju jakosti
2-1. Grani¢ni uvjet na povrsini tla (izvan kugle) jest zahtjev da elektri¢na struja ne izlazi iz tla u zrak,
odnosno da je na povrsini tla:

% _ (15.44)
on
a taj se granicni uvjet po metodi odslikavanja zadovoljava tako da se elektri¢na struja koju kugla ispusta
u tlo odslika u odnosu na povrsinu tla (Slika 15.10), a rjeSenje vrijedi samo u donjem poluprostoru u
kojem se nalazi tlo. U ovom slucaju faktor refleksije opisan je izrazom:
K—K

k .
kR: zraka _ | : i

zraka — 0 (1545)
K] + K

zraka

v

A

J=x'E
Slika 15.10. Vodljiva kugla i njena slika u odnosu na povrsinu LIH tla

Prema izrazu (15.26) skalarni elektri¢ni potencijal kugle je:

2.1 1
= = 15.46
Phugte 4-w-xv, 2-mK-r, ( )
pa je otpor uzemljenja vodljive kugle na povrSini LIH tla:
1
Rkugle = Phagle = (1547)

1 2-mwK-1,

1z izraza (15.27) 1 (15.47), slijedi da je otpor uzemljenja kugle na povrsini LIH tla dvostruk u odnosu
na otpor uzemljenja kugle u neograni¢enom LIH tlu. Zakljucak je fizikalno logican jer u slucaju kada je
kugla na povrSina tla elektri¢nu struju vodi samo polovina neogranicenog tla.

Raspodjela skalarlog elektricnog potencijala u tlu opisana je izrazom:

I ! (15.48)

d-r-x-r 2-w-K-r
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gdje je r udaljenost promatrane tocke u tlu od srediSta vodljive kugle. Raspodjela skalarnog elektri¢nog
potencijala u zraku opisana je izrazom:

p= tim —2L i L 2

Kaka >0 4+ 7T - Kpaka 'V Kazaka =0 4-7- Kzraka 7

I

Kpaka TK 2-7m-K-1

(15.49)

gdje je r udaljenost promatrane tocke u zraku od sredista vodljive kugle. Iz izraza (15.48) 1 (15.49)
skijedi da je, u ovom posebnom slucaju, raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u zraku i u tlu
opisana istom izrazom.

Skalarni elektri¢ni potencijal mora biti kontinuiran u cijelom prostoru, a skalarni elektri¢ni potencijal
u zraku stvara nepokretni elektricni naboj koji se nalazi na granici vodic¢a (vodljive kugle ili tla) i
dielektrika (zraka). U opcem slucaju, elektrostaticko polje u zraku definirano je skalarnim elektri¢nim
potencijalom na granici zraka i tla, koji stvara stacionarno strujno polje u tlu. U ovom posebnom slucaju,
zbog centralne simetrije vodljive kugle, kontinuitet skalarnog elektricnog potencijala moze osigurati
elektricni naboj O koji se nalazi na granici izmedu vodljive kugle i zraka (Slika 15.11). Na granici
izmedu tla i zraka nema nepokretnog elektricnog naboja jer je, prema izrazima (15.48) i (15.50),
normalna komponenta jakosti elektricnog polja na povrsini tla u oba sredstva jednaka nuli.

&g

Slika 15.11. Nepokretni elektricni naboj na granici vodljive kugle i zraka

Da bi se osigurao kontinuitet skalarnog elektricnog potencijala, onda raspodjela skalarnog
elektri¢nog potencijala u zraku mora biti opisana sljede¢im izrazom (Slika 15.12):

20 __ 09 _ /! A (15.50)
K

¢: = = N
4-mw-gyr 2-m-gyr 2-m-K-T &

gdje je r udaljenost promatrane tocke u zraku od sredista vodljive kugle.

2-0

Slika 15.12. Stvarni i odslikani elektricni naboj kada se raspodjela skalarnog
elektricnog potencijala racuna u zraku

Izraz (15.50) moze se dobiti i iz Gaussovog zakona, uz uvazavanje centralne simetrije elektricnog
polja u cjelokupnom prostoru (Slika 15.13). U ovom sluc¢aju Gaussov zakon glasi:

§D-dS=s, E-2-m-r*=Q (15.51)
N

odakle slijedi da je vektor jakosti elektricnog polja u zraku u sfernom koordinatnom sustavu opisan
izrazom:
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E-—2 5 (15.52)
2-7w-&yr

pa je raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u zraku opisana izrazom:

p=[pdr=— O 20 _ I (15.53)

2-w-gyr Ademegyr 2-mek-r

Slika 15.13. Nepokretni elektricni naboj i integracijska ploha S zatvorena oko gornje
polukugle koja se nalazi u zraku

15.8. Otpor uzemljenja kugle ukopane u tlo i raspodjela potencijala u zraku

Neka je vodljiva kugla, polumjera r,, ukopana u LIH tlo elektri¢ne provodnosti ¥ na dubini 4 ispod
povrsina tla (Slika 15.14). Neka je kugla na¢injena od dobrog vodica te neka se u odnosu na okolno tlo
moze smatrati supravodljivom. Neka kugla, sa svoje sfere, u okolno tlo ispusta vremenski konstantnu
elektri¢nu struju jakosti / te neka je r, << h. Neka je vodi€ koji dovodi elektri¢nu struju ukopanoj kugli
izoliran od tla, $to znaci da se dovodenje elektri¢ne struje ne razmatra. Treba izracunati otpor uzemljenja
takve kugle, koji vrijedi za stacionarno strujno polje.

&y

K

Slika 15.14. Vodljiva kugla ukopana u LIH tlo

Grani¢ni uvjet na povrsini tla jest zahtjev da elektricna struja ne izlazi iz tla u zrak, $to je opisano
izrazom (15.44). Taj se granicni uvjet po metodi odslikavanja zadovoljava tako da se elektricna struja
koju kugla ispusta u tlo odslika u odnosu na povrsinu tla (Slika 15.15), a dobiveno rjeSenje vrijedi samo
u donjem poluprostoru u kojem se nalazi tlo. U ovom slucaju faktor refleksije jednak je jedinici.

Dakle, po metodi odslikavanja, kuglu u LIH tlu elektri¢ne provodnosti x nadomjestaju dvije kugle u
neogranicenom vodljivom LIH sredstvu elektricne provodnosti x. Ako se uvazi pretpostavka da je
1, << h,onda je raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u tlu opisana izrazom:

I 1 1
— J= 4+ = 15.54
¢ 4-7-x (R RJ ( )

S
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gdje je R udaljenost toCke promatranja u tlu od sredista stvarne kugle (izvora elektri¢ne struje), dok je
R, udaljenost tocke promatranje od odslikane kugle.

Slika 15.15. Vodljiva kugla i njena slika u odnosu na povrsinu tla

Skalarani elektri¢ni potencijal kugle opisan je sljede¢im izrazom:

1 1 1
=— | — + — 15.55
(Dkugle 47K (7'0 2hJ ( )
Sto znaci da se doprinos elektricne struje odslikane kugle skalarnom elektricnom potencijalu stvarne
kugle aproksimira doprinosom elektricne struje odslikane kugle skalarnom elektricnom potencijalu u
srediStu stvarne kugle.

Raspodjela skalrmog elektri¢nog potencijala u zraku opisana je izrazom (Slika 15.16):

. 1
p= lim —————= lim zaka _
Kpaa—0 47T K R xpue—04-7-K ‘R K +x 2-w-k-R

(15.56)

zraka zraka zraka

Kraka

Kyraka

Slika 15.16. Nadomjesni tockasti izvor elektricne struje koji stvara skalarni elektricni
potencijal u zraku
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Dakle, raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u zraku moze se izracunati tako da se uzme da je
cijeli prostor ispunjen tlom elektri¢ne provodnosti x, a na mjestu stvarne kugle nalazi se kugla koja u
neograniceno tlo ispusta elektricnu struju jakosti 2.7 (Slika 15.17).

Slika 15.17. Nadomjesni izvor elektricne struje ako se skalarni
elektricni potencijal racuna u zraku

Plosna gustoc¢a nepokretnog elektricnog naboja na povrsini tla slijedi iz granicnog uvjeta:
oc=D

-D ;D

=g E

=0 15.57
z,zraka o z,tla - z,zraka 220 z,tla 220 ( )

Iz izraza (15.56) lako se dobije da je osnosimetri¢na jakost elektricnog polja u zraku, u cilindri¢cnom
koordinatnom sustavu (7, ¢, z) prikazanom na Slici 15.17, opisana izrazom:

- I-[r8 +(z+h)3,]
E == 3
2-m-Kk-R

(15.58)

zraka

gdje je, prema Slici 15.17:
R=+r?+(z+h) (15.59)

1z izraza (15.58) 1 (15.59) slijedi da je z-komponenta jakosti elektricnog polja u zraku opisana izrazom:

I-(z+h) B I-(z+h)

E = =
2-7-k-R3 2-ﬂ-K~[r2+(z+h)2]3/2

z, zraka

(15.60)

Ako se izraz (15.60) uvrsti u izraz (15.57), dobije se konacni izraz za plosnu gustocu nepokretnog
elektri¢nog naboja na povrsini tla:

= So-1-h (15.61)

=0 2‘72‘/(‘\/(1”2 +112)3

Ako se ploSna gustoca elektriénog naboja integrira po povrsina tla, dobije se da je iznos nepokretnog
elektrinog naboja na granici tla i zraka:

o= & Ez,zraka
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odakle slijedi da je:

Raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u zraku, duz osi z, opisana je integralom:

o(z) = 1 I ods _ 1 .T6‘2‘ﬂ-r‘dr
27 & s\/r2+z2 2:meg \/r2+22

Ako se izraz (15.61) uvrsti u izraz (15.64), dobije se da je:

_I-h T r-dr B 1
@(z) = 2K . \/(r2+h2)3. > 2 - 2-7m-k-(z+h)

r-+z

R=z+h

15.9. Cilindri¢ni vodi¢ u homogenom stacionarnom strujnom polju

(15.62)

(15.63)

(15.64)

(15.65)

(15.66)

Neka se beskonacno dugi vodljivi cilindar (LIH sredstvo 1), polumjera a, nalazi u stacionarnom
strujnom polju koje je daleko od cilindra homogeno, dok je oko cilindra neograniceno vodljivo LIH
sredstvo (sredstvo 2). Za rjeSenje ovog problema prikladan je cilindri¢ni koordinatni sustav s ishodistem

na osi vodljivog cilindra (Slika 15.18).
Jy =K, -E, Ay I(r.¢)
K3

E— )

E &
1

Slika 15.18. Vodljivi cilindar u homogenom stacionarnom strujnom polju

Neka su zadane dielektri¢nosti i elektricne provodnosti obaju vodljivih sredstava. Neka kroz oba
sredstva, okomito na vodljivi cilindar, te¢e vremenski konstantna elektri¢na struja takva da je daleko od
cilindra stacionarno strujno polje homogeno. Rubni uvjet na velikim udaljenostima od cilindra jest to da
nema deformacije polja, tj. da ono ostaje homogeno. Tom zahtjevu treba prilagoditi opce rjesenje

Laplaceove diferencijalne jednadzbe u sredstvu 2, koje prema izrazu (14.183) glasi:

7

o(r, ¢) = i(An " + B, ‘%)‘[Cn ‘sin(n‘¢)+Dn ‘cos(n-¢)]
n=l

182

(15.67)



Raspodjela skalarnog elektricnog potencijala jest osnosimetri¢na s obzirom na os x, odnosno to je
parna funkcija s obzirom na kut ¢. Stoga je:

C,=0; Vn (15.68)

pa opce rjesenje Laplaceove diferencijalne jednadzbe (15.67) poprima novi oblik:

o(r, ¢)=i(/1n r" + B, -in)cos(n~¢) (15.69)
n=l1

r

Daljnji postupak izvodenja izraza za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala slican je postupku
izvodenja izraza za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u slucaju dielektricne kugle u
homogenom elektri¢nom polju.

Iz opéeg rjesenja Laplaceove diferencijalne jednadzbe (15.69), slijedi da je polazni izraz za
raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala u sredstvu 2:

gpz:i(Anw"+Bn-in)cos(n~¢) (15.70)
n=1 r

Dovoljno je u beskonacnosti prilagoditi radijalnu komponentu jakosti elektricnog polja, §to je, prema
Slici 15.19, opisano sljede¢im izrazom:

E,-cosg=— (4% (15.71)
or F—0
_.I' —
ﬂ E,
Slika 15.19. Radijalna komponenta jakosti elektricnog polja daleko od cilindra

Ako se izraz (15.70) uvrsti u izraz (15.71), dobije se da je:

E,-cosg=— {Z(An - -B, ‘%)‘cos(nﬁ})} (15.72)
n=l] r r—ow

Iz izraza (15.72) slijedi da je n=1, Sto znaci da su svi koeficijenti 4, i B, jednaki nuli, osim
koeficijenata 4, i B,, pa se iz izraza (15.72) dobije da je:

1
Eo‘cos¢=—(A1 - B —J -cos¢ = — A, -cos¢ (15.73)
rJroso

$to znaci da je:
A =-E, (15.74)

dok je koeficijent B, zasad nepoznat, a izraz uz B, teZi nuli ako r teZi u beskonacnost.

Dakle, raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2 opisana je izrazom:
1
¢2=(—E0‘r+Bl‘—J‘cos¢ (15.75)
r

pa, radi zadovoljenje grani¢nih uvjeta izmedu dvaju sredstava, skalamni elektricni potencijal unutar
vodljivog cilindra mora biti opisan izrazom:
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o =(C1 -r+ Dy ‘l)cos¢ (15.76)
r

Iz uvjeta da skalarni elektri¢ni potencijal ¢; na osi vodljivog cilindra mora biti konacan, slijedi da
je koeficijent:

D, =0 (15.77)

paje:
@, =C,-r-cos¢g (15.78)
Dakle, raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u oba sredstva opisana je izrazima (15.75) i

(15.78), gdje su nepoznata dva koeficijenta, a oni se mogu odrediti na temelju zadovoljenja grani¢nih
uvjeta:

ol _,=pl. ., (15.79)
0 0
_Kl‘a_(il =_K2‘—£2 (15.80)

Sto daje sljedeci sustav linearnih jednadZzbi:

B —da*-C =E,-a*> ; B+2l.4>.C,=-E, d° (15.81)

odakle se lako dobije da je:

K — K
B =E,-a*-8 "% . c-_E,.
K1+K2 K1+K2

2K (15.82)

Nakon zadovoljenja svih grani¢nih uvjeta, prema izrazima (15.75), (15.78) i (15.82), raspodjela
potencijala u oba sredstva opisana je izrazima:

2. 2.
o =- K2 -E,-r-cos¢ = — K2 ‘Ey-x 5 r<a (15.83)
K1+K2 K1+K2
K-y (a)
@)= —E,-r-cosg + —L 2(—} -Ey-r-cos¢g ; r=a (15.84)
K1+K2 r

iz kojih slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli na ravnini koja prolazi kroz srediste cilindra
zakojuje ¢ =% w/2,atoje ravnina x = 0.

1z izraza (15.83) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 1, lako se mogu
dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektricnog polja u sredstvu 1, koji u cilindricnom
koordinatnom sustavu glase:

E =E, & +E, & (15.85)

B =20 _ 2K pcosg (15.86)
or K +kK,
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E1¢=__.—=—‘—‘E0‘sin¢ (15.87)

dok je u pravokutnom koordinatnom sustavu:

2‘K2 -~

E =E, -i= E,-1 (15.88)

K| + K,

odakle slijedi da je, prema ocekivanju, jakost elektricnog polja u cilindru promijenila iznos, ali je
elektri¢no polje i dalje ostalo homogeno.
1z izraza (15.84) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2, lako se mogu

dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektricnog polja u sredstvu 2, koji u cilindric(nom
koordinatnom sustavu glase:

Ey=E, &+ Ey & (15.89)
0 K-k, (a)
E2r — (0_2 :EO.C05¢. 1+¥(_J (1590)
or K +Ky \ 7
1 6(02 . K1 — Ky a 2
Eyy=———==-E;sing-|1- —=| — (15.91)
r 0@ K +Kky \r
Plosna gustoc¢a nepokretnog elektricnog naboja na granici dvaju sredstava slijedi iz izraza:
D2r|r:a _Dlr|r:a =& ‘E2r|r:a —& ‘E1r|r:a =0 (15.92)

gdje su g, 1 ¢, dielektri¢nosti vodljivih sredstava (Slika 15.18).

1z izraza (15.86), (15.90) i (15.92), slijedi da je plosna gustoca nepokretnog elektricnog naboja
opisana izrazom:

_ 2.
G=(82+82‘K1 i) -& - i) J‘Eo-cos¢ (15.93)
odakle slijedi da je:
sz.zﬂo.cow (15.94)

K|+ Ky

Definicija: Neka su elektri¢ne strujnice linije duz kojih teCe elektricna struja u vodljivom sredstvu. One
su analogne elektri¢nim silnicama u dielektriku. Jakost elektricnog polja je tangencijalna u odnosu na
elektri¢ne strujnice kao i na elektricne silnice.

Ako je x| > k,, onda elektricne strujnice imaju isti graficki izgled kao 1 elektri¢ne silnice prikazane
na Slici 14.36. Ako je kx; < k,, onda elektri¢ne strujnice imaju isti graficki izgled kao 1 elektri¢ne silnice
prikazane na Slici 14.37.

Napomena: 1z analogije elektrostatickog i stacionarnog strujnog polja, slijedi da je, uz istu geometriju
problema, raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u slucaju dielektricnog cilindra, okruzenog
savrSenim LIH dielektrikom, koji se nalazi u homogenom elektricnom polju, opisana izrazima koji se
mogu dobiti iz izraza (15.83) i (15.84), uz supstitucije:

K=& 5 Ky—é& (15.95)
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15.10. Cilindri¢ni dielektrik u homogenom stacionarnom strujnom polju

Neka se beskonacno dugi dielektri¢ni cilindar (sredstvo 1), polumjera a, nalazi u homogenom
stacionarnom strujnom polju, dok je oko cilindra neograni¢eno vodljivo LIH sredstvo (sredstvo 2). Za
rjeSenje ovog problema prikladan je cilindri¢ni koordinatni sustav s ishodistem na osi vodljivog cilindra
(Slika 15.20).

Jy=K-E, Ay I(r,9)

)
)
A
\4

Slika 15.20. Dielektricni cilindar u homogenom stacionarnom strujnom polju

Izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u oba sredstva mogu se dobiti na dva nacina:

Na isti nac¢in kao i za vodljivi cilindar u homogenom stacionarnom strujnom polju
(potpoglavlje 15.8) do izraza (15.78) 1 (15.75) koji glase:
@, =C,-r-cos¢ (15.96)
1
¢2=(—E0‘r+31‘—)‘cos¢ (15.97)
r

a nakon toga se nepoznate se konstanta B, i C; odreduju iz grani¢nih uvjeta:

ol._, =l _, (15.98)
1 (15.99)
or |,_, or|,_,

gdje granicni uvjet (15.99) znaci da strujno polje ne ulazi u cilindri¢ni dielektrik, odnosno
elektri¢ne strujnice zaobilaze dielektrik.

Koriste¢i rjeSenja za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala (15.83) i (15.84), koja
vrijede za vodljivi cilindar (sredstvo 1) u homogenom stacionarnom strujnom polju, uz
supstitucije:

Ky >k 5 kK —>0 (15.100)

Na jedan od dva opisana nacina, lako se dobiju izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala
u oba sredstva, koji glase:

¢o=—2-E,-r-cos¢g=-2-E;-x ; r<a (15.101)
a’ a’
Py=—Ey-r-|1+ — |-cosg=—E;-x-| 1+ —| ; rza (15.102)
r r
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iz kojih slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli na ravnini koja prolazi kroz srediste cilindra
zakojuje g =% x/2,atoje ravnina x = 0.

Prema izrazima (15.101) i (15.102), raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u dielektricnom
cilindru kao i u okolnom vodljivom sredstvu ne ovisi o znacajkama ovih dvaju sredstava. Fizikalno je
vazno samo to da je sredstvo 1 savrSeni LIH dielektrik, a sredstvo 2 vodljivo LIH sredstvo.

1z izraza (15.101) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 1, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektri¢nog polja u sredstvu 1, koji u cilindric(nom
koordinatnom sustavu glase:

E =E, & +E, & (15.103)
B == =2E, cosg (15.104)
r
1 O¢p .
E1¢=_;.6_¢1:_2.E0.51n¢ (15105)

dok je u pravokutnom koordinatnom sustavu:
E =E, -1=2-E,-1 (15106)

odakle slijedi da je jakost elektri¢nog polja u cilindru udvostrucila iznos, ali je elektri¢no polje i dalje
ostalo homogeno.

1z izraza (15.102) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektrinog polja u sredstvu 2, koji u cilindric(nom
koordinatnom sustavu glase:

EzzEzr‘Er+E2¢‘E¢ (15107)
09, a’
E2r :—6—:E0.Cos¢. 1__2 (15108)
r r
E2¢=—l‘aﬂ=—Eo‘sin¢‘ e (15.109)
r 0¢ r?

Plosna gustoc¢a nepokretnog elektricnog naboja na granici dvaju sredstava slijedi iz izraza:

D2r| 2_51‘E1r| =—€‘E1r|r:a =0 (15.110)

r=a _Dlr|r:a r=a
1z izraza (15.104) i (15.110), slijedi da je plo$na gusto¢a nepokretnog elektricnog naboja opisana

izrazom:

c=—-2-¢-E,-cos¢ (15.111)

Sto znaci da je na lijevoj strani cilindra plo$ni naboj pozitivan, a na desnoj strani cilindra negativan. Taj
plosni naboj stvara elektri¢no polje u dielektricnom cilindru.

15.11. Supravodljivi cilindar u homogenom stacionarnom strujnom polju

Neka se beskona¢no dugi supravodljivi cilindar (sredstvo 1), polumjera a, nalazi u homogenom
stacionarnom strujnom polju, dok je oko cilindra neograni¢eno vodljivo LIH sredstvo (sredstvo 2). Za
rjeSenje ovog problema prikladan je cilindri¢ni koordinatni sustav s ishodistem na osi vodljivog cilindra
(Slika 15.21).
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Jy=x-E, (2 I(r,¢)
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Slika 15.21. Supravodljivi cilindar u homogenom stacionarnom strujnom polju

Izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u oba sredstva mogu se dobiti na dva nacina:

e Na isti na¢in kao i za vodljivi cilindar u homogenom stacionarnom strujnom polju
(potpoglavlje 15.8) do izraza (15.75) koji glasi:

¢2=(—E0‘r+81‘1)c0s¢ (15.112)
r

a nakon toga se nepoznata konstanta B, odreduje iz grani¢nog uvjeta:
ol _, =pl| _, =0 (15.113)

jer je u supravodicu:

@ =konst. =0 ; E =0 (15.114)

gdje je u ovom posebnom slucaju konstanti skalarni elektri¢ni potencijal supravodica jednak
nuli.

e Koriste¢i rjeSenja za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala (15.83) i (15.84), koja
vrijede za vodljivi cilindar (sredstvo 1) u homogenom stacionarnom strujnom polju, uz
supstitucije:

Ky >K ; K —© (15.115)

Na jedan od dva opisana nacina, lako se dobiju izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala
u oba sredstva, koji glase:

0=0 ; r<a (15.116)

2 2
) =—E0.r.(1— “—2J.cos¢=—E0.x.(1— “—2J . r>a (15.117)
r r

iz kojih slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli na ravnini koja prolazi kroz srediste cilindra
zakojuje g =% x/2,atoje ravnina x = 0.
Prema izrazima (15.115) i (15.116), raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u supravodljivom

cilindru kao i u okolnom vodljivom sredstvu ne ovisi o znacajkama ovih dvaju sredstava. Fizikalno je
vazno samo to da je sredstvo 1 supravodic, a sredstvo 2 vodljivo LIH sredstvo.

1z izraza (15.116) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektri¢nog polja u sredstvu 2, koji u cilindric(nom
koordinatnom sustavu glase:
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EzzEzr‘Er+E2¢‘E¢ (15118)

2
E, = 66402 _E, .Cos¢.(1+“_2J (15.119)
r r
By =—2.02 __E ing. e (15.120)
26 r 0¢ 0 2 '

Plosna gustoc¢a nepokretnog elektricnog naboja na granici dvaju sredstava slijedi iz izraza:

=&, Ey| _ =0 (15.121)

r=a

D2r| _Dlr| :D2r|

r=a r=a r=a

1z izraza (15.119) i (15.121), slijedi da je plo$na gusto¢a nepokretnog elektricnog naboja opisana

izrazom:
c=2-&E,-cos¢g (15.122)

Sto znaci da je na lijevoj strani cilindra plo$ni naboj negativan, a na desnoj strani cilindra pozitivan.

Postoji analogija izmedu supravodljivog cilindra u vodljivom sredstvu i vodljivog cilindra u
dielektricnom sredstvu. U tim slucajevima, elektricne strujnice i elektricne silnice, kao i
ekvipotencijalne linije, imaju isti graficki izgled kao elektri¢ne silnice i ekvipotencijalne linije u slucaju
vodljive kugle u dielektricnom sredstvu, koje su prikazane na Slici 14.40.

15.12. Vodljiva kugla u homogenom stacionarnom strujnom polju

Neka se vodljiva kugla (sredstvo 1), polumjera a, nalazi u homogenom stacionarnom strujnom polju,
dok je oko kugle neogranic¢eno vodljivo LIH sredstvo (sredstvo 2). Za rjeSenje ovog problema prikladan
je sferni koordinatni sustav s ishodiStem u sredistu vodljive kugle (Slika 15.22).

Postoji analogija izmedu vodljive kugle u stacionarnom strujnom polju i dielektricne kugle u
homogenom elektrostatiCkom polju. Samo treba dielektricnost pojedinog sredstva preinaciti u elektricnu
provodnost sredstva.

jOZK‘Z-EO T(rllg)

E— &

> &1
K

Slika 15.22. Vodljiva kugla u homogenom stacionarnom strujnom polju

Polazi se od opceg rjesenja Laplaceove diferencijalne jednadzbe u sfernom koordinatnom sustavu
(14.203) i potom treba zadovoljiti sve granicne uvjete. Prema analognim izrazima (14.217) i (14.218),

raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u oba sredstva opisana je izrazima:
3. .
¢1=—#‘Eo‘r-cosl9=— 31Ky

Ey-z ;5 r<a (15.123)
K +2-K, K +2-K,
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3
@, = —E, r-cosd + M(ﬁ) ‘E,-r-cos8 ; ra (15.124)
K+2-x, \r
iz kojih slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli u srediStu kugle, odnosno na ravnini koja
prolazi kroz srediste kugle za koju je 3= 7/2, ato je ravnina z = 0.
1z izraza (15.123) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 1, lako se

mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektricnog polja u sredstvu 1, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

E =E, -8 +E;q- & (15.125)
0 3.
Ep=--_ 2% g ocosd (15.126)
or K +2-K,
3.
Eg=-t 0o 3% g g (15.127)
r 09 K1 +2-K,

dok je u pravokutnom koordinatnom sustavu:

3‘K2

E =E,. k= ‘E,-k (15.128)

K +2-K,

1z izraza (15.124) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektricnog polja u sredstvu 2, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

0 K —K aY
£ =P g ot 1+z.1—2.H (15.130)
r Ki+2-5, \
1 0 K| —K a\
Eyg=—— 2 E sing.|1-—1" %2 [4 (15.131)
r 09 K +2-x5 \r

Plo$na gustoca nepokretnog elektricnog naboja na granici dvaju sredstava slijedi iz izraza:

Dy| _ -Dy| —&E,| _ =0 (15.132)

r=a

=&, Ey

r=a r=a r=a

gdje su g, 1 ¢, dielektri¢nosti vodljivih sredstava (Slika 15.12).

1z izraza (15.126), (15.130) i (15.132), slijedi da je plosna gustoca nepokretnog elektri¢nog naboja
opisana izrazom:

o=|&+2-&- i, —& - 3Ky -E,-cos 9 (15.133)
K +2-K, K +2-K,
odakle slijedi da je:
c=2152"8 8 3 p cosd (15.134)
Ki+2-K,
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15.13. Dielektri¢na kugla u homogenom stacionarnom strujnom polju

J, =k E, T(r, 9)

Y

Slika 15.23. Dielektricna kugla u homogenom stacionarnom strujnom polju

Neka se dielektricna kugla (sredstvo 1), polumjera a, nalazi u homogenom stacionarnom strujnom
polju, dok je oko kugle neograniceno vodljivo LIH sredstvo (sredstvo 2). Za rjeSenje ovog problema
prikladan je sferni koordinatni sustav s ishodistem u sredistu dielektri¢ne kugle (Slika 15.23).

Izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u oba sredstva mogu se dobiti na dva nacina:

e Na isti nacin kao i za dielektri¢nu kuglu u homogenom elektrostatickom polju (potpoglavlje
14.18) do izraza (14.212) i (14.209) koji glase:

@, =C,-r-cosd (15.135)
1
¢2=(—E0‘r+81‘—2)‘cos.9 (15.136)
r

a nakon toga se nepoznate konstante B, i C; odreduju iz grani¢nih uvjeta:

ol._, =l _, (15.137)
R - (15.138)
or |,_, or|,_,

gdje grani¢ni uvjet (15.138) znaci da strujno polje ne ulazi u dielektricnu kuglu, odnosno
elektri¢ne strujnice zaobilaze dielektrik.

e Koristeéi rjeSenja za raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala (15.123) i (15.124), koja
vrijede za vodljivu kuglu (sredstvo 1) u homogenom stacionarnom strujnom polju, uz
supstitucije:

Ky >k 5 kK —0 (15.139)

Na jedan od dva opisana nacina, lako se dobiju izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala
u oba sredstva, koji glase:

¢1=_%.E0.r.cosgz —%Eo‘z . r<a (15.140)

3
¢2=—E0.(1+2“ 3J.r.cos.9 . r>a (15.141)
-7

iz kojih slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli na ravnini koja prolazi kroz srediste kugle
za kojuje $=x/2,atojeravninaz=0.
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Prema izrazima (15.140) 1 (15.141), raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u dielektri¢noj kugli
kao i u okolnom vodljivom sredstvu ne ovisi o znacajkama ovih dvaju sredstava. Fizikalno je vazno
samo to da je sredstvo 1 savrSeni LIH dielektrik, a sredstvo 2 vodljivo LIH sredstvo.

1z izraza (15.140) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 1, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektricnog polja u sredstvu 1, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

E =E, S, +E;q & (15.142)
B =-22_3 p cosd (15.143)
or 2
1 O, 3 .
=—_." " __~.F .sin8 15.144
19 r 08 2 ( )

dok je u pravokutnom koordinatnom sustavu:

Elelz-Ezg-Eo-k (15145)

odakle slijedi da je jakost elektri¢nog polja u kugli povecala iznos, ali je elektri¢no polje i dalje ostalo
homogeno.

1z izraza (15.141) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektricnog polja u sredstvu 2, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

0, a’
E2r :—?:EO-Cosg. 1-— r_3 (15147)
1 Op, . a’
Ezgz_—‘_z_Eo‘SHllg‘ 1+ (15148)
r 09 273

Plosna gustoc¢a nepokretnog elektricnog naboja na granici dvaju sredstava slijedi iz izraza:

D2r| 2_51‘E1r| =—€'E1r|r:a =0 (15.149)

-D |
r=a Irly=q r=a

1z izraza (15.143) i (15.149), slijedi da je plo$na gusto¢a nepokretnog elektricnog naboja opisana
izrazom:
az—g-g-Eo-cos&’ (15.150)

Sto znaci da je na lijevoj strani kugle plo$ni naboj pozitivan, a na desnoj strani kugle negativan. Taj
plosni naboj stvara elektri¢no polje u dielektricnoj kugli.

15.14. Supravodljiva kugla u homogenom stacionarnom strujnom polju

Neka se supravodljiva kugla (sredstvo 1), polumjera a, nalazi u homogenom stacionarnom strujnom
polju, dok je oko cilindra neograni¢eno vodljivo LIH sredstvo (sredstvo 2). Za rjeSenje ovog problema
prikladan je sferni koordinatni sustav s ishodistem u sredistu supravodljive kugle (Slika 15.24).
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Slika 15.24. Supravodljiva kugla u homogenom stacionarnom strujnom polju

Izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u oba sredstva mogu se dobiti na dva nacina:

e Na isti nacin kao i za dielektri¢nu kuglu u homogenom elektrostatickom polju (potpoglavlje
14.18) do izraza (14.209) koji glasi:

¢2=(—E0-r+81-i2)-cosl9 (15.151)

7

a nakon toga se nepoznata konstanta B, moZe odrediti iz grani¢nog uvjeta:
ol _,=l._, =0 (15.152)
jer je u supravodicu:
@ =konst.=0 ; E =0 (15.153)

gdje je u ovom posebnom slucaju konstanti skalarni elektri¢ni potencijal supravodica jednak
nuli.

e Koristeéi rjeSenja za raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala (15.123) i (15.124), koja
vrijede za vodljivu kuglu (sredstvo 1) u homogenom stacionarnom strujnom polju, uz
supstitucije:

Ky >K ; K —© (15.154)

Na jedan od dva opisana nacina, lako se dobiju izrazi za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala
u oba sredstva, koji glase:

=0 ; r<a (15.155)

3
@, =—E;-r-cos9 + (EJ -Ey-r-cos$ ; rza (15.156)
r
iz kojih slijedi da je skalarni elektri¢ni potencijal jednak nuli na ravnini koja prolazi kroz srediste kugle
za kojuje $=7x/2,atojeravninaz=0.

Prema izrazima (15.155) i (15.156), raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u supravodljivoj
kugli kao i u okolnom vodljivom sredstvu ne ovisi o znac¢ajkama ovih dvaju sredstava. Fizikalno je
vazno samo to da je sredstvo 1 supravodic, a sredstvo 2 vodljivo LIH sredstvo.

1z izraza (15.156) koji opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti elektrinog polja u sredstvu 2, koji u cilindric(nom
koordinatnom sustavu glase:
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3
E, =—%=E0-cosl9-(l+2-a—J (15.158)

' 8r r3
Epe 102 5 nofi-@ (15.159)
Y 0 3 '

Plosna gustoc¢a nepokretnog elektricnog naboja na granici dvaju sredstava slijedi iz izraza:

Dy| =D, | =& Ey _ =0 (15.160)

r=a _Dlr|r:a
1z izraza (15.158) i (15.160), slijedi da je plosna gusto¢a nepokretnog elektricnog naboja opisana

izrazom:
c=3-&-E,-cos9 (15.161)

Sto znaci da je na lijevoj strani kugle plo$ni naboj negativan, a na desnoj strani kugle pozitivan.

Postoji analogija izmedu supravodljive kugle u vodljivom sredstvu i vodljive kugle u dielektricnom
sredstvu. U tim slucajevima, elektri¢ne strujnice i elektricne silnice, kao i ekvipotencijalne linije, imaju
isti graficki izgled kao na Slici 14.40.

15.15. Tankozi¢ani vodi¢ u vodljivom sredstvu i metoda srednjeg potencijala

Neka pravocrtni odsjecak (segment) cilindricnog vodica polumjera r,, duljine 7, u okolno vodljivo
sredstvo ispusta vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti 7 (Slika 15.25). Neka je plosna gustoca
elektri¢ne struje konstantna po plastu odsjecka vodica. Neka se odsjecak vodica nalazi u neogranicenom
vodljivom LIH sredstvu elektri¢ne provodnosti .

K ‘Lz‘rn
/ 0

i
3 >

Slika 15.25. Pravocrtni odsjecak cilindricnog vodica u neogranicenom vodljivom LIH sredstvu

Ako je r, <</, moze se koristiti tankoZiCana aproksimacija po kojoj se pretpostavlja da elektri¢na
struja izvire iz osi odsjecka vodica, a trazi se raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u tockama
izvan odsjecka vodica, ukljucujucéi povrsinu odsjeCka vodica. Potencijal unutar odsjecka vodica jednak
je potencijalu na njegovoj povrsini. Budu¢i da u numerickom modelu vremenski konstantna elektricna
struja jakosti / izvire iz osi odsjecka vodica, ona se opisuje linijskom gustocom elektricne struje:

Tzézkonst. (15.162)
Ay
T(u,v)
P r
t A
u,t
———————————————————————— L e =
0/2 dt_y/2 s

Slika 15.26. Odsjecak cilindricnog vodica u lokalnom koordinatnom sustavu (u, v)
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Radi jednostavnosti, odsjecak se zadaje u lokalnom 2D koordinatnom sustavu (u, v), u kojem leze os
odsjecka vodica i to¢ka promatranja 7(u, v). Polozaj odsjecka u (x, y, z) sustavu je proizvoljan. Prema
Slici 15.26, tocka T(u, v) u kojoj se racuna skalarni elektri¢ni potencijal moze biti u prvom ili u drugom
kvadrantu lokalnog koordinatnog sustava (u, v).

Postoji analogija izmedu odsjecka cilindricnog vodi¢a u neogranicenom vodljivom LIH sredstvu koji
u okolno vodljivo sredstvo ispusSta vremenski konstantnu elektricnu struju jakosti / i odsjecka
cilindri¢cnog vodica u neogranicenom savrSenom LIH dielektriku koji je naelektriziran nabojem Q.
Budu¢i da je analogni elektrostaticki problem detaljno opisan u potpoglavlju 14.24, u ovom je
potpoglavlju odsjecak cilindricnog vodi¢a u neogranicenom vodljivom LIH sredstvu opisan ukratko.

Raspodjela skalarnog elektricnog polja oko odsjecka vodica opisana je izrazom:

‘
5 2
1
— | _ 3 dt (15.163)
’ \/u t) +y2 4wl o \/(u—t) 2
2 2
a nakon integracije dobije se da je:
1
It u+— u——
op=——" | Arsh—2 — Arsh—2 (15.164)
4-7-x-0 12 v
ili druk¢ije pisano:
2
2 1
vi+lu+—| + u+
R )

(15.165)

Raspodjela skalarnog elektricnog potencijala je osnosimetricna s obzirom na lokalnu os u,
ekvipotencijalne plohe su rotacijski elipsoidi sa ZariStima na krajevima osi vodica, §to znaci da su u
lokalnom koordinatnom sustavu (u, v) ekvipotencijalne linije elipse sa ZariStima na krajevima osi vodica
(Slika 14.54).

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala duz plasta odsjecka vodica opisana je izrazom:

1

”o u +u+—

+
—o(u, 1) = 15.166
p=p(u,r) = 4;;;«6 ; ( )

! /

2 2

Po metodi srednjeg potencijala, skalami elektricni potencijal odsjecka vodiCa @ aproksimira se
srednjim potencijalom duz plasta odsjecka vodica tako da je:

D=, = % o(u,ry)-du=Pl, 1)1 (15.167)

SRR AT

gdje je P(!,r,) vlastiti otpor odsjecka vodi¢a u neograni¢enom vodljivom LIH sredstvu, dobiven
metodom srednjeg potencijala. Vrijedi da je:
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1 / 7

P v)=—— | 4-Arsht - L (15.168)
2-7x- LA U RV R
ili druk¢ije pisano:
[2 2 2
P(f,v)z%‘ g ! (15.169)
27Kl v \/Z2+v2 + v
Ujedno vrijedi da je:
P(L,v)=2-G(t,v) (15.170)
K

gdje je pomocna funkcija G(4,v) opisanaizrazima (14.300)1(14.301), a vrijedi za odsjecak cilindricnog
vodica u neograni¢enom savrsenom LIH dielektriku.

Dakle, u neogranicenom vodljivom LIH sredstvu za odsjecak vodica vrijedi da je:
Q=@ =P, ry)-1=R-1 (15.171)

gdje je R=P((,ry) vlastiti otpor odsjeCka cilindricnog vodi¢a u neograni¢enom vodljivom LIH
sredstvu, dobiven metodom srednjeg potencijala. To je otpor izmedu odsjecka vodica i referentne tocke
u beskonacnosti, ili, druk¢ije receno, to je doprinos jedini¢ne struje odsjecka vodica srednjem
potencijalu odsjecka vodica.

15.16. Otpor uzemljenja vodoravnog odsjecka vodic¢a u LIH tlu

Neka je odsjecak cilindri¢nog tankoZzi¢anog vodi¢a polumjera r,, duljine ¢, ukopan u LIH tlo
elektri¢ne provodnosti x (Slika 15.27). Ako ovaj odsjeCak vodica ispusta u tlo vremenski konstantnu
elektri¢nu struju jakosti 7, onda je on jedan elementarni vodoravni uzemljivac pa se, u ovom posebnom
slucaju, moze govoriti o otporu uzemljenja odsjecka cilindricnog vodica umjesto o vlastitom otporu
odsjecka cilindricnog vodica. Vodoravni uzemljiva¢ moze biti vodljiva traka, cilindri¢ni vodic¢ ili uze,
a moze se izvesti kao: zrakasti, prstenasti ili mrezasti uzemljivac ili pak kao njihova kombinacija. Cilj
je dobiti izraz za otpor uzemljenja ovog ekvipotencijalnog odsjecka cilindricnog vodi¢a po metodi
srednjeg potencijala.

)

K

1
—

Slika 15.27. Vodoravni odsjecak cilindricnog vodica u LIH tlu

Radi izraCuna viastitog otpora odsjecka cilindricnog vodica, po metodi srednjeg potencijala, treba u
numerickom modelu pretpostaviti da odsjecak vodica, iz svoje osi, u tlo jednoliko ispusSta vremenski
konstantnu elektri¢nu struju jakosti /.

Po metodi odslikavanja, jedan odsjecak vodi¢a u LIH poluprostoru elektricne provodnosti x

nadomjestaju dva odsjeCka vodica u neogranicenom LIH sredstvu elektricne provodnosti x (Slika
15.28).
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Slika 15.28. Stvarni i odslikani vodoravni odsjecak cilindricnog vodica

Skalarni elektri¢ni potencijal odsjecka cilindricnog vodica, dobiven metodom srednjeg potencijala,
opisan je izrazom:
O=@,=R-1 ; R=Pr)+P2h) (15.172)
gdje je:
R - ukupni viastiti otpor odsjecka cilindri¢nog vodica u heterogenom sredstvu, koje se sastoji od tla
1 zraka,
P(?,1,) - vlastiti otpor odsjecka cilindri¢nog vodi¢a u neogranicenom vodljivom LIH sredstvu,
opisan izrazom (15.169),
P(l,2-h) - medusobni otpor stvarnog odsjecka cilindricnog vodi¢a i odslikanog odsjecka
cilindri¢nog vodica u neograni¢enom vodljivom LIH sredstvu, koji je opisan izrazom
(15.169).

Budu¢i da je vodoravni uzemljiva¢ aproksimiran samo jednim pravocrtnim tankozi¢anim odsjeckom
cilindri¢nog vodica, onda je:

R, =R (15.173)

gdje je R,, otpor uzemljenja odsjecka cilindri¢nog vodica.

15.17. Otpor uzemljenja dvaju paralelnih odsje¢aka vodica u LIH tlu

Neka su dva jednaka, medusobno paralelna, odsjecka cilindri¢nog tankozi¢anog vodica polumjera
r,, duljine 7, ukopana u LIH tlo elektri¢ne provodnosti « (Slika 15.29). Neka ova dva odsjecka vodica
tvore ekvipotencijalni uzemljiva¢ koji u okolno tlo ispusta vremenski konstantnu elektri¢nu struju
jakosti /,,. Neka je dovod elektri¢ne struje odsjecima vodica izoliran od tla. Cilj je dobiti izraz za
skalarni elektri¢ni potencijal i otpor uzemljenja ovog ekvipotencijalnog uzemljivaca po metodi srednjeg
potencijala.

Heterogenost sredstva se uvazava tako da se odsjecci vodica odslikaju po metodi odslikavanja. Dva
odsjecka vodic¢a u LIH poluprostoru elektricne provodnosti x nadomjestaju Cetiri odsjecka vodic¢a u
neograni¢enom LIH sredstvu elektricne provodnosti x (Slika 15.30).

Skalarni elektri¢ni potencijali odsjecaka vodica opisani su izrazima:
DO =R -1} + R, I, (15.174)
Dy =Ry, 1) + Ry, 1, (15.175)
gdje su vlastiti i medusobni otpori odsjecaka vodic¢a dobiveni metodom srednjeg potencijala:

Ry =P(t,ry)+P(t,2:1y) (15.176)

197



R, =R, =P(t,d)+P((,D) (15.177)
Ry, =Pt,ry)+P(0,2:1y) (15.178)

gdje je funkcija P(f, v) opisana izrazom (15.169).

Slika 15.30. Stvarni i odslikani odsjecci cilindricnog vodica

Budu¢i da odsjecci vodica tvore ekvipotencijalni uzemljivac, vrijedi da je:

Simetri¢ni sustav jednadzbi u matricnom zapisu glasi:
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Rl,l R1,2 —1 [1 0

R2,1 Rz’z _1 . [2 = 0 (15181)

I
I=1,= ; (15.182)

O -, = =t 15.183
1 — ¥2 =¥z — ) "z ( . )

15.18. Otpor izmedu dvaju paralelnih odsjecaka vodi¢a u LIH tlu

Neka je su dva jednaka, medusobno paralelna, odsjecka cilindri¢nog tankozic¢anog vodica polumjera
r,, duljine ¢, ukopana u LIH tlo elektricne provodnosti x (Slika 15.31). Neka izmedu ova dva
ekvipotencijalna odsjecka vodica teCe vremenski konstantna elektri¢na struja jakosti /. Neka je dovod
struje odsjeccima vodica izoliran od tla. Cilj je dobiti izraz za otpor izmedu ova dva odsjecka po metodi
srednjeg potencijala. U ovom slucaju, svaki od ova dva odsjecka vodi¢a jest horizontalni
ekvipotencijalni uzemljivac.

Heterogenost sredstva se uvazava tako da se odsjecci vodica odslikaju po metodi odslikavanja. Dva
odsjecka vodic¢a u LIH poluprostoru elektricne provodnosti x nadomjestaju Cetiri odsjeCka vodica u
neogranicenom LIH sredstvu elektri¢ne provodnosti x (Slika 15.32).

I =1
/ A
d
Y
I, =—1

Slika 15.31. Dva paralelna odsjecka cilindricnog vodica

Prema Slici 15.31, vodoravni uzemljiva¢ 1 ispusta u tlo vremenski konstantnu elektri¢nu struju
jakosti /, dok vodoravni uzemljivac 2 prima iz tla vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti /, a to
znaci da uzemljivac 2 ispusta u tlo vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti —/. Svaki od ova dva
uzemljivaca, u numerickom modelu, aproksimiran je samo jednim odsjeckom cilindri¢nog vodica.

Skalarni elektri¢ni potencijali odsjecaka vodica opisani su izrazima:
¢1=R1,1.I_R1,2.I=(R1,1_Rl,z)‘l (15184)

@2 =R2,1 ‘I_Rz’z ‘IZ(Rz,l _Rz’z)‘l (15185)
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gdje su vlastiti i medusobni otpori odsjecaka vodica, dobiveni metodom srednjeg potencijala, opisani
izrazima (15.176) - (15.178).

Slika 15.32. Stvarni i odslikani odsjecci cilindricnog vodica

Otpor izmedu ova dva uzemljivaca (odsjecka vodica) opisan je izrazom:

D, - D,

U posebnom slucaju, ako je 4 =h,, vrijedi da je:

D, =-D; R=2.CD1

15.19. Otpor uzemljenja okomitog odsjecka vodi¢a u LIH tlu

Neka je odsjecak cilindri¢nog tankoZzi¢anog vodi¢a polumjera r,, duljine ¢, ukopan u LIH tlo
elektri¢ne provodnosti x (Slika 15.33). Ako ovaj odsjecak vodica ispusta u tlo vremenski konstantnu
elektri¢nu struju jakosti /, onda je on jedan elementarni okomiti uzemljivac. Cilj je dobiti izraz za otpor
uzemljenja ovog ekvipotencijalnog odsjecka cilindricnog vodi¢a po metodi srednjeg potencijala. Za
rjeSenje zadatka bitan je samo onaj dio vodica koji je ukopan u tlo.

€y

K

Slika 15.33. Okomiti odsjecak cilindricnog vodica u LIH tlu
Po metodi odslikavanja, jedan odsjecak vodi¢a u LIH poluprostoru elektricne provodnosti x

nadomjestaju dva odsjeCka vodica u neograni¢enom LIH sredstvu elektricne provodnosti x (Slika
15.34).
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Slika 15.34. Stvarni i odslikani okomiti odsjecak cilindricnog vodica

Prema Slici 15.34, u ovom posebnom slucaju stvarni i odslikani odsjecak vodi¢a mogu se u
numeri¢kom modelu nadomjestiti jednim objedinjenim odsjeCkom cilindricnog vodic¢a polumjera 7,
duljine 2- ¢, uneogranicenom LIH sredstvu elektricne provodnosti x koji ispusta vremenski konstantnu
elektri¢nu struju jakosti 2- /.

Skalarni elektricni potencijal ovog cilindricnog odsjecka vodica, dobiven metodom srednjeg
potencijala, opisan je izrazom:
@=1-R=2-1-P2-4,1,) (15.188)

gdje je funkcija P(f, v) opisana izrazom (15.169).
Slijedi da je otpor uzemljenja okomitog odsjecka cilindricnog vodica:

a2 r 420 02
Re— 1 |20 o 4! (15.189)

4eK-0? ) \/4‘€2+r02 + 7

15.20. Numericko modeliranje ekvipotencijalnih mrezastih uzemljivaca

Neka se ekvipotencijalni mrezasti uzemljiva¢ nalazi u LIH tlu elektricne provodnosti x. U
numerickom modelu, vodi¢i ekvipotencijalnog mrezastog uzemljivaca (Slika 15.35) dijele se na
pravocrtne cilindri¢ne odsjecke.

Slika 15.35. Primjer ekvipotencijalnog mrezastog uzemljivaca

Neka ima ukupno # odsjeCaka. Neka je poznata elektrina struja uzemljivaca /,,, a to je elektricna
struja koju uzemljivac ispusta u tlo. Neka su nepoznanice: elektricne struje odsjecaka I, ;k=1,2,...,n
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te skalarni elektri¢ni potencijal uzemljivaca @,. Svi skalarni elektri¢ni potencijali odsjecaka vodica
@, ;k=1,2,...,n jednaki su potencijalu uzemljivaca.

Mogu se koristiti razli¢ite metode tezinskih odstupanja za numericku aproksimaciju skalarnog
elektricnog potencijala odsjecaka, a njeni posebni slucajevi su metoda kolokacije u tocki i metoda
srednjeg potencijala. Za metodu srednjeg potencijala sustav linearnih jednadzbi glasi:

YRy L =@ =@, ; k=1,2,..n (15.190)
k=1
D=1, (15.191)
k=1

koji u matricnom zapisu glasi:

R, - R, —1 A 0

-] (15.192)
Rn,l . Rn,n -1 1, 0
_—1 e =1 0_ Quz _[uZ

gdjesu Ry =Ry;;1=1,2,..,n ; k=1,2,..,n vlastiti i medusobni otpori odsjeCaka vodica. To je,
ustvari, doprinos jedini¢ne struje k-tog odsjecka potencijalu i-tog odsjecka, uzevsi u obzir heterogenost
cjelokupnog prostora.

Vlastiti i medusobni otpori R} u neograni¢enom LIH tlu elektriCne provodnosti x analogni su
vlastitim i medusobnim potencijalnim koeficijentima ¢;, u neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku
dielektricnosti €. Veza izmedu njih opisana je sljede¢im izrazom:

Ry =< o, (15.193)
K
gdje su vlastiti potencijalni koeficijenti «;; opisani izrazom (14.303). U posebnom slucaju paralelnosti
odsjecaka vodiCa prema Slici 14.57, medusobni potencijalni koeficijenti ;) opisani su izrazom
(14.304). U slucaju opce paralelnosti odsjecaka vodica prema Slici 14.58, medusobni potencijalni
koeficijenti ;) opisani su izrazima (14.305) - (14.307). Ako su odsjecci vodica neparalelni (Slika
14.59), onda su medusobni potencijalni koeficijenti a; opisani izrazima (14.310) 1 (14.311).
Ako postoji vise ekvipotencijalnih uzemljivaca, onda sustav linearnih jednadzbi (15.192) treba
prosiriti dodavanjem jo$ jedne nove jednadzbe i jo§ jedne nove nepoznanice za svaku novi dodatni
ekvipotencijalni uzemljivac.

Sustav linearnih jednadzbi dobiven metodom srednjeg potencijala je simetriCan, dok metoda
kolokacije u tocki daje nesimetri¢ni sustav linearnih jednadzbi.

Nakon Sto se rijeSi sustav linearnih jednadzbi (15.192), mozZe se izraCunati skalarni elektri¢ni
potencijal u bilo kojoj tocki u tlu. Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u tlu, ili pak na povrsini
tla, opisana je izrazom:

o= R I (15.194)
k=1

gdje je R, otpor izmedu k-tog segmenta i tocke promatranja, uzevsi u obzir heterogenost sredstva. To
je, ustvari, doprinos jedini¢ne struje k-tog segmenta potencijalu promatrane tocke, uzevsi u obzir
heterogenost cjelokupnog prostora.

Algoritmi za numericko modeliranje ekvipotencijalnih uzemljivaca u heterogenom tlu, kao $to je
horizontalno uslojeno viseslojno tlo, te algoritmi za numericko modeliranje neekvipotencijalnih
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uzemljivaca u homogenom i heterogenom tlu mnogo su slozeniji. Pogotovo je slozena vremenski
harmonijska i tranzijentna analiza uzemljivackih sustava.

15.21. Ekvivalentni polumjer pravokutnog vodic¢a

U numerickom modelu uzemljivaca pretpostavlja se da su odsjecci vodica cilindriénog popre¢nog
presjeka. Medutim, u praksi se koristi i pocin¢ana celi¢na traka pravokutnog popre¢nog presjeka, koja
se, za potrebe numerickog modeliranja, moZze aproksimirati cilindri¢nim vodi¢em (Slika 15.36).

a

Slika 15.36. Pravokutni vodic i ekvivalentni cilindricni vodic

Ekvivalentni polumjer pravokutnog vodi¢a moze se izraCunati po vise kriterija: po kriteriju istog
opsega, po kriteriju istog poprecnog presjeka ili npr. po metodi srednje geometrijske udaljenosti.
Detaljnija numericka analiza zasnovana na metodi grani¢nih elemenata pokazuje da se ekvivalentni
polumjer moZze dobro aproksimirati po kriteriju istog opsega tako da je:

p = 4th (15.195)

e
T

15.22. KruZna vodljiva plo¢a u neograni¢enom tlu

Neka se tanka kruzna vodljiva ploca, polumjera a, nalazi u neogranicenom LIH tlu elektri¢ne
provodnosti « 1 neka u tlo ispusta vremenski konstantnu elektricnu struju jakosti / (Slika 15.37). Neka
je ploca nacinjena od dobrog vodica te neka se u odnosu na okolno tlo moze smatrati supravodljivom,
odnosno neka je ploca ekvipotencijalna.

z

Slika 15.37. Kruzna vodljiva ploc¢a u neograni¢enom LIH tlu

Buduc¢i da je raspodjela skalarnog elektriénog potencijala osnosimetri¢na s obzirom na os z, koristi
se 2D cilindri¢ni koordinatni sustav (r, z). U teorijskom razmatranju polazi se od ekvipotencijalnog
rotacijskog elipsoida §to ga stvara pravocrtni tankozicani odsjecak vodica duljine ¢ koji iz svoje osi u
okolno tlo jednoliko ispusta vremenski konstantnu elektricnu struju jakosti / (Slika 15.38). Rotacijski
elipsoid nastaje rotacijom elipse oko osi z, a ZariSta te elipse su u vrhovima tankozi¢anog odsjecka
vodica.
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Slika 15.38. Ekvipotencijalni rotacijski elipsoid oko odsjecka vodica

Raspodjela skalarnog elektricnog potencijala oko odsjecka tankozicanog vodica, koji u numerickom
modelu jednoliko iz svoje osi ispusta vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti /, opisana je
izrazom (15.165), koji glasi:

2 A% (
It r-+ Z+E + Z+E
0 = In (15.196)
2
r-+|\z—— + z——
( 2J 2

Za ekvipotencijalnu elipsu koja ima malu poluos duljine a (polumjer ekvipotencijalne ploce) i veliku
poluos duljine b (Slika 15.39), vrijedi da je:

= \Vb? —a? (15.197)

v

Slika 15.39. Velika i mala poluos ekvipotencijalne elipse oko odsjecka vodica

Ako b tezi u nulu, onda ekvipotencijalni rotacijski elipsoid kojem je mala poluos duljine a postaje
ekvipotencijalna ploc¢a polumjera a pa, prema izrazu (15.197), vrijedi da je:

lim— =+—-a° = j-a (15.198)
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Nakon $to se u izraz za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala (15.196) uvrsti supstitucija
(15.198), dobije se izraz za raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala oko kruzne vodljive u ploce u
neogranicenom LIH tlu, koji glasi:

I }”2+(z+j-a)2 +z+j-a
= -In (15.199)
4 j-8mKk-a

}”2+(z—j-a)2 +z—j-a

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala oko kruzne vodljive ploce jest parna funkcija s obzirom
na os z pa se, radi daljnjeg postupanja, izraz (15.199) moze prevesti u sljede¢i oblik:

I 2zl +j-a)? +|z]+)-a
. ‘In (15.200)

JEEEd 2 (z1-j-a) +1z]-j-a

odakle slijedi da je:
Ji NA+j2-alz| + |z|+]j-a
¢ = - ‘In (15.201)
J8meka J4_ioaz| +|z|-ja
gdje je:
A=r*+22 - 4? (15.202)
Neka je:

,A+J2G|Z| :a+j.ﬂ ; ,[A—j.2-a-|z| :a—j‘ﬂ (15203)

odakle, nakon kvadriranja ovih dvaju izraza, slijedi da je:

a’—p*=4 ; a-f=|z|a (15.204)
Nadalje je:
A+ A +4.4° 27
at— 4.0 -2 a?=0 ;. o®-= ; 4.z (15.205)
odakle slijedi da je:

2 2

A+A*+4.q% 22 —A+A +4-4% 2
a=\/ 92 . p= 4.z (15.206)

Ako se izrazi oznaceni brojem (15.203) uvrste u izraz (15.200), dobije se novi izraz za raspodjelu
skalarnog elektri¢nog potencijala oko kruzne vodljive ploce, koji glasi:

L ezl (Bra) (15.207)
j8max (a+|z|)-j-(B+a)
odakle slijedi da je:
. P+a
Jj-2-arc tg
q):;.lne a -+ =;‘arctg pra (15.208)
j-8ma-«x 4-7-a-x a+|z|
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Buduc¢i da je prema (15.204):

=10 (15.209)
a
lako se dobije da je:
Bra _a _F (15.210)
a+|z| a |z

1z izraza (15.210) i (15.208), slijede konacni prakti¢ni izrazi za raspodjelu skalarnog elektri¢nog
potencijala oko kruzne vodljive ploce, koji glase:

- arct a__ I arc sin ——— (15.211)
v 4-7-a-x ga 4-7-a-k la? + o2 '
p= ———-arctg P = ! ‘arcsinL (15.212)
4-7-a-x lz| 4-7m-ax zz+ﬂ2
gdje su pomocne funkcije a i f opisane izrazom (15.206).
1z izraza (15.206) 1 (15.211), lako se dobijedajeza z=0 & r=>a:
2 2 1 . a
a=Ar"—a ;0 p= -arc sin — (15.213)
4-7r-a-x r
dokjeza z=0 & r<a:
1
a=0 ; ¢=0&,= = konst. (15.214)
8-a-«x
1z izraza (15.206) 1 (15.211), dobije se dajeza r=0:
a=\|z| ; Pf=a ; ¢= -arc tg a (15.215)
4-7r-a-x | z|

Izraz za raspodjelu plosne gustoce elektri¢ne struje s jedne strane ekvipotencijalne ploce moze se
dobiti iz izraza:

J=—K-lima—¢ ; (oz;‘arctgﬁ (15.216)
20 Oz 4-7-a-x z
z>0
r<a
Vrijedi da je:
B B
Sp__ I 1 — 522 1 252 : (15.217)
0z 4-ma-x B z dmax B +z
z
op
z-—-f3
Jeexdim @ oL o T T 1 (15.218)
z—0 Oz 4-7r-a z-0 ﬂ2+22 4-mr-a =00
z>0 z>0 z>0
r<a r<a r<a



J= ! - lim 2 = ! . 2 (15.219)
d-r-a z—0 —A+\/A2+4.a2.zz 4-7-a 2‘|A|

z>0
r<a

pa je konacno:

J= ! (15.220)

4-7z‘a‘\/a2—r2

Izraz (15.220) koji opisuje raspodjelu plosne gustoce elektricne struje s jedne strane ekvipotencijalne
ploce moze se dobiti i iz izraza (15.199), kojemu je alternativni zapis:

o :#-(Arshsz].a —Arshz_f'“j (15.221)
j-8mKk-a r r
Slijedi da je:
o ___ I ! - ! (15.222)
24 Jj8rK-a \/(z+]"a)2+r2 \/(z—j-a)2+r2
paje:
J=—x-lim 2 = J1 [ — T J (15.223)
250 oz 8mea |\ ;2 2 og?
r<a
=L ! - ! (15.224)
8-7-a ij-\/az—rz ij-\/az—rz

Izborom predznaka u izrazu (15.224) koji daju fizikalno rjeSenje, a to je pozitivno realno rjeSenje,
dobije se da je:

il 1
J=_7

1 1
“Rr-a [j-\/az—rz —j‘\/az—rz J 4‘7Z‘a‘\/a2—r2

(15.225)

15.23. KruZna vodljiva plo¢a na povrsini tla

Neka se tanka kruzna vodljiva ploca, polumjera a, nalazi na povrsini LIH tla elektricne provodnosti
x 1 neka u tlo ispusta vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti / (Slika 15.40). Neka je ploca
nacinjena od dobrog vodica te neka se u odnosu na okolno tlo moze smatrati supravodljivom, odnosno
neka je ploca ekvipotencijalna.

Nakon $to se vodljiva plo¢a odslika u odnosu na povrSinu tla, dobije se vodljiva plo¢a u
neograni¢enom LIH tlu (Slika 15.37), koja u tlo ispuSta vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti
2-1. Budu¢i da je ploca na povrsini tla, onda isti izraz opisuje raspodjelu skalarnog elektricnog
potencijala u zraku i u tlu.
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Slika 15.40. Kruzna vodljiva ploc¢a na povrsini LIH tla

Iz izraza (15.211) i (15.212) koji vrijede za upola manju jakost elektricne struje, slijedi da je
raspodjela skalarnog elektricnog potencijala oko kruzne vodljive ploce opisana izrazima:

Q= -arc tgizé‘arc sin—2 (15.226)
4-7-a-x a 2-rwax a+a?

Q= L‘arc tg P = ! -arc sinL (15.227)
4-7-a-x lz| 2-7m-a-x zz+ﬂ2

gdje su pomocne funkcije a i f opisane izrazom (15.206).

Prema izrazu (15.220), plosna gustoca elektricne struje koju vodljiva ploca s jedne strane ispusta u
tlo opisana je izrazom:

J= 21 - ! (15.228)

4-7z‘a‘\/a2—r2 ) 2-7z‘a‘\/a2—r2

a to znaci da je ploSna gustoca nepokretnog elektricnog naboja koji se nalazi s druge strane vodljive
ploce opisana izrazom:

oo 0 . 2.1 (15.229)
2.7a-Na? -2 o

A

Iz izraza (15.214), slijedi da je skalarni elektricni potencijal vodljive ploce:

2.1 1

=@ = = = konst. 15.230
?=%n 8-ax 4.ax ( )
pa je otpor uzemljenja vodljive ploce:
R —%— ! (15.231)
T T 4ak '

Iz izraza (15.213), slijedi da je raspodjela skalarmog elektricnog potencijala po povrsini tla
(z=0 & rZa) opisana izrazom:

Q= -arc sin — = P arc sin — (15.232)
2-ra-k r /4 r

1z izraza (15.214), slijedi da je raspodjela skalarnog elektricnog potencijala duz osi z (r = 0) opisana
izrazom:
2-@

p=———-arctg ? - Pl arc tgi (15.233)
2-ra-k |z | /4 |z]
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15.24. Zadaci

Zadatak 15.1. Vodljiva kugla, polumjera 7, =1,25 cm, nalazi se na dubini # =3 m ispod povrSine LIH
tla elektricne provodnosti x =0,1 S/m.Ako kugla ispusta u tlo vremenski konstantnu struju jakosti
I=100 A, odredite: a) raspodjelu jakosti elektricnog polja u tlu, b) raspodjelu jakosti elektri¢nog polja
po povrsini tla, c¢) raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala po povrsini tla, d) skalamni elektri¢ni
potencijal kugle i otpor uzemljenja kugle. Pretpostavite da je 4 >>r,. Koristite 2D cilindri¢ni
koordinatni sustav (7, z).

&gy
! A
K l
z
h

I
O_\r_

Slika 15.41. Vodljiva kugla ukopana u LIH tlo

A

Rjesenje:
a) Raspodjela jakosti elektri¢nog polja u tlu
Koristi se metoda odslikavanja. Uz uvedenu pretpostavku da je 4 >>r,, stvarna kugla i odslikana

kugla aproksimiraju se tockastim izvorima vremenski konstantne elektri¢ne struje.

Ako se trazi rjeSenje u tlu, stvarna kugla i zrcalno odslikana kugla u neograniceno LIH tlo elektricne
provodnosti x ispustaju vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti /7 (Slika 15.42).

Slika 15.42. Stvarna i odslikana kugla u neogranicenom LIH tlu

Faktor refleksije je:
ko = K~ Kyraka —

K+ Kypaka

k=0

=1 (15.234)
Kk+0

Vektor jakosti elektricnog polja u tlu (z > 0) uslijed elektri¢ne struje stvarne kugle opisan je izrazom
(Slika 15.42):
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I r +(z—h)-E, I .r-Er+(z—h)‘EZ

dmn R . RER \/(r2+(z—h)2)3

dok je vektor jakosti elektri¢nog polja u tlu uslijed elektricne struje odslikane kugle opisan izrazom:

Elz

(15.235)

E, = I 2‘r-6r+(;+h).ézz4 I .r-6r+(z+h)‘€§ (15.236)
R o)
pa je ukupna jakost elektrinog polja u tlu u tocki (7, z) opisana izrazom:
EZEI-I-Ez: I rer+(z—h) +F er+(z+h) (15237)

b) Raspodjela jakosti elektri¢nog polja po povrsini tla

Elektri¢na struja ne izlazi iz tla, tj. na povrsini tla jakost elektri¢nog polja nema z komponente (Slika
15.43).

v

Slika 15.43. Vektor jakosti elektricnog polja na povrsini tla

Vektor jakosti elektricnog polja na povrSini tla uslijed elektricne struje stvarne kugle opisan je
izrazom (Slika 15.43):

B 3 1 r-é&-—he, I re-hg,

e R . b \/(r2+h2)3

(15.238)

dok je vektor jakosti elektri¢nog polja na povrsini tla uslijed elektri¢ne struje odslikane kugle opisan
izrazom:

Ez _ 1 2‘r‘er+h‘ez _ I r-e+h-g, (15.239)
z=0 4.-7-x-R R 4-7-x \/(}"2+h2)3
pa je ukupna jakost elektricnog polja na povrsini tla, odnosno u tocki (7, 0), opisana izrazom:
= ~ ~ 1 r -
B - E| L +E 3, (15.240)

=0 2‘7T‘K.\/(r2+h2)3
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c) Raspodjela skalarnog elektricnog potencijala po povrsini tla

Prema Slici 15.42, raspodjela skalarnog elektricnog potencijala u tlu (z > 0) opisana je izrazom:

1 1 1 1 1 1
47K (R Ry) 47K \/r2+(z—h)2 \/}”2+(z+h)2

pa je raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala po povrsini tla (z = 0) opisana izrazom:

I I
4-7m-x-R 2‘7Z"K‘\/I”2+h2

9., =2 (15.242)

d) Skalarni elektricni potencijal kugle i otpor uzemljenja kugle

Uz pretpostavku da je 4 >>r,, prema Slici 15.42, skalarni elektri¢ni potencijal kugle opisan je
izrazom:
1 1 1
Prugle = A7 ‘(— + 5 hJ =6,37946064 kV (15.243)

Ty

gdje se skalarni elektri¢ni potencijal uslijed odslikane elektri¢ne struje racuna u centru kugle.
Otpor uzemljenja kugle je:

Ty

(Dkugle 1 1 1
R = = N p— =63,7946064 Q 15.244
kugle 1 4.7k ( 2-h ( )

Zadatak 15.2. Vodljiva kugla polumjera 7, =125 cm nalazi se na dubini #=3m ispod povrsine LIH
tla elektricne provodnosti x =0,1 S/m.Ako kugla ispusta u tlo vremenski konstantnu struju jakosti
I =100 A, odredite: a) raspodjelu skalarnog elektricnog potencijala u zraku, b) raspodjelu jakosti
elektricnog polja u zraku, c¢) raspodjelu plosne gustoce nepokretnog elektri¢nog naboja po povrsini tla.
Pretpostavite da je /1 >> r,.Koristite 2D cilindri¢ni koordinatni sustav (r, z). Vodljiva kugla ukopana u
LIH tlo prikazana je na Slici 15.41.

Rjesenje:
a) Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u zraku

Koristi se metoda odslikavanja. Uz uvedenu pretpostavku da je 4 >>r,, stvarna kugla i odslikana
kugla aproksimiraju se tockastim izvorima vremenski konstantne elektri¢ne struje.

N
S
~
o
=]
v

Y &kl

Slika 15.44. Nadomjesni tockasti izvor elektricne struje

Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u zraku opisana je izrazom (15.56), koji glasi:
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o= lim k-1 _ 1 2 Kpyaka 1
‘R K

im =
K0 4T Kya' B Kok ™0 47 K +x 2-m-K-R

(15.245)

zraka zraka

gdje je, prema Slici 15.44, udaljenost nadomjesnog tockastog izvora elektricne struje i tocke promatranja

u zraku opisana izrazom:
R=y/r*+(h-z) (15.246)

pa je raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala u zraku (z < 0) opisana izrazom:

oot L ! (15.247)
4-7-x-R  2-w-x-R 2-7z-K-\/r2+(h—z)2
Ako se uvrste zadani podaci, onda se dobije da je:
@ 500 \Y% (15.248)

e 0-2)

b) Raspodjela jakosti elektricnog polja u zraku

Na temelju izraza (15.245) i (15.247) lako je zakljuciti da je vektor jakost elektricnog polja u zraku
(z £ 0) opisan izrazom:

s 2 2.,“51,_(;1_2).52: I r&—(h-2)%, (15.249)
4.-7-x-R R 2.7k \/[r2+(h—z)2]3

Ako se uvrste zadani podaci, onda se dobije da je:

7500 1§ B-z)¢, V
m

- Z)
d \/[rz +(3—z)2 ’

c) Raspodjela plosne gustoce nepokretnog elektri¢nog naboja po povrsini tla

(15.250)

1z izraza (15.249), slijedi da je na povrSini tla jakost elektricnog polja u zraku (z = 0) opisana izrazom:
~ _ I re-he

zraka|__ 27K (I”2+h2)3

Na granici tlo-zrak tangencijalna komponenta vektora jakosti elektri¢nog polja je kontinuirana, dok

je normalna komponenta vektora jakosti elektricnog polja u tlu jednaka nuli, a u zraku razlicita od nule
zbog nepokretnog elektri¢nog naboja nakupljenog na granici tlo-zrak. Vrijedi da je:

(15.251)

- (Dzraka - Dtla): - _éz : (Dzraka _Dtla)= - _éz‘Dzraka =0 (15252)
paje:
& -1-h
0=-¢& ‘Ez,zraka -0 = . (15253)
z= 2, .2)3
2‘72"/(‘\/(}” +h )
Ako se uvrste zadani podaci, onda se dobije da je:
o :M £ (15.254)

212



Zadatak 15.3. Dva kraja elektri¢ne mreze uzemljena su preko triju vodljivih kugla polumjera 7, dopola
ukopanih u LIH tlo elektricne provodnosti x = 0,01 S/m. Odredite ukupni otpor izmedu uzemljenih
krajeva mreze, uz pretpostavku da je a, b >> r,. Zanemarite otpor spojnih vodica. Neka je:
7p=05m,a=5m,b=250m.

Slika 15.45. Vodljive kugle dopola ukopane u LIH tlo
Rjesenje:
Zbog simetrije vrijedi da je:
Q=0, ; I,=1, =é ; Iy=—1 (15.255)

Prema potpoglavlju 15.7, po metodi odslikavanja, vodljivu polukuglu na povrsini LIH tla koja u tlo
ispusta elektri¢nu struju jakosti /, nadomjesta vodljiva kugla u neogranicenom LIH sredstvu elektricne
provodnosti tla koja u to sredstvo ispusta vremenski konstantnu elektri¢nu struju jakosti 2-1.

Slijedi da je:

o -0,-—L [1, 12 (15.256)
4-r-x \r, a b
dok je:
o, =L [L,1_2 (15.257)
4-7-xk \b b 1,

pa je otpor izmedu uzemljenih krajeva mreze:

R=

G- 1 (1 4.3 =492107084 Q (15.258)
I 4--x

a b r

Zadatak 15.4. Uzemljivac tvori supravodljiva polukugla ukopana u sferno uslojeno troslojno tlo. Za
pretpostavljeni model tla, odredite otpor uzemljenja polukugle, uz pretpostavku da polukugla odvodi u
tlo vremenski konstantnu elektri¢nu struju. Neka je: 7, =05m, n=1m, 7 =3m, x; =01 S/m,
k5, =0,01 S/m, k3 =0,005 S/m.

zrak (k= 0) +I

Slika 15.46. Supravodljiva polukugla ukopana u troslojno tlo
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Rjesenje:

Po metodi odslikavanja, vodljivu polukuglu na povrsini sferno uslojenog troslojnog tla, koja u tlo
ispusta elektricnu struju jakosti I, nadomjesta vodljiva kugla u neograni¢enom sferno uslojenom
troslojnom sredstvu, koja u to sredstvo ispusta elektri¢nu struju jakosti 2-/.

U sfernom koordinatnom sustavu, vektor jakosti elektricnog polja u i-tom sredstvu opisan je izrazom:

Eiz—z'l e, 5 i=1,2,3 (15.259)
2 T
4-w-Kx;-r

koji se dobije iz sljedeceg izraza:

§ji.d§=Ki.Ei.4.ﬂ.r2=2.1 (15.260)
s

Skalarni elektri¢ni potencijal polukugle (polukuglastog uzemljivaca) racuna se integracijom jakosti
elektricnog polja od polukugle do beskonac¢nosti:

i ) o0
gokugle=jE1.dr+jE2.dr+jE3.dr (15.261)
To i p)
Sto daje sljedeci izraz:
1 1 (1 1 1 (1 1 1 1
N E T MW A AT 15262
2. |k \nn n) K \n n K3 1
pa je otpor uzemljenja polukugle:
1 1 (1 1 1 (1 1 1 1
O LR N P ) O (15.263)
1 2w |\ \ry, n K, \n B Ky 1

Ako se uvrste zadani podaci, onda se dobije da je:

Riqgle =22,8122085 Q (15.264)

Zadatak 15.5. Odredite otpor uzemljenja i skalarni elektri¢ni potencijal uzemljivaca koji tvore dvije
supravodljive polukugle na povrsini LIH tla elektri¢ne provodnosti x = 0,01 S/m. Neka je: /=100 A,
d=5m, =02 m, r, =0,4 m. Pretpostavite daje d >>rn,r,.

Y

Slika 15.47. Uzemljivac koji tvore dvije supravodljive polukugle
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Rjesenje:

Prema potpoglavlju 15.7, po metodi odslikavanja, vodljivu polukuglu na povrsini LIH tla, koja u tlo
ispusta elektri¢nu struju jakosti /, nadomjesta vodljiva kugla u neogranicenom LIH sredstvu elektricne
provodnosti tla, koja u to sredstvo ispusta vremenski konstantnu elektricnu struju jakosti 2-1.

Sustav linearnih jednadzbi za izracun elektri¢nih struja glasi:

O, =0 =0,=—|Zh 2h) 1 24 2k (15.265)
4-m-k | A d 4-r-x | d 7
L+1,=1 (15.266)

koji, nakon sredivanja, poprima novi oblik:

11 11
S S U U S I I 15.267
(’”1 dJ 1 (’”2 dJ ? ( )

L +1,=1 (15.268)

Ako se uvrste zadani podaci, sustav linearnih jednadzbi glasi:

481, -231,=0 (15.269)
I, +1,=100 (15.270)
a njegova rjeSenja su:
23 4,8
I, =—=-100=323943662 A ; I[,=——-100=67,6056338 A (15.271)

’ ’

Prema izrazu (15.265), skalarni elektri¢ni potencijal uzemljivaca je:

1
@, = . i+I—2 =2,79305717 kV (15.272)
2-r-k |y d
dok je otpor uzemljenja:
D
R, = I“Z =279305717 Q (15.273)
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Zadatak 15.6. U neogranicenom vodljivom LIH sredstvu 2 izbuSena je rupa u obliku beskona¢no dugog
Supljeg cilindra koja je ispunjena vodljivim LIH sredstvom 1. Kroz sredstvo 1 i 2 te¢e vremenski
konstantna elektri¢na struja takva da je daleko od cilindra elektri¢no polje homogeno. Odredite elektri¢ni
napon izmedu tocaka 4 1 B. Neka je: E, =1 V/m, x; =0,01 S/m,x, =01 S/m,a=0,1m.

Jy =105 E, y4
— T(r, )

Slika 15.48. Vodljivi cilindar u homogenom stacionarnom strujnom polju
Rjesenje:

Op¢a rjesenja Laplaceove diferencijalne jednadzbe u sredstvu 1 i 2, koja mogu zadovoljiti zadane
graniCne uvjete, glase:

P, = Z(Cn.r" +D, .in)cos(n.;zﬁ) (15.274)
n=1 r

@, = Z(An " + B, ‘in)cos(n-@ (15.275)
n=1 r

U potpoglavlju 15.9 je, nakon zadovoljenja grani¢nih uvjeta, dobiven je izraz (15.83), koji glasi:

2‘K2 2‘K2

Q= “Ey-r-cosg = — “Ey-x 5 r<a (15.276)
K + Ky K] + Ky
Elektri¢ni napon izmedu tocaka 4 i B je:
4K
U =Pr — P =205 =2-¢| _ = 2_.E,-a (15.277)

T K+ K,
Ako se uvrste zadani podaci, onda se dobije da je:

U,z =036363636 V (15.278)

Zadatak 15.7. Tanka vodljiva kruzna ploca nalazi se na povrSini LIH tla elektri¢ne provodnosti x= 0,01
S/m, koja u tlo ispusta vremenski konstantnu elektricnu struju jakosti / = 100 A. Iz zahtjeva da je ploca
ekvipotencijalna slijedi da je ploSna gustoca struje (s jedne strane ploCe) opisana izrazom
J=k-1/va*>-r*, gdieje a=1m polumjer ploce. Izradunajte: a) konstantu k, b) raspodjelu skalarnog
elektricnog potencijala duz osi z okomite na ploc€u, c) skalarni elektri¢ni potencijal ploce i otpor

uzemljenja ploce.
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Zrak

v

Slika 15.49. Vodljiva kruzna ploca na povrsini LIH tla
Rjesenje:
a) Izracun konstante &

Ekvipotencijalna vodljiva ploCa samo s jedne strane ispusta u tlo vremenski konstantnu elektri¢nu
struju jakosti / te je ploSna gustoca elektri¢ne struje opisana izrazom:

gkt (15.279)
2 2
a —r
paje:
I=[J-dS=k-1I jzﬂ_rdr =—k2mINa® - =k2mal (15.280)
s oVa®—r? 0
odakle slijedi da je:
P ! (15.281)
2:7m-a 2-7z-a‘\/a2—r2

b) Raspodjela skalarnog elektri¢nog potencijala duz osi z

Po metodi odslikavanja ekvipotencijalna ploc¢a koja u LIH tlo ispusta elektri¢nu struju jakosti / moze
se nadomjestiti ekvipotencijalnom plocom u neograni¢enom LIH sredstvu provodnosti k koja u okolno
sredstvo ispusta elektricnu struju jakosti 2-7, tj. sa svake svoje strane elektri¢nu struju jakosti /.

Vrijedi da je:
1 2.7 1 CT. 2 p-
() = | JodS _ (LR (15.282)
4--x 5 R 27K 0 \/r2+22
paje:
€ r-dr
p(z)= . (15.283)
2-7mK-a '([\/22+r2-\/a2—r2
Budu¢i da je:
]l. }/'.dr az—f'2=l‘2
o\/zz+r2-\/a2—r2 —r-dr=t-dt
(15.284)
a
¥ dt . t . a a
=I—= arcsin ———|| =arcsin ————=arctg —
oNzZ+a? -1 a’+z° 0 a’+z° |Z|

slijedi da je:
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1
@(z) =——— -arctg a

Y — E (15.285)

c) Skalarni elektri¢ni potencijal ploce i otpor uzemljenja ploce

Skalarni elektri¢ni potencijal ekvipotencijalne ploce moze se dobiti iz izraza (15.285) zaz = 0:

Dy =p(0) = 1 L _ 2,5kV (15.286)
‘K-a
te je otpor uzemljenja ploce:
D
i IS SN PPN (15.287)

Zadatak 15.8. Dvije vodljive kruzne ekvipotencijalne ploCe nalaze se na povrsini LIH tla elektri¢ne
provodnosti k= 0,01 S/m i izmedu njih te¢e vremenski konstantna elektricna struja jakosti /= 100 A.
Neka su polumjeri ploa r; =20m 1 r, =5m te neka su srediSta plofa razmaknuta za d = 100 m.
IzraCunajte elektri¢ni otpor izmedu ploca, a pritom ukupne medusobne otpore ploCa izraCunajte po
metodi kolokacije u tocki. Neka su kolokacijske tocke u sredistima ploca.

Zrak 1 1 2 | !

K l. J

I<

Slika 15.50. Dvije ekvipotencijalne kruzne ploce na povrsini LIH tla
Rjesenje:

Budu¢i da ploca 1 u tlo ispusta elektricnu struju jakosti 7, a ploc¢a 2 uzima iz tla elektri¢nu struju
jakosti Z, skalarni elektri¢ni potencijali vodljivih ploca opisani su izrazima:

@ =Ry, I+R, (-I)=R-I1-R,I (15.288)
@y =Ry - I+Ryy-(-1)=Ry I -Ry, -1 (15.289)

gdje su ukupni vlastiti otpori ploca opisani izrazima:

R11= ! =1,2SQ 5 R22= !
T 4-x-n T 4-xen

_50 (15.290)

Prema izrazu (15.232), medusobni ukupni otpori ploca racunaju se po metodi kolokacije u sredisnjoj
tocki pojedine ploce:

2-R
R, b aresin2 22722 gregin 22015922133 O (15.291)
T 2mekn d T d
1 . 2-R .
Ry =——arcsin L =22l arosin 1 =0,16023554 Q (15.292)
T 2-mken d T d
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Elektri¢ni otpor izmedu ploca je:

D, - D,

Zadatak 15.9. Tanka ekvipotencijalna kruzna ploca ukopana je u LIH tlo elektricne provodnosti
x=0,01 S/m na dubini /# = 0,8 m. Neka je polumjer ploce a = 20 m. IzraCunajte otpor uzemljenja ploce,
a pritom medusobni otpor ploCe i njene slike izraCunajte po metodi kolokacije u tocki. Neka je
kolokacijska tocka u srediStu ploce.

Zrak

K

Slika 15.51. Ekvipotencijalna kruzna ploca ukopana u LIH tlo
Rjesenje:

Po metodi odslikavanja, vodljiva ploca, koja u tlo ispusta elektri¢nu struju jakosti 7, odslika se u
odnosu na povrsinu tla (Slika 15.52).

I_

Slika 15.52. Stvarna i odslikana vodljiva kruzna ploca u neogranicenom LIH tlu

Skalarni elektri¢ni potencijal ploce opisan je izrazom:

@=I1-(R,+R,)=1R, (15.294)
gdje je, prema izrazu (15.214), vlastiti otpor stvarne ploce:
R, = L _ 0,625 Q (15.295)
‘a-K

dok je, prema izrazu (15.233), medusobni otpor izmedu stvarne i odslikane ploce, izracunat po metodi
kolokacije u sredi$njoj tocki stvarne ploce, opisan izrazom:

R o—— 1 arctg—"=0593236658 O (15.296)
4-m-a-x 2-h

Slijedi da je otpor uzemljenja ekvipotencijalne ploce:

R, =R, +R, =1218236658 Q (15.297)
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Zadatak 15.10. Dvije ekvipotencijalne kruzne ploce ukopane su paralelno s povrSinom LIH tla na dubini
h=0,8 m. Neka je elektri¢na otpornost tla p = 1000 Qm. Neka su polumjeri ploca r; =r, =10 m te neka
su njihova srediSta razmaknuta za d = 100 m. IzraCunajte elektri¢ni otpor izmedu ploca, a pritom
medusobne otpore ploca i njihovih slika izracunajte po metodi kolokacije u tocki. Neka su kolokacijske
tocke u sredistima ploca.

Slika 15.53. Dvije ekvipotencijalne kruzne ploce ukopane u LIH tlo
Rjesenje:

Po metodi odslikavanja, ekvipotencijalne ploce se odslikavaju u odnosu na povrsinu tla (Slika 15.54).

1 2

Slika 15.54. Stvarne i odslikane kruzne ploce u neogranicenom LIH tlu

Budu¢i da ploca 1 u tlo ispusta elektricnu struju jakosti 7, a ploc¢a 2 uzima iz tla elektri¢nu struju
jakosti Z, skalarni elektri¢ni potencijali vodljivih ploca opisani su izrazima:

@ =Ry, I+R, (-I)=R-I1-R,I (15.298)
@y =Ry - I+Ryy-(-1)=Ry - I-Ry, -1 (15.299)

pa je elektricni otpor izmedu ekvipotencijalnih ploca opisan izrazom:

D -0,

Za ukupne vlastite i medusobne otpore ploca, u ovom posebnom slucaju, vrijede izrazi:

R=Ry, ; Ry=PRy, (15.301)
jer su ploce na jednakoj dubini i imaju jednake polumjere.
Slijedi da je elektri¢ni otpor izmedu ploca opisan izrazom:

R=2-(Ry,~Ry,) (15.302)
gdje je ukupni vlastiti otpor ploce 1 opisan izrazom:
1 1
+

8.}/’1.K 4.72'.}/'1.K

Ry, -arc tg ;lh =23,73746154 Q (15.303)

Vrijedi da je:
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K=l=0,001 S/m
P

Ukupni medusobni otpor ploca opisan je izrazom:

R, . arc sin -2 + arc tgr—2 =1594110635 Q
’ 472’}"2’(‘ d 0!1,2
gdje je:
A+ A>+4-72-(2-h)
au:\/ J 5 3 (2:h) =99,51173726
dok je:

A=d® +(2-h) —r} =9.902,56
Slijedi da je elektri¢ni otpor izmedu ploca:

R=2-(R, — R ,)=4428670181 Q

(15.304)

(15.305)

(15.306)

(15.307)

(15.308)

Zadatak 15.11. Dvije ekvipotencijalne kruzne ploc¢e ukopane su paralelno s povrSinom LIH tla na dubini
h = 0,8 m. Neka je elektri¢na otpornost tla p = 1000 Qm. Neka su polumjeri plo¢a r, =10mi r, =5m
te neka su njihova srediSta razmaknuta za d = 100 m. Izracunajte elektricni otpor izmedu ploca, a pritom
medusobne otpore ploca i njihovih slika izracunajte po metodi kolokacije u tocki. Neka su kolokacijske

tocke u sredistima ploca.

Rjesenje:

Ovaj se zadatak od prethodnog zadatka razlikuje samo po tome da je polumjer ploce 2 upola manji.
Dakle, u ovom slucaju polumjeri ploca nisu jednaki pa je elektricni otpor izmedu ploc€a opisan izrazom:

D -0,

gdje su ukupni vlastiti otpori ploca:

1 1
+

R, = -are tg—1— =23,73746154 Q
" 8nx 4mnk 2-h
1 1 )

Ry, = + -arc tg——=45,07092455 Q
T 8k 4mn-k 2-h

Ukupni medusobni otpor R, , je:

R, __ arcsinr—2+arctgr—2 =15921111 Q
’ K d 0!1’2

gdje je:

A+ A% +4-172-(2-h)
au:\/ A4 (20h) —99,88776909

2

a u ovom slucaju je:
A=d? +(2-h) —r} =9.977,56
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Ukupni medusobni otpor R, je:

Ry, . arcsinﬁ+arctgi =1594110635 Q
’ K d 0!2,1

gdje je:

A+~ A2 +4-52-(2-n)
052,1=\/ +\/ ki ( h) =99,51173726

2

dok je u ovom slucaju:
A=d? +(2-h) —r} =9.902,56

(15.315)

(15.316)

(15.317)

Zadatak 15.12. Za tankozicani pravocrtni cilindri¢ni vodi¢ duljine £ =15 m koji je ukopan paralelno s
povrsinom LIH tla na dubini # = 0,8 m izracunajte otpor uzemljenja. Neka je elektricna otpornost tla
p =100 Qm. Neka je polumjer vodica 7, = 5,5 mm. Zadatak rijeSite pomoc¢u metode srednjeg potencijala
(MSP) uzevsi da je vodi¢ u numerickom modelu aproksimiran samo jednim tankozic¢anim cilindri¢nim

odsjeckom.
20
- h
1
I
Slika 15.55. Cilindricni vodic u LIH tlu
Rjesenje:
Vodic¢ se odslika u odnosu na povrsinu tla (Slika 15.56).
e ——-
/
h
i Y
___________________________________ f-----
/ h
———~

Slika 15.56. Stvarni i odslikani cilindricni vodic
Otpor uzemljenja (odsjecka) cilindricnog vodica opisan je izrazom:
R, =P((, r,)+P(¢,2-h)

gdje, prema izrazu (15.169), vrijedi da je:

1 Vv 4l 0

/-1n

P(l,v)= .
) ook f? v \/£z+vz oy

Ako se uvrste zadani podaci, onda se dobije da je:
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R, =8,06870065 +2,15922329=10,22792394 Q (15.320)

Pomocu programskog paketa UZEM’, otpor uzemljenja zadanog vodica izratunat je tako da je vodic
podijeljen na n medusobno jednakih odsjecaka. Postupak je numericki iskonvergirao ako daljnje
povecanje ukupnog broja jednakih odsjecaka ne utjeCe na krajnji rezultat. Dakle, rezultat dobiven s
dovoljno velikim brojem odsjecaka moze se smatrati numericki to¢nim rjeSenjem.

Numericki rezultati pokazuju da se za # = 100 medusobno jednakih odsjecaka rezultat moze smatrati
tocnim. Ako se vodi¢ aproksimira samo jednim odsjeckom, onda je greSka u odnosu na to¢ni rezultat
6,52 %. Ako se vodic podijeli na 3 jednaka odsjecka, onda je greska u odnosu na to¢ni rezultat 6,31 %.

Zadatak 15.13. U LIH tlo elektricne otpornosti p = 100 Qm ukopana su dva jednaka tankoZzicana
cilindri¢na vodi¢a do dubine /=1m, okomito na povrSinu tla. Neka je polumjer vodi¢a 7, =0,01 m.
Neka izmedu vodica tece vremenski konstantna elektricna struja jakosti /= 100 A. Po MSP izracunajte
skalarni elektri¢ni potencijal pojedinog vodica i elektri¢ni otpor izmedu vodica koji se suprotstavlja
prolasku elektri¢ne struje kroz tlo. Razmak izmedu osi vodic¢a iznosi d =20 m. Dio vodica koji je ukopan
u tlo aproksimirajte samo jednim tankoZzi¢anim odsjeckom vodica duljine /.

+

Zrak

A

h 4

Slika 15.57. Dva tankoZicana cilindricna vodica
Rjesenje:

Po metodi odslikavanja, jedan odsjecak tankoZzicanog cilindricnog vodica ukopan u LIH tlo
elektri¢ne provodnosti x nadomjestaju dva odsjeCka vodi¢a u neograni¢enom LIH sredstvu elektricne
provodnosti x (Slika 15.58).

d=tiy LI

| d |

Slika 15.58. Stvarni i odslikani odsjecci tankozZicanih cilindricnih vodica

* Programski paket UZEM razvio je autor ovog udzbenika u okviru svoje doktorske disertacije
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U ovom slucaju, odsjecak vodica i njegova slika mogu se razmatrati kao jedinstveni odsjec¢ak vodica
duljine 2-/ koji u neograniceno LIH sredstvo ispusta vremenski konstantnu elektricnu struju
jakosti +2-1.

Skalarni elektri¢ni potencijali objedinjenih tankoZzi¢anih vodica opisani su izrazima:

@ =Ry, 2-1+R - (-2-1)=2-Ry; - I-2-Ry,-I (15.321)
@y =Ry 21 +Ry,(-2-1)=2-Ry; -1 -2-Ry, -1 (15.322)

pa je elektricni otpor izmedu tankozicanih vodica opisan izrazom:

Q-
R=——2=2. (Rl,l +Ry ) —RyH - Rz,l) (15.323)

U ovom posebnom slucaju, vrijede izrazi:
R1=Ry 5 Rjp=Ry, ; & =-D, (15.324)

jer su vodici jednaki i imaju jednake polumjere.
Po metodi srednjeg potencijala, elektricni otpor izmedu vodica opisan je izrazom:

R=4-(Ry —Ry,)=4-[PQ2-£,r) - P(2-0,d)] (15.325)

gdje je funkcija P(/,v) opisana izrazom (15.169), odnosno izrazom (15.319).

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

Ryy = P(2-£,1,) =39,760551797 Q (15.326)
Ry, =P(2-,d)=0397556775 Q (15.327)
R=157,4519801 Q (15.328)

Skalarni elektri¢ni potencijali vodica su:

@D =— D, =—-1= 7872599004 kV (15.329)

R
2
Zadatak 15.14. U LIH tlo elektri¢ne otpornosti p = 100 Qm ukopana su dva cilindri¢na vodic¢a do dubine
¢=1m, okomito na povrSinu tla. Neka su polumjeri vodi¢a ry; =0,0Imi 7, = 0,008 m. Neka izmedu
vodica teCe vremenski konstantna elektricna struja jakosti / = 100 A. Po MSP izraCunajte skalarni
elektri¢ni potencijal pojedinog vodica i elektri¢ni otpor izmedu vodica koji se suprotstavlja prolasku
elektricne struje kroz tlo. Razmak izmedu osi vodica iznosi d = 20 m. Dio vodic¢a koji je ukopan u tlo

aproksimirajte samo jednim tankozi¢anim odsjeCckom vodica duljine ¢. Neka su vodici prikazani na
Slici 15.57.

Rjesenje:

Ovaj se zadatak od prethodnog zadatka razlikuje samo u tome da su polumjeri vodica razliciti. U
ovom slucaju elektri¢ni otpor izmedu tankoZzi¢anih vodica je opisan izrazom:

D — @
R=%=2-(RU +Ry, Ry~ Ryy) (15.330)

Po metodi srednjeg potencijala, elektricni otpor izmedu vodica opisan je izrazom:

R=2-[PC2-4, 1))+ P(2-4,1p)—2-P(2-4,d)] (15.331)
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gdje je funkcija P(/,v) opisana izrazom (15.169), odnosno izrazom (15.319).

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

Ryy = P(2-1,1,1)=39,760551797 Q (15.332)
Ryp = P(2-0,15) =41,528331995 Q (15.333)
Ry =Ry  =P(2-1,d)=0397556775 Q (15.334)
R =160,98754050) (15.335)
Skalarni elektri¢ni potencijali vodica su:
@ =2-(Ry, — Ry,)-1=7,872599004 kV (15.336)
@y =2-(Ry; — Ry )- 1 =—8226155044 kV (15.337)

Zadatak 15.15. U LIH tlo elektri¢ne otpornosti p = 100 Qm ukopana su dva cilindri¢na vodic¢a do dubine
¢y=1mi /¢, =0,8m, okomito na povrsinu tla. Neka su polumjeri vodi¢a ry; =0,0Imi 7, = 0,008 m.
Neka izmedu vodica tece vremenski konstantna elektricna struja jakosti / = 100 A. Izracunajte skalarni
elektri¢ni potencijal pojedinog vodica i elektri¢ni otpor izmedu vodica koji se suprotstavlja prolasku
elektri¢ne struje kroz tlo. Neka razmak izmedu osi vodi¢a iznosi d = 20 m. Dio pojedinog vodica koji je
ukopan u tlo aproksimirajte samo jednim tankozi¢anim odsjeckom vodica. Po metodi srednjeg
potencijala izracunajte ukupne vlastite otpore odsjecaka vodica, a ukupne medusobne otpore odsjecaka
vodica izracunajte metodom kolokacije u tocki. Neka se kolokacijske tocke 71 i 7> nalaze na sredini

ukopanog dijela vodica.
lilf

|
I

A
z 1 A 2 h

I

A

i £

Slika 15.59. Dva tankozicana cilindricna vodica razlicite duljine
Rjesenje:

Po metodi odslikavanja, jedan odsjecak tankozicanog cilindricnog vodica ukopan u LIH tlo
elektricne provodnosti x nadomjestaju dva odsjecka vodi¢a u neograni¢enom LIH sredstvu elektricne
provodnosti x (Slika 15.60). U ovom slucaju, odsjecak vodi¢a i njegova slika mogu se razmatrati kao
jedinstveni odsjecak vodica dvostruke duljine koji u neograni¢eno LIH sredstvo ispusta vremenski
konstantnu elektri¢nu struju jakosti £ 2-1. Skalarni elektri¢ni potencijali tankoZzi¢anih vodic¢a opisani su
izrazima:

@ =Ry, 2 1+R - (-2-1)=2-Ry; - I-2-Ry,-I (15.338)

@y =Ry 21 +Ry,(-2-1)=2-Ry; -1 -2-Ry, -1 (15.339)
pa je elektricni otpor izmedu tankozicanih vodica opisan izrazom:

D -0,

R= =2-(Ry +Ryp ~ Ry~ Ryy) (15.340)
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Slika 15.60. Stvarni i odslikani odsjecci tankozicanih cilindricnih vodica

Ukupni vlastiti otpori odsjecaka vodica, po metodi srednjeg potencijala, opisani su izrazima:

R111=P(2‘€1,r01) 5 R212=P(2‘Z2,l’02)

gdje je funkcija P(/,v) opisana izrazom (15.169), odnosno izrazom (15.319).

Ukupni medusobni otpori odsjec¢aka vodica, po metodi kolokacije u tocki, opisani su izrazima:

R112=H(2‘Z2,Z1/2,d) 5 R2,1=H(2‘f1,fz/2,d)

gdje je, prema izrazu (15.165), funkcija H(/,u,v) opisana izrazom:

H(Z,u,v)— In

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
Ry, =P(2-1y,15)=39,760551797 Q
Ry, =P(2-1,,1,)=49,700689746 Q
R, =H(2:-0,,0,/2,d)=03976573466 Q

Ry =H(2-£,,£,/2,d)=03976425012 Q
R=1773318834 O

Skalarni elektri¢ni potencijali vodica su:

@ =2-(Ry, — Ry,)-1=787257899 kV

@y =2-(Ry; — Ry )- I =—9,860609449 kV

(15.341)

(15.342)

(15.343)

(15.344)
(15.345)
(15.346)

(15.347)
(15.348)

(15.349)

(15.350)

Ukupni medusobni otpor R, , jednak je skalarnom elektricnom potencijalu kolokacijske tocke T

uslijed jedini¢ne elektricne struje odsjecka vodica 2 (i njegove slike), dok je ukupni medusobni

otpor R,; jednak skalarnom elektricnom potencijalu kolokacijske tocke 7> uslijed jedinicne elektricne

struje odsjecka vodica 1 (i njegove slike).
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16. MAGNETOSTATICKO POLJE

Staticko magnetsko polje ili magnetostaticko polje jest polje koje stvaraju vremenski konstantne
elektri¢ne struje i permanentni magneti. Vremenski konstantne elektricne struje koje teku dobrim
vodi¢ima stvaraju stacionarno strujno polje i magnetostati¢ko polje, koja se, uz odli¢nu aproksimaciju,
mogu smatrati neovisnim.

Dva osnovna sluc¢aja magnetostati¢kog polja su:
* magnetostaticko polje u bestrujnom podruéju ( J a =0),
* magnetostaticko polje u strujnom podrucju (f w 20).

Strujno podrucje jest podrucje u kojem postoje nezavisni izvore magnetostatiCkog polja, a to je
vremenski konstantna elektri¢na struja.

Magnetostaticko polje u linearnom i izotropnom bestrujnom podruc¢ju analogno je elektrostatiCkom
polju i stacionarnom strujnom polju u linearnom i izotropnom bezizvornom podrucju.

16.1. Maxwellove jednadZbe magnetostatickog polja

Maxwellove diferencijalne jednadzbe magnetostatickog polja u strujnom podrucju glase:
OxH=J =] (16.1)

OB=0 (16.2)

gdje je plosna gustoca elektricne struje nezavisnih izvora J poznata funkcija. Pritom sredstvo moze biti
savrSeni dielektrik ili pak vodljivo sredstvo. Ako se razmatra magnetostaticko polje u vodljivom
sredstvu, onda je vremenski konstantna elektri¢na struja, odnosno ploSna gustoca elektricne struje
nezavisnih izvora J, koja stvara magnetostaticko polje, izolirana od tog sredstva. Dakle, od znacajki
sredstva za magnetostaticko polje vazna je samo njegova magnetska permeabilnost u.

Maxwellove diferencijalne jednadZbe magnetostatickog polja u bestrujnom podrucju glase:
OxH =0 (16.3)
OB=0 (16.4)
Dakle, u opéem slucaju, Maxwellove diferencijalne jednadzbe magnetostatickog polja glase:

OxH=J (16.5)

OB=0 (16.6)

U opéem slucaju, Maxwellove integralne jednadZbe magnetostatickog polja glase:

§HU = [T TS =1, (16.7)
K S

§1§ @S=0 ; S=aV (16.8)
S

gdje je 1, jakost vremenski konstantne elektri¢ne struje koja tece kroz orijentiranu plohu S omedenu
orijentiranom zatvorenom krivuljom K (Slika 1.4). Drugim rije¢ima, to je jakost struje koja je
obuhvacena orijentiranom zatvorenom krivuljom K, uz uvaZavanje pravila desne ruke. Maxwellova
integralna jednadzba (16.7) jest Ampereov zakon.

227



16.2. Magnetska svojstva sredstva

Prema izrazu (3.3), vrijedi jednadZzba grade:
B= y, i +M) (16.9)

gdje je M vektor magnetizacije.
U slucaju izotropnog sredstva, jednadzba grade glasi:

B = i+y,)H =y [H = ulH (16.10)

gdje je 4. relativna magnetska permeabilnost sredstva, dok je X,, magnetska susceptibilnost sredstva.
U LIH sredstvu magnetska permeabilnost i je skalarna konstanta, a u nelinearnom izotropnom
sredstvu / je skalarna funkcija ovisna o iznosu jakosti magnetskog polja.

Magnetska svojstva sredstva moguce je objasniti medudjelovanjem vanjskog magnetskog polja i
mikroskopskih magnetskih dipola atoma i molekula, koje stvara gibanje vezanih elektrona u atomu.
Rezultirajuca promjena koja se iskazuje u mikroskopskim magnetskim dipolnim momentima u sredstvu
naziva se magnetiziranjem sredstva.

S obzirom na magnetska svojstva, postoji pet osnovnih vrsta sredstava (materijala):
* dijamagnetici (4, <1, 4. =1) - npr. C, Cu, Ag, Zn, voda,
e paramagnetici (4. >1, 4, =1) - npr. Al, Pb,
» feromagnetici ( 4. >>1) - npr. Fe, Ni, Co, Gd,
* antiferomagnetici (4, =1) - npr. MnO,
e ferimagnetici (4, >>1) — npr. Fe;0,, feriti.

Utjecaj dijamagnetika i paramagnetika na magnetsko polje u vecini sluajeva moZe se zanemariti, tj.
moZe se uzeti da im je relativna magnetska permeabilnost £ =1.

Samo dijamagnetici teZe izlasku iz magnetskog polja jer imaju manju magnetsku permeabilnost od
magnetske permeabilnosti vakuuma (zraka).

Antiferomagnetici (npr. manganov fluorid, manganov dioksid, manganov oksid, nikalfluorid) kod
niskih temperatura ne reagiraju na magnetsko polje, a iznad Néelove temperature postaju paramagnetici.
Ispod Neelove temperature, njima su susjedni mikroskopski magnetski dipoli orijentirani u medusobno
suprotnim smjerovima, uslijed djelovanja vanjskog polja.

Razlika izmedu feromagnetika i ferimagnetika jest u tome $to su molekularni magnetski dipoli unutar
svake domene feromagnetika medusobno paralelni, dok jake meduatomske veze u ferimagnetskim
materijalima prisiljavaju neke molekularne magnetske dipole u svakoj domeni da budu antiparalelni
glavnom smjeru magnetiziranja u magnetskoj domeni (Slika 16.1).

Podskup ferimagnetskih materijala poznatih pod imenom feriti posebno je vaZan u tehnici jer ti
materijali imaju znatno manju elektricnu provodnost od feromagnetskih materijala (to su po svojoj
elektri¢noj provodnosti poluvodici), dok su im magnetska svojstva nesto loSija nego u feromagnetika.
Gubici uslijed vrtloZnih struja kod ferita znatno su manji nego kod feromagnetskih materijala pa se feriti
mogu koristiti na visokim frekvencijama.

Feromagnetski materijali su Zeljezo (Fe), kobalt (Co), nikal (Ni), gadolinij (Gd), disprozij (Dy), terbij
(Tb), holmij (Ho), erbij (Er) i njihove slitine. Od navedenih kemijskih elemenata najizrazitija
feromagnetska svojstva imaju Fe, Co, Ni i Gd, koji se nazivaju osnovnim feromagnetskim materijalima.
Feromagnetska svojstva ima slitina mangana, bakra i aluminija te slitina mangana, srebra i aluminija.

U feromagneticima postoje mikroskopska podru¢ja spontane magnetizacije koja se nazivaju
magnetskim domenama. Te se domene zakre¢u pod djelovanjem vanjskog magnetskog polja poput
permanentnih magneta.
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Slika 16.1. Magnetski dipoli u magnetskim domenama razlicitih materijala

16.3. Prirodni magnet i elektromagnet

Magnetizam je otkriven u Kini i Europi nekih 800 godina prije naSe ere. Prirodni magnet jest
permanentni magnet koji se nalazi u prirodi, a umjetni permanentni magneti se mogu dobiti
magnetizacijom magnetski tvrdih materijala. Permanentni magnet ima dva pola:

* sjeverni magnetski pol (N — engl. North),
* juzni magnetski pol (S — engl. South).

Engleski fizicar i kralji¢in lije¢nik William Gilbert je utvrdio da se istoimeni polovi magneta
odbijaju, a raznoimeni polovi privlace. Tu je spoznaju objavio 1600. godine u svojoj knjizi De Magnete,
Magneticisque Corporibus, et de Magno Magnete Tellure (O magnetu, magnetskim tijelima i o velikom
magnetu Zemlji), a koja je poznata i pod imenom De magnete. Mnogi objavljivanje te knjige smatraju
pocetkom razvoja znanosti o elektricitetu i magnetizmu. U toj je knjizi opisano viSe od 600 pokusa, a
mnoge je izveo s metalnim modelom Zemlje — terrellom. William Gilbert je zakljucio da je i sama
Zemlja prirodni magnet, Sto je i razlog orijentacije magnetske igle kompasa. Potvrdio je rezultate
Peregrinusovog pokusa iz kojeg proizlazi da ne postoje izolirani magnetski polovi kao ni magnetski
naboji, odnosno da se dijeljenjem magneta njegovi polovi ne mogu razdvojiti. Budu¢i da se jos u antickoj
Grckoj znalo da jantar (gré. elektron) nakon trljanja tkaninom privlaci sitne predmete poput pramenova
vune, Gilbert je u knjizi De magnete uveo pojam electricus u znacenju poput jantara, odakle je proizi§lo
ime elektriciteta i elektrotehnike. Tvari koje pokazuju sli¢na svojstva kao i jantar nazvao je elektri¢nim
tvarima. Izmedu ostalog, uveo je pojmove elektri¢ne sile i magnetskog pola.

Magnetsko polje se zorno prikazuje pomoc¢u magnetskih silnica, odnosno linija magnetske indukcije,
gdje je magnetska indukcija tangencijalna u odnosu na silnicu. Magnetske silnice su zatvorene krivulje
koje izlaze iz sjevernog magnetskog pola magneta i ulaze u juZni magnetski pol magneta (Slika 16.2).

Slika 16.2. Magnetske silnice ravnog permanentnog magneta
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Silnice su linije u ¢ijem smjeru djeluje sila, ali na naelektriziranu €esticu koja se giba duZ magnetske
silnice ne djeluje magnetska sila, koja je dio Lorentzove sile. Medutim, duZ magnetske silnice se
postavlja mali probni permanentni magnet kao $to je magnet kompasa (Slika 16.3). Sjeverni magnetski
pol magneta odbija sjeverni magnetski pol kompasa i privlaci juzni magnetski pol kompasa. Dakle,
magnetska silnica pokazuje smjer djelovanja magnetske sile na sjeverni magnetski pol probnog
magneta. Feromagnetske materijale privlace oba pola magneta jer sredstvo veée permeabilnosti teZi
zauzeti dio prostora u kojem se nalazi sredstvo manje permeabilnosti kao Sto je zrak.

Zemlja je veliki prirodni magnet (Slika 16.3). JuZni magnetski pol Zemlje nalazi se u blizini njenog
sjevernog geografskog pola. Medutim, juzni magnetski pol Zemlje naziva se i sjevernim geomagnetskim
polom Zemlje, Sto ponekad stvara nepotrebnu zbrku. Danas mnogi znanstvenici tvrde da magnetski
polovi zamjenjuju mjesta te da je zadnja takva zamjena bila prije 780 tisu¢a godina. Do tog se zakljucka
doslo jer neke stijene sadrZe podatke o jakosti i smjeru magnetskog polja u vrijeme njihovog formiranja.
Zemljino magnetsko polje smanjuje Stetan utjecaj kozmickog zracenja i solarnog vjetra. Stoga za
vrijeme svake promjene polova nestaju neke vrste i nastaju nove uslijed mutacija. Prema jednoj od
teorija, Zemljino magnetsko polje stvaraju elektri¢ne struje u rastopljenoj Zeljeznoj Zemljinoj jezgri koja
ne rotira sasvim pravilno (postoje turbulencije u njenom toku) pa je stoga i rezultirajuc¢e magnetsko polje
nepravilno i nije usmjereno duz osi rotacije Zemlje. Zbog toga je za precizno koriStenje kompasa
potrebno za svako mjesto na Zemlji poznavati tzv. magnetsku deklinaciju, a to je kut izmedu
geografskog meridijana i magnetske silnice (smjera u kojem pokazuje kompas). Krivulje koje spajaju
mjesta na Zemlji koja imaju istu magnetsku deklinaciju zovu se izogone.

sjeverni geografski pol

juzni geografski pol

Slika 16.3. Zemljino magnetsko polje

oo

A |

Slika 16.4. Magnetske silnice ravnog elektromagneta
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Elektromagnet nastaje ako se oko feromagnetske jezgre namota zavojnica i kroz nju pusti vremenski
konstantna elektri¢na struja. Smjer magnetskog polja, odnosno polozaj sjevernog i juznog magnetskog
pola magneta odreduje se po pravilu desne ruke (Slika 16.4). Savijeni prsti pokazuju smjer vremenski
konstantne elektricne struje, dok ispruZeni palac pokazuje smjer magnetske silnice kroz tijelo
elektromagneta.

16.4. Feromagnetizam

U feromagneticima se mikroskopska podruc¢ja spontane magnetizacije koja se nazivaju magnetskim
domenama pod djelovanjem vanjskog magnetskog polja zakre¢u poput permanentnih magneta. U
nemagnetiziranom materijalu magnetske domene su orijentirane kaoti¢no (Slika 16.5).

S| T

N [ e
] \—| —

Slika 16.5. Orijentacija magnetskih domena u nemagnetiziranom feromagnetiku

Slika 16.6. Orijentacija magnetskih domena u magnetski zasicenom feromagnetiku

Pod djelovanjem vanjskog magnetskog polja, magnetske se domene u feromagnetiku orijentiraju u
smjeru djelovanja vanjskog polja. Pod djelovanjem dovoljno jakog vanjskog magnetskog polja, sve su
magnetske domene orijentirane u smjeru djelovanja vanjskog polja (Slika 16.6). Tada se govori o
magnetskom zasi¢enju. Daljnjim povecanjem pobude, odnosno jakosti vanjskog magnetskog polja, u
feromagnetiku zanemarivo malo raste magnetska indukcija. Orijentiranje  magnetskih domena u
feromagnetiku pod djelovanjem vanjskog polja posljedica je toga §to se istoimeni magnetski polovi
odbijaju, dok se raznoimeni magnetski polovi privlace (Slika 16.7).

H
—_

i
i

Se—>N Se—>

Z

feromagnetik

Slika 16.7. Djelovanje vanjskog magnetskog polja na magnetske domene
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16.5. Magnetska histereza

Histereza je pojava koja uzrokuje da magnetska indukcija (B) zaostaje za jakoS¢u magnetskog polja
(H) tako da krivulja magnetiziranja za rastuca i padajuca polja nije ista. Petlja koja predstavlja krivulju
magnetiziranja naziva se petlja histereze ili pak histerezna petlja (Slika 16.8). Postojanje magnetske
histereze ima za posljedicu da trenutno stanje magnetiziranja materijala ovisi o njegovoj magnetskoj
povijesti.

BA
B

T

v

_Br

Slika 16.8. Graficki prikaz magnetske histereze B(H)

Krivulja a na Slici 16.8 jest krivulja prvog magnetiziranja, dok je zatvorena krivulja b U ¢ histerezna
petlja koja nastaje pri magnetiziranju izmjeni¢nom elektri¢nom strujom. Veli¢ina B, je tzv. remanentni
magnetizam ili remanencija, dok veliina H_ ima viSe naziva, a to su: koercitivnost, koercitivno polje
i koercitivna sila.

Ako se feromagnetik pod utjecajem vanjske pobude magnetizira u jednom smjeru te se potom ta
pobuda ukloni, feromagnetik se neée u potpunosti demagnetizirati. Remanentni magnetizam je
magnetska indukcija zaostala u feromagnetiku izloZenom vanjskom magnetskom polju nakon S$to se
djelovanje tog vanjskog magnetskoga polja ukloni. Koercitivnost je jakost magnetskog polja suprotnog
smjera od remanentnog magnetizma koja je potrebna za demagnetizaciju feromagnetika.

Ako je feromagnetik magnetiziran, tj. ako su mu magnetske domene dominantno orijentirane u
jednom smjeru, onda je potrebna neka energija za njegovu demagnetizaciju. To svojstvo feromagnetika
je osnova za tvorbu magnetske memorije.

Magnetski materijali koji imaju relativno veliki remanentni magnetizam i relativno veliku
koercitivnost zovu se tvrdim magnetskim materijalima, dok se oni drugi nazivaju mekim magnetski
materijalima. Jezgre transformatora i jezgre zavojnica koje se rabe u elektronici nacinjene su od
magnetski mekog materijala. PovrSina petlje histereze proporcionalna je snazi toplinskih gubitaka u
feromagnetiku uslijed histereze.

U fizici se histerezna petlja prikazuje kao ovisnost magnetizacije (M) o jakosti vanjskog magnetskog
polja (H), $to daje bolji uvid u magnetizaciju sredstva, ali se u elektrotehnickoj praksi ne koristi (Slika
16.9). Veli¢ina M, je tzv. remanentna magnetizacija.

Prema izrazu (16.9), vrijedi da je:

B= y,[H+P, ; P,=p,M (16.11)

gdje je ﬁm vektor magnetske polarizacije.

Petlja histereze M = M(H) ekvivalentna je petlji magnetske histereze Pm = Pwm(H), a za
visokopermeabilne materijale priblizZno je jednaka petlji magnetske histereze B(H).
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Slika 16.9. Graficki prikaz magnetske histereze M(H)

16.6. Magnetostati¢ko polje u bestrujnom podrucju

U linearnom i izotropnom sredstvu bez izvora polja postoji analogija izmedu magnetostatickog polja,
elektrostatickog polja i stacionarnog strujnog polja (Tablica 15.2). U slu¢aju magnetostatickog polja,
podrucdje bez izvora polja naziva se bestrujnim podruc¢jem, a to je podrucje u kojem je ploSna gustoca
elektrine struje nezavisnih izvora jednaka nuli. U bestrujnom podrucju umjesto vektorskog magnetskog
potencijala moze se koristiti skalarni magnetski potencijal.

Osnovne jednadZbe magnetostatickog polja u linearnom i izotropnom bestrujnom podrucju glase:
OxH=0 ; OB=0 ; B=ulH ; A, =0 ; H=-0¢,_, (16.12)

gdje je @,, skalarni magnetski potencijal.

Analogno elektrostatickom polju, vrijedi da je:

B
Vap = [H 7 = gop = P (16.13)
A

gdje je:
Vg - magnetski napon izmedu tocke A i tocke B,
@..4 - skalarni magnetski potencijal tocke A,

@, - skalarni magnetski potencijal tocke B.

Za magnetske krugove, analogno strujnim krugovima, vrijede Kirchhoffovi zakoni:

ngi =0 (16.14)

N M M _
26=2 V=Y @Ry 5 Ry =— (16.15)
k=1 =1 =1 '

gdje je:
®@;, @; - magnetski tok,
O, - magnetomotorna sila,
R_; - magnetski otpor,

mj

Vi - magnetski napon.
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Izraz (16.14) kaZe da je suma magnetskih tokova koji ulaze u razmatrani ¢vor magnetskog kruga
jednak nuli, dok izraz (16.17) kaZe da je duZ zatvorene krivulje (konture) suma magnetomotornih sila
jednaka sumi magnetskih napona.

Drugi Kirchhoffov zakon (16.15) moZe se napisati i u ¢eSc¢e koriStenom obliku:

N m
Y6 =) H I, (16.16)
k=1 =1

Sto je, ustvari, Ampereov zakon.

Za razliku od skalarnog elektricnog potencijala, skalarni magnetski potencijal nije uvijek
jednoznacan, $to znaci da u istoj to€ki moZe imati dvije razli€ite vrijednosti. Za ilustraciju moZe posluZiti
skalarni magnetski potencijal oko osamljenog beskonacno dugog pravocrtnog vodia protjecanog
vremenski konstantnom elektricnom strujom / (Slika 16.10). Neka se beskona¢no dugi pravocrtni vodic¢
nalazi duZ osi z cilindricnog koordinatnog sustava (r, @ z). Na Slici 16.10 prikazane su silnice i
ekvipotencijalne linije u bestrujnom podrucju. Silnice su koncentri¢ne kruZnice sa srediStem na osi
vodica, dok su ekvipotencijalne linije radijalne zrake koje su okomite na silnice.

Slika 16.10. Ekvipotencijalne linije i magnetske silnice oko beskonacno dugog pravocrtnog
vodica protjecanog vremenski konstantnom elektricnom strujom

U cilindriénom koordinatnom sustavu (r, ¢ z), skalarni magnetski potencijal u bestrujnom podrucju
ovisi samo o kutu @pa vrijedi da je:

1 9%
Ag, = —MZO (16.17)
2 6(02
odakle slijedi da je:
I = Ci [P+ Cy (16.18)

a nepoznate konstante C;i C, mogu se odrediti iz grani¢nih uvjeta:

I 0 (16.19)

¢m|¢:0 = ¢m|¢:2m-:

pa se konacno dobije da je raspodjela skalarnog magnetskog potencijala opisana izrazom:

P =1 Eél—%j (16.20)

Jakost magnetskog polja opisana je izrazom:

H=H,=-

N |-

Baﬂ = ! (16.21)
0@ 20Ot
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16.7. Biot-Savartov zakon
Osnovne jednadZbe magnetostatickog polja u strujnom podrucju, unutar kojeg se nalaze nezavisni
izvori magnetostatickog polja, glase:

OxH=J ; OB=0 ; B=OxA ; AA = -ulJ (16.22)

dok je u linearnom i izotropnom sredstvu raspodjela vektorskog magnetskog potencijala opisana
Poissonovom diferencijalnom jednadzbom, koja glasi:

AA = -uld (16.23)

gdje je J vektor plosne gustoce vremenski konstantne elektri¢ne struje, a to je nezavisni izvor
magnetostatickog polja u razmatranom podrucju.

Partikularno rjesenje (rjeSenje u homogenom i neograni¢enom sredstvu) Poissonove diferencijalne
jednadZbe (16.23) glasi:

A=A gl (16.24)
4Ur voT
gdje je r udaljenost izmedu tocke izvora i tocke promatranja.
Vrijedi da je:
B=0xi = £ f|oxL|av = £ d|ofL]|xjav (16.25)
4L 5, r 4l 7 r
jer je:
OxJ =0 (16.26)
Nadalje je:
1 I r
Ol=|l=z=-0=-"_ 16.27
(”j r? r ( )

B= g ay (16.28)
4l 5, o
ili druk¢ije pisano:
-1 JxF
H=— v 16.29
4D'[qv I ( )

Ova dva izraza poznata su pod imenom Biot-Savartov zakon. To je integralni oblik Biot-Savartovog
zakona, dok diferencijalni oblik Biot-Savartovog zakona glasi:

e M ARy a1 [Ty
407 3 ’ 401 73

(16.30)

~y
~

Slika 16.11. Slika pridruZena Biot-Savartovom zakonu

235



16.8. Magnetsko polje tankoZi¢anog vodica

Tankoziana aproksimacija vodi¢a podrazumijeva da u numerickom modelu elektri¢na struja tece
duz osi vodi¢a. Drugim rije¢ima, tankoZicani vodi¢” je idealizirani vodi¢ predstavljen geometrijskom
crtom. Neka kroz tankoZi€ani vodi¢, koji je u op¢em slucaju krivocrtan, te¢e vremenski konstantna
elektri¢na struja jakosti / (Slika 16.12).

dr
K
1
Slika 16.12. TankoZicani vodic protjecan vremenski konstantnom elektricnom strujom jakosti [
Za tankoZicani vodic, vrijedi da je:
JO@V = 167 (16.31)

a u neograni¢enom LIH sredstvu vrijedi da je:

a:ﬂ dr . dgzﬂﬂ (16.32)
4DTK r 40t r

dok je Biot-Savartov zakon opisan sljede¢im izrazima (Slika 16.13):

H:qu[xr . dﬁ:LM (16.33)
K

B At r3

Slika 16.13. Diferencijal jakosti magnetskog polja

Po potrebi se za udaljenost izmedu tocke izvora i tocke promatranja umjesto oznake r moze koristiti
oznaka R pa tada vrijede izrazi:

a=Hdqdl o ao MU (16.34)
4TI 3 R AT R
HzL[jdHR g =L g XR (16.35)
407 + R3 407 R3

16.8.1. Jakost magnetskog polja pravocrtnog tankoZi¢anog vodica

Neka kroz kratki pravocrtni tankoZi¢ani vodi¢, duljine 7, te€e vremenski konstantna elektri¢na struja
jakosti I (Slika 16.14-a). Neka se vodi€ nalazi u neograni¢enom LIH sredstvu magnetske permeabilnosti
u. Cilj je dobiti izraz za raspodjelu jakosti magnetskog polja oko vodica, poSavsi od Biot-Savartovog
zakona.

Bududi da je raspodjela jakosti magnetskog polja osnosimetri¢na s obzirom na pravac na kojem lezi
tankoziCani vodic, rjeSenje se traZi u cilindricnom koordinatnom sustavu (r, @ z). Raspodjela jakosti
magnetskog polja ne ovisi o kutu @pa stoga ima samo @komponentu. Integracija po osi tankozZi¢anog
vodicCa provodi se prema Slici 16.14-b.

* U literaturi se tankoZi¢ani vodi¢ ujedno naziva i elektri¢nom strujnicom
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/ an ~ T(r.¢,z)
, LT .
A ” A z
f 11 f 4\1
2
a) Y b) Yy

Slika 16.14. Kratki pravocrtni tankoZicani vodic i integracija po osi vodica

1z izraza (16.35) slijedi da je:

- 1 sind [R [/ ] _o (s 47
H = “’Dmr[!( e . 9=0(Ra7)
pa je:
¢ ‘
2 2
o] s dlol 4
401 °, R 4DT€((I_)2+QJ
- - Z r
2 2
gdje je:
dr=dt ; sinz9=% : R= (Z—t)2+r2

Nakon provedene analiticke integracije, iz izraza (16.37), slijedi da je:

= ¢ GALST—B [ﬂsinal + sina'z)

gdje su kutovi a; i a, prikazani na Slici 16.15.

AZ

(
£ [~ T(r4,2)
2| [ v %/

v s

A ”
LT
2

Slika 16.15. Graficki prikaz kutova a, i a,
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Prema Slici 16.15, vrijedi da je:
L l
——2Z —+z
sing, =—2 (16.40)

G- e

U posebnom sluc¢aju kada je a; =a, a, =0 (Slika 16.16-a), vrijedi da je:

sina; =

H= Bina (16.41)

40Tl

U posebnom sluc¢aju kada je a; =a, =a (Slika 16.16-b), vrijedi da je:

H =20 Winag = ! Wina (16.42)
4 rls U
Za beskonacno dugi pravocrtni vodi€ vrijedi da je:

Mo -t = H=—1_1 (16.43)

PR 20 ¢ '
A
r faz
=
o bl

Slika 16.16. Posebni slucajevi pravocrtnog tankoZicanog vodica

16.8.2. Jakost magnetskog polja duZ osi kruZne tankoZi€ane petlje

Neka kroz kruznu tankoZi¢anu petlju (elektri¢nu strujnicu), polumjera a, tece vremenski konstantna
elektrina struja jakosti / (Slika 16.17). Neka se tankoZi¢ana kruZna petlja nalazi u neograni¢enom LIH
sredstvu magnetske permeabilnosti . Cilj je dobiti izraz za raspodjelu jakosti magnetskog polja duz osi
tankozic¢ane kruzne petlje, poSavsi od Biot-Savartovog zakona.

ZA

Slika 16.17. Izracun jakosti magnetskog polja duz osi kruzZne tankoZicane petlje
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Bududi da je raspodjela jakosti magnetskog polja osnosimetri¢na, rjeSenje se trazi u cilindri¢nom
koordinatnom sustavu (r, @ z). Duz osi tankoZi¢ane petlje, odnosno duZ osi z cilindri¢nog koordinatnog
sustava, jakost magnetskog polja ima samo z-komponentu. Integracija po tankoZi¢anom vodi¢u provodi
se prema Slici 16.17, a za izraun jakosti magnetskog polja duz osi z treba integrirati samo z-
komponentu diferencijala jakosti magnetskog polja.

1z izraza (16.35) slijedi da je:

an=-Ld" . ol =" (16.44)
4071 R? 2
pa je, prema Slici 16.17:
dH, =cosa WH =1 ?;ST” Ri (16.45)
Uz supstitucije:
cosg=2=—_94 ; R=vNz?>+a? (16.46)
72 +g2
iz izraza (16.45) slijedi da je:
ai, =14 g 4 (16.47)
o ffe e
paje:
2
H=H,= It qr=— 1% (16.48)

Z_4DTEL/(z2+a2)3 K 2 (z2+az)3

U posebnom slucaju, u centru kruZne tankoZi€ane petlje, jakost magnetskog polja opisana je izrazom:

=1 (16.49)

H.o=30

Izraz za jakost magnetskog polja u centru kruzne tankoZzicane petlje (Slika 16.18) moZe se lakse
dobiti ako se u izraz (16.44) uvrsti supstitucija R = a tako da je:

dH = dH, =2 (16.50)
4lnla
paje:
I I
H=H, = dr = —— 16.51
. mmﬂt}f; o (16.51)

jer u ovom posebnom slucaju svaki infinitezimalni djeli¢ tankoZi¢ane petlje daje jakost magnetskog
polja u smjeru osi z.

zA
dH T
K
. jk\Td/
a

Slika 16.18. Izracun jakosti magnetskog u sredistu kruZne tankoZicane petlje
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16.9. Odslikavanje odsjecka tankozi¢anog vodica

16.9.1. Infinitezimalni odsjecak tankoZi¢anog vodi¢a paralelan grani¢noj ravnini

Neka se infinitezimalni (beskona¢no mali) odsjeak tankozi¢anog vodica, duljine d/, protjecan
vremenski konstantnom elektriénom strujom jakosti / nalazi ispred homogenog poluprostora na
udaljenosti a. Neka se infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodic¢a nalazi u poluprostoru magnetske
permeabilnosti 44, a neka preostali dio prostora ima magnetsku permeabilnost £, (Slika 16.19). Neka
se, radi jednostavnosti, infinitezimalni odsje¢ak tankoZi¢anog vodi¢a nalazi na x-osi pravokutnog
koordinatnog sustava (x,y,z) te neka vremenski konstantna elektri¢na struja kroz infinitezimalni
odsjecak tankoZzicanog vodica tece u smjeru osi y.

My H

Slika 16.19. Infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodica ispred homogenog poluprostora
paralelan granicnoj ravnini

Izrazi za raspodjelu diferencijala jakosti magnetskog polja u oba poluprostora mogu se odrediti
metodom odslikavanja. PoloZaj nadomjesnih infinitezimalnih odsjecaka tankoZi¢anog vodic¢a suvislo je
odabran, a njihovi iznosi se odreduju na temelju zadovoljenja grani¢nih uvjeta (Slike 16.201 16.21).

Prema Slici 16.20, jakost magnetskog polja u sredstvu 1, koje se proglaSava neogranicenim, stvaraju
stvarna elektri¢na struja / i nadomjesna elektri¢na struja I, €iji je poloZaj zrcalan u odnosu na stvarnu
elektriénu struju. Prema Slici 16.21, jakost magnetskog polja u sredstvu 2, koje se proglaSava
neograni¢enim, stvara elektricna struja I; koja se nalazi na mjestu stvarne elektri¢ne struje.

Iz izraza (16.33) slijedi da je raspodjela diferencijala jakosti magnetskog polja u sredstvu 1 (x = 0),
prema Slici 16.20, opisana izrazima:

ai, = S L, | d T Y (16.52)
W R A U
- +
dH,, =~ dr | Ik, +1252X __ dr I[ﬂx a)+12[ﬂx a) (16.53)
atr | A r 401 P r
dok je raspodjela diferencijala jakosti magnetskog polja u sredstvu 2 (x < 0), prema Slici 16.21, opisana
izrazima:
dHy =3 il o df 2 (16.54)
40r 2 4r 4
dHZZ —_ dar |:(1 BIX —_ dar E(l [ﬂx—a) (16.55)
4tr 47 4tr
gdje je:
= _ (. _\5 = T _ ) _ V2.2, .2
n —(x a)[i +yQ +z|]k—{r1x,r1y,rlz} ;R —\/(x a) +y +z (16.56)
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B=(xra)d +yG+ ek ={nun,m) o n=ylcral+y2+2 (16.57)

dF <7 =dr x5 )=n, O - n, k=20 - (x—a) & (16.58)
dF <7y =dr {jx 7, )= 1y, G = 1oy Tk = 20 — (x +a) (& (16.59)
A
Y T(x,vy,2z)
;:2
i
I, I X
<€ a a .
H H

Slika 16.20. Infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodica i njegova slika kada se jakost
magnetskog polja racuna u sredstvu 1 koje se proglasava neogranicenim

y
T(x,y,2)

=

4|

Hy Hy

Slika 16.21. Nadomjesni infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodica kada se jakost
magnetskog polja racuna u sredstvu 2 koje se proglasava neogranicenim

Izrazi (16.52) - (16.55) trebaju zadovoljiti sljedece grani¢ne uvjete:

dH,,| _, =dH,,| (16.60)

x=0

H BlHlx' 0~ H Di”’12x|

x= x=0

(16.61)

Ako se u grani¢ni uvjet (16.60) uvrste izrazi (16.53) 1 (16.55), uz uvaZavanje izraza (16.56) i (16.57),
dobije se sljededi izraz:

I-1,=1, (16.62)

Ako se u grani¢ni uvjet (16.61) uvrste izrazi (16.52) i (16.54), uz uvazavanje izraza (16.56) i (16.57),
dobije se sljededi izraz:

wdr+1,)=u 0, (16.63)

1z sustava dviju linearnih jednadzbi (16.62) i (16.63), slijedi da je:
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=Tl g g =t2TH (16.64)

H + by i
]lzﬂgszg o :ﬂ (16.65)
Mt Mt i
gdje je:
kg - faktor refleksije,
kr - faktor transmisije.
Vrijedi da je:
kg +kp =1 (16.66)

U posebnom slu¢aju kada f, — o, vrijedi da je:

lim kg =1 = lim I, =1 (16.67)
My — My —»
lim k; =0 = lim 1, =0 (16.68)
My — My —

odakle slijedi da je vektor jakosti magnetskog polja okomit na grani¢nu plohu beskona¢no permeabilnog
sredstva te da je jakost magnetskog polja u beskona¢no permeabilnom sredstvu jednaka nuli.

Prema izrazu (16.33), raspodjela diferencijala jakosti magnetskog polja u sredstvu 1 (x = 0) opisana
je izrazom:

40T 3

"

af, =~ [Ed/ Xy e ’3%] (16.69)
p)

dok je raspodjela diferencijala jakosti magnetskog polja u sredstvu 2 (x < 0) opisana izrazom:

(16.70)

Izrazi (16.69) i (16.70) vrijede ako infinitezimalni odsjecak tankoZi¢anog vodica leZi u ravnini
x = konst., odnosno ako je:

d7 =dr, G +dr, & (16.71)

16.9.2. Infinitezimalni odsjecak tankoZi¢anog vodi¢a okomit na grani¢nu ravninu

Neka se infinitezimalni odsjecak tankoZic¢anog vodica, duljine d/, protjecan vremenski konstantnom
elektricnom strujom jakosti / nalazi ispred homogenog poluprostora na udaljenosti a. Neka se
infinitezimalni odsjecak tankoZi¢anog vodi¢a nalazi u poluprostoru magnetske permeabilnosti /4, a
neka preostali dio prostora ima magnetsku permeabilnost (4, (Slika 16.22). Neka se, radi
jednostavnosti, infinitezimalni (beskona¢no mali) odsjecak tankoZicanog vodi¢a nalazi na x-osi
pravokutnog koordinatnog sustava (x,y,z). Neka vremenski konstantna elektricna struja kroz
infinitezimalni odsjec¢ak tankoZi¢anog vodica tece u smjeru osi x (Slika 16.22).

Izrazi za raspodjelu diferencijala jakosti magnetskog polja u oba poluprostora mogu se odrediti

metodom odslikavanja. PoloZaj nadomjesnih infinitezimalnih odsjecaka tankoZi¢anog vodic¢a suvislo je
odabran, a njihovi iznosi se odreduju na temelju zadovoljenja grani¢nih uvjeta (Slike 16.23 1 16.24).

Raspodjela jakosti magnetskog polja je osnosimetri€na s obzirom na os x i nema x-komponente, $to
znaci da je na grani¢noj plohi normalna komponenta jakosti magnetskog polja jednaka nuli. Stoga je
dovoljno zadovoljiti grani¢ni uvjet:
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dHy|  =dHy,| il dHy,| L =dH,| (16.72)

Xx=

dok je grani¢ni uvjet (16.61) za normalnu komponentu magnetske indukcije automatski zadovoljen.

y

Hy

Slika 16.22. Infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodica ispred homogenog poluprostora
okomit na granicnu ravninu

Y T(x,y,z)

H H

Slika 16.23. Infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodica i njegova slika kada se jakost
magnetskog polja racuna u sredstvu 1 koje se proglasava neogranicenim

Prema Slici 16.23, jakost magnetskog polja u sredstvu 1, koje se proglasava neogranicenim, stvaraju
stvarna elektriCna struja / i nadomjesna elektri¢na struja I, €iji je poloZaj zrcalan u odnosu na stvarnu
elektri¢nu struju. Prema Slici 16.24, jakost magnetskog polja u sredstvu 2, koje se proglasava

neogranicenim, stvara elektri¢na struja I; koja se nalazi na mjestu stvarne elektri¢ne struje.

T(x,y,z)

Hy

Hy

Slika 16.24. Nadomjesni infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodica kada se jakost magnetskog
polja racuna u sredstvu 2 koje se proglasava neogranicenim

1z izraza (16.33) slijedi da je raspodjela diferencijala jakosti magnetskog polja u sredstvu 1 (x = 0),

prema Slici 16.23, opisana izrazima:
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dHyy == EEIBIZ = BZZJ* d EEI&—IZ&] (16.73)

s | A r am i B
JH. = dr [IUy I, _dr 410 LD (16.74)
Yam R 4 ) 4m (5 B '

dok je raspodjela diferencijala jakosti magnetskog polja u sredstvu 2 (x < 0), prema Slici 16.24, opisana
izrazima:

dHy, = -2 it - df 2 (16.75)

4br 4 4tr 5

I
i, = iy o df O (16.76)
40r 5 401 4
gdje je:

i <7 =dr i <7 )= -, G+n K=-zJ+y [k (16.77)
iy x 7y =—di x7y == dr i x 7y )= 1y, G =1y k=203 — y [k (16.78)

dok su vektori 7 i 7, kao i njihovi moduli opisani izrazima (16.56) i (16.57).

Izrazi (16.73) - (16.76) trebaju zadovoljiti grani¢ne uvjete (16.72), odakle se dobije izraz (16.62). To
znaci da za infinitezimalni odsjecak vodica koji je okomit na grani¢nu ravninu izmedu dvaju sredstava
vrijede faktori refleksije (16.64) i transmisije (16.65) koji su dobiveni za infinitezimalni odsjecak vodi¢a
koji je paralelan grani¢noj ravnini izmedu dvaju sredstava.

Prema izrazu (16.33), raspodjela diferencijala jakosti magnetskog polja u sredstvu 1 (x = 0) opisana

je izrazom:
af, =~ [Ed[ Ny kg LWZ;”ZJ (16.79)

(16.80)

16.9.3. Odslikavanje tankozi¢anog vodica proizvoljnog oblika

Neka se tankoZzi¢ani vodi¢ proizvoljnog oblika, duljine ¢, protjecan vremenski konstantnom
elektriénom strujom jakosti / nalazi ispred homogenog poluprostora. Neka se tankozic¢ani vodi¢ nalazi
u poluprostoru magnetske permeabilnosti £4, a neka preostali dio prostora ima magnetsku
permeabilnost £, (Slika 16.25). Neka se, samo radi zornosti grafi¢kog prikaza, tankoZic¢ani vodi¢ nalazi
u ravnini z = 0 provokutnog koordinatnog sustava (x, y, z). Neka vremenski konstantna elektri¢na struja
kroz tankoZi€ani vodic¢ teCe u nazna¢enom smjeru (Slika 16.25).

Prema Slici 16.26, jakost magnetskog polja u sredstvu 1, koje se proglaSava neogranicenim, stvaraju
stvarna elektrina struja / i nadomjesna elektri¢na struja [, €iji je poloZaj zrcalan u odnosu na stvarnu
elektriénu struju. Prema Slici 16.27, jakost magnetskog polja u sredstvu 2, koje se proglasava
neograniCenim, stvara elektri¢na struja I; koja se nalazi na mjestu stvarne elektri¢ne struje. Faktor
refleksije kyp opisan je izrazom (16.64), dok je faktor transmisije kt opisan izrazom (16.65).
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Ha Hy

Slika 16.25. TankoZicani vodic ispred homogenog poluprostora

Y
d7, a
7 d
T(x,y,2)
H H

Slika 16.26. TankoZic¢ani vodic i njegova zrcalna slika kada se jakost magnetskog polja racuna u
sredstvu 1 koje se proglasava neogranicenim

Prema izrazu (16.33), raspodjela jakosti magnetskog polja u sredstvu 1 (x = 0) opisana je izrazom:

- /' XT /X T
A =L [0 g o £ (16.81)
4 (x n Kk, n

dok je raspodjela jakosti magnetskog polja u sredstvu 2 (x < 0) opisana izrazom:

. kO _difxF
H,=-L 1 16.82
2 mrtlj( . (1082
Yy
T(x,y,z) KQky-1
i
dr
x;
Hy Hy

Slika 16.27. Nadomjesni tankoZicani vodic kada se jakost magnetskog polja racuna u sredstvu 2 koje
se proglasava neogranicenim
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Buducu da je granicna ploha izmedu dva sredstva x = 0, vrijedi da je:

di' =dr, G +dr, G +dr,(k 5 diy=—dr G +dr, (+dr, & (16.83)

16.10. Energija pohranjena u magnetostatickom polju

Prema izrazu (12.3), energija pohranjena u magnetskom polju moZe se izracunati integracijom po
promatranom volumenu tako da je:

‘ =~ B =~
szjjﬁaaﬁ v = [HDBBGY o5 =98 (16.84)
A Vo ot
Ako je sredstvo linearno, onda prethodni izraz poprima sljedeci oblik:
W, =1Ejﬁuémiv (16.85)
2y

dok je za linearno i izotropno sredstvo pohranjena magnetostaticka energija opisana izrazom:

I I )
W, == H B@v =~ utH>@v 16.86
" 2% 2%” (16.86)

U slucaju neogranienog sredstva, prema izrazu (12.12), ukupna pohranjena magnetostati¢ka
energija moze se izraCunati integracijom po izvoru tako da je:

A
W, = [ J Bty (16.87)
Vo

dok je za linearno sredstvo ukupna pohranjena magnetostaticka energija opisana izrazom:

W, =1Ejm?mv (16.88)
2 \%

gdje je ploSna gustoca elektri¢ne struje J izolirana od sredstva ako je sredstvo vodljivo. U tom slucaju
izrazi (16.87) i (16.88) vrijede za savrSeni dielektrik kao i za vodljivo sredstvo, a jedina bitna znacajka
sredstva jest njegova magnetska permeabilnost.

16.10.1. Izracun induktiviteta iz energije pohranjene u magnetostatickom polju

Induktivitet sustava moZe se izraCunati tako da se u prvom koraku izracuna energija pohranjena u
magnetostatiCkom polju tog sustava. Za magnetostati¢ko polje u linearnom i izotropnom sredstvu vrijedi
da je:

1 1 ) 1 ,  W?
Wy =—OBHEY =—(uH @V =—0L.0% =— (16.89)
2 2y 2 200

gdje je ¥ ulanceni magnetski tok, dok je L induktivitet sustava.
1z izraza (16.89) slijedi da je induktivitet sustava opisan sljede¢im izrazom:

_ 2,

1 1 s
L — I—ZqBEHBiv_I—ZEijH v (16.90)
\% |4

246



16.10.2. Induktiviteti i meduinduktiviteti sustava tankoZi¢anih petlji

Neka se u linearnom sredstvu nalazi n tankoZicanih petlji (strujnih petlji) kojima teku vremenski
konstantne elektri¢ne struje. Magnetska energija pohranjena u takvom sustavu moze se opisati izrazom:

_ 1 n 2 1 n n
W, —EEZLj a; + E[Z kZMj,k ;0 (16.91)
j=1 =1 k=1
K#j
gdje je:

L; - induktivitet (samoinduktivitet, vlastiti induktivitet) j-te tankoZicane petlje,

My =M, ; - meduinduktivitet j-te i k-te tankoZi¢ane petlje.

16.11. Magnetski dipol
Magnetski dipol jest tankoziana petlja (strujna petlja) proizvoljnog oblika kojom tece vremenski

konstantna elektri¢na struja te za koju vrijedi da su njene dimenzije znatno manje od udaljenosti tocke
promatranja od tankoZi€ane petlje, odnosno za koju vrijedi da je je r >> a (Slika 16.28).

ZA T(r,9,9)

Slika 16.28. Magnetski dipol u sfernom koordinatnom sustavu

Neka je, radi jednostavnosti, tankoZi¢ana petlja kruZna, neka je njen polumjer a te neka kroz petlju
teCe vremenski konstantna elektri¢na struja jakosti /. Neka u matematickom izvodu, radi jednostavnosti,
tocka promatranja 7 leZi u ravnini x = 0. Neka se magnetski dipol nalazi u neograni¢enom LIH sredstvu
permeabilnosti .

Prema izrazu (16.34), vektorski magnetski potencijal tankoZi¢ane kruzne petlje opisan je izrazom:

A:ﬂ ar. : dﬂzﬂﬂ (16.92)
4 IR 4T R

Zbog osne simetrije u odnosu na os z, u sfernom koordinatnom sustavu (r, 4, ¢), vrijedi da je (Slika
16. 29):

A=A dA, =sin pLdA (16.93)

® >

X\L

Slika 16.29. Graficko objasnjenje izraza (16.93) — tlocrtni prikaz u ravnini 7 = 0
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Slijedi da je:

_ sinpldsr _ .. s1n¢Etl¢ ) _
=8 DZ [§ 2 -eq,D“mT Dj £F dr=aldg (16.94)

Ako se spare dvije nasuprotne tocke na tankoZi¢anoj kruznoj petlji (Slika 16.30), slijedi da je:

(16.95)

Slika 16.30. Sparivanje dviju nasuprotnih tocaka na tankoZicanoj kruznoj petlji

Sli¢no kao kod elektri¢nog dipola, opisanog u potpoglavlju 14.10, za r >> a (Slika 16.31-a) vrijedi
da je:

n=r—altosa ; nr,=r+aldosa (16.96)

paje:
n=20ildosa ; nlh=r>-a’los’a = r’ (16.97)

odakle slijedi da je:

1_1_n-n_2Mkosa (16.98)

nono nlh r’

Ako se aproksimacija (16.98) uvrsti u izraz (16.95) dobije se sljededi izraz:

s IR Ej cos a Bin gl (16.99)

(92DT2

A A

Slika 16.31. Definicija kuta o.
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Prema Slici 16.31-b, za tocku T koja lezi u ravnini x = 0 vrijedi da je:
OC =rlosa=0Bos(7/2-¢)=0BBing ; OB=rEind (16.100)

odakle slijedi da je:
cosa =sind [sing (16.101)

Ako se izraz (16.101) uvrsti u izraz (16.99), dobije se sljede¢i izraz:

- u0W@*Ginsg ., _ 0 &*Gind
A=g, 4 Y (G plidp=¢ e L (16.102)
T 2’ E{ T oomn? 2
odakle slijedi da se, za r >> a, vektorski magnetski potencijal magnetskog dipola moZe aproksimirati

pomocu izraza:
i= MInxF _ uln8ind

Lé, (16.103)
atntr® 4t ?
gdje je magnetski dipolni moment (Slika 16.32):
m=1SG=1" Mk ; m=I8=1&"O (16.104)

dok je S povrsina kruzne tankoziCane petlje. Vektor jedinicne normale 7z na plohu koju zatvara petlja
orijentirana je po pravilu desne ruke s obzirom na smjer elektricne struje (Slika 16.32).

Slika 16.32. Graficki prikaz magnetskog dipolnog momenta m

Ako tankoZi¢ana petlja ima neki drugi proizvoljni oblik, npr. pravokutni ili pak kvadratni, onda za
magnetski dipolni moment vrijedi izraz":
m=1[0S[n (16.105)

gdje je, u ovom opéem sluéaju, S povrsSina razmatrane tankoZicane petlje, dok je 7 vektor jedini¢ne
normale na plohu koju zatvara ta petlja, uz uvazavanje pravila desne ruke.

Vrijedi da je:

e r &g rBind L&,

észAz% 9 9 0 (16.106)
r2Bingd | or 09
0 0 r8ind A

* Dokaz za proizvoljnu tankoZi¢anu petlju postoji u literaturi [12] na str. 322-325, a dokaz za kvadratnu
tankoZiCanu petlju postoji u literaturi [6] na str. 160-161

249



odakle slijedi da su komponente vektora magnetske indukcije magnetskog dipola:

_ UUnldosd _ MUn(8ind _
B=—— ; Bg=—F— ; By,=0 16.107
T 20als T 4inls ¢ (16109
pa su komponente vektora jakosti magnetskog polja magnetskog dipola:
m[dos m [8ind
H. = ; Hg= ;0 Hp=0 16.108
T 20nled *7 4lnls ¢ ( .

Na temelju usporedbe izraza (16.108) s izrazima za komponente jakosti elektriénog polja elektriénog
dipola (14.87) - (14.89), uz uvazavanje izraza za skalarni elektri¢ni potencijal elektricnog dipola (14.84),
lako je zakljuciti da je skalarni magnetski potencijal magnetskog dipola opisan sljede¢im izrazom:

mF _ mldosd
= = 16.109
P 4lnir® 4lnlr? ( )
odakle je:
H=—5¢m:—%[§r—15@¢m r2 1 AL Z, (16.110)
or r 08 r8ind d¢
odakle se dobiju izrazi za komponente vektora jakosti magnetskog polja magnetskog dipola:
Hrz_%zmﬂcosﬁ . Ha:_lﬁzm ; Hy=0 (16.111)
ar  20nlr’ r 08 4lnlr3

koji su, prema oc¢ekivanju, identi¢ni izrazima (16.108).

@ e

Slika 16.33. a) Elektricne silnice dvaju raznoimenih tockastih naboja istog iznosa,
b) Magnetske silnice kruZne tankoZicane petlje

a)

Na Slici 16.33-a prikazane su elektri¢ne silnice dvaju raznoimenih tockastih naboja istog iznosa, a
na Slici 16.33-b prikazane su magnetske silnice kruzne tankoZicane petlje kroz koju te¢e vremenski
konstantna elektricna struja.

PribliZni izrazi koji vrijede za elektri¢ni dipol i magnetski dipol daju dobru aproksimaciju samo za
tocke koje su dovoljno udaljene od izvora polja. Za njih su silnice prikazane na Slici 16.34.
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a) b)

Slika 16.34. a) Elektricne silnice elektricnog dipola, b) Magnetske silnice magnetskog dipola

16.12. Cilindri¢no sredstvo u homogenom magnetostatickom polju

Neka se beskonacno dugi cilindar (LIH sredstvo 1), polumjera a, magnetske permeabilnosti
M, nalazi u magnetostatitCkom polju koje je daleko od cilindra homogeno, dok je oko cilindra
neograni¢eno LIH sredstvo (sredstvo 2), magnetske permeabilnosti f/,. Za rjeSenje ovog problema
prikladan je cilindri¢ni koordinatni sustav s ishodiStem na osi cilindra (Slika 16.35) kao i upotreba
skalarnog magnetskog potencijala.

17 Ay T(r,9)

E— o r

H

Slika 16.35. Cilindricno LIH sredstvo u homogenom magnetostatickom polju

Rubni uvjet na velikim udaljenostima od cilindra jest to da nema deformacije polja, tj. da ono ostaje
homogeno. Tom zahtjevu treba prilagoditi opce rjeSenje Laplaceove diferencijalne jednadZbe u sredstvu
2, koje prema izrazu (14.183) glasi:

G (r, @) = i(cn 3" +D, E—ll—j F, Gin (n @) + G, [os (n )] (16.112)
=1 r

Raspodjela skalarnog magnetskog potencijala jest osnosimetri¢na s obzirom na os x, odnosno to je
parna funkcija s obzirom na kut @ Stoga je:

F,=0 ; [n (16.113)

pa opce rjeSenje Laplaceove diferencijalne jednadzbe (16.112) poprima novi oblik:

P (r, @) = i(cn 3"+ D, [—ll—j [2os (1 [§) (16.114)
=1 r
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Daljnji postupak izvodenja izraza za raspodjelu skalarnog magnetskog potencijala analogan je
postupku izvodenja izraza za raspodjelu skalarnog elektri¢nog potencijala u sluc¢aju vodljivog cilindra u
homogenom stacionarnom strujnom polju.

Iz opceg rjesenja Laplaceove diferencijalne jednadzbe (16.114), slijedi da je polazni izraz za
raspodjelu skalarnog magnetskog potencijala u sredstvu 2:

00

P2 =Z(Cn " + D, E—ll—J [dos (1 [§) (16.115)
r

n=1

Dovoljno je u beskonacnosti prilagoditi radijalnu komponentu jakosti magnetskog polja, Sto je,
prema Slici 16.36, opisano sljede¢im izrazom:

H, [dos ¢= - s (16.116)
or |, o
e B,
¢\ Ho
Slika 16.36. Radijalna komponenta jakosti magnetskog polja daleko od cilindra

Ako se izraz (16.115) uvrsti u izraz (16.116), dobije se da je:

H, Qosp= - {Z(cm G -D, E—In—ﬂj [Bos (n @‘0)} (16.117)
n=1 r 00

Iz izraza (16.117) slijedi da je n =1, §to znaci da su svi koeficijenti C, i D, jednaki nuli, osim

koeficijenata C; i Dy, pa se iz izraza (16.117) dobije da je:

H, [bosp= —(Cl - D, Ell—zj [dos@p = —C, bos @ (16.118)
) e
Sto znaci da je:
C,=H, (16.119)

dok je koeficijent D, zasad nepoznat, a izraz uz D, teZi nuli ako r teZi u beskonacnost.

Dakle, raspodjela skalarnog magnetskog potencijala u sredstvu 2 opisana je izrazom:
11/ =(—H0 U+ D, [-ll—j [¢os @ (16.120)
r

pa, radi zadovoljenje grani¢nih uvjeta izmedu dvaju sredstava, skalarni magnetski potencijal unutar
cilindra mora biti opisan izrazom:

D Z(Fl U +G [—ll—j [dos@ (16.121)
r
Iz uvjeta da skalarni magnetski potencijal na osi cilindra mora biti konacan, slijedi da je koeficijent:

G, =0 (16.122)
paje:
Pt = F [ [os @ (16.123)
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Dakle, raspodjela skalarnog magnetskog potencijala u oba sredstva opisana je izrazima (16.120) i
(16.123), gdje su nepoznata dva koeficijenta, a oni se mogu odrediti na temelju zadovoljenja grani¢nih
uvjeta:

Guntl, =, =Pl -, (16.124)

D1 P>
- " == = 16.125
H or |, Hy or | _. ( )

Sto daje sljedeci sustav linearnih jednadzbi:

‘o —ath=m,m o R =g, (16.126)
a a

odakle se lako dobije da je:

p=H, @ p=-p piHe (16.127)
M+ M+

Nakon zadovoljenja svih grani¢nih uvjeta, prema izrazima (16.120), (16.123) i (16.127), raspodjela
skalarnog magnetskog potencijala u oba sredstva opisana je izrazima:

b =— 20, [H, & Gosg = — 20, (H,k ; r<a (16.128)
) i

2
6., = —H, G Bosg + M[ﬁﬁj (H,GRosg ; r2a (16.129)
Mty \r
iz kojih slijedi da je skalarni magnetski potencijal jednak nuli na ravnini koja prolazi kroz srediste
cilindra za koju je ¢ =+ 71/2,ato je ravnina x = 0.

Iz izraza (16.128) koji opisuje raspodjelu skalarnog magnetskog potencijala u sredstvu 1, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti magnetskog polja u sredstvu 1, koji u cilindricnom
koordinatnom sustavu glase:

H =H, [ +H,E, (16.130)

H,, =—%=L%EHO [Gos @ (16.131)
or [+,

o= m o 206 i, (16.132)
ridog M+

dok je u pravokutnom koordinatnom sustavu:

H=H, 0= 24 [H, O (16.133)
P s)

odakle slijedi da je, prema ocekivanju, jakost magnetskog polja u cilindru promijenila iznos, ali je
magnetsko polje i dalje ostalo homogeno.

Iz izraza (16.129) koji opisuje raspodjelu skalarnog magnetskog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti magnetskog polja u sredstvu 2, koji u cilindri¢cnom
koordinatnom sustavu glase:
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fiy = Hyy (6, + Hay B, (16.134)
2
H2r - a¢m2 :H() @OS¢EE1 +ME€£) J (16135)
or Mt \r
| ¢ -ty {a)
H, =—— m2 =—H. & 1- Land S 2 5 | B 16.136
2¢ ’ a¢ 0 lnwl:ﬁ ﬂl +'L[2 Eﬁ]"j J ( )

MoZe se zamisliti da je posvuda sredstvo 2, a utjecaj sredstva 1 moZe se nadomjestiti sinusoidalnim
strujnim oblogom (Slika 16.37). Dobiveno rjeSenje vrijedi samo u sredstvu 2.

Vrijedi da je:
4 O, =y T, + M) (16.137)

odakle slijedi da je vektor magnetizacije, uz uvazavanje izraza (16.133):

M=t i "y g (16.138)
H )

I(r,9)

\4

E K=K, -sing
Slika 16.37. Nadomjesni strujni oblog u slucaju kada je 4 > i,

Nadomjesni strujni oblog je opisan izrazom:

K =M xii = M xii = M [{i x&, )= M Gin g%, = K,, Gin g[8, (16.139)
odakle slijedi da je:
K,=m=P"Foy o i "oy (16.140)
Hy 2y o)

a to je maksimalna vrijednost strujnog obloga za [ > [4,, odnosno minimalna vrijednost strujnog
obloga za (4 < ;.

16.13. Kugla u homogenom magnetostati¢kom polju

Neka se kugla (LIH sredstvo 1), polumjera a, magnetske permeabilnosti /4, nalazi u
magnetostatiCkom polju koje je daleko od kugle homogeno, dok je oko kugle neograniceno LIH sredstvo
(sredstvo 2), magnetske permeabilnosti f/,. Za rjeSenje ovog problema prikladan je sferni koordinatni
sustav s ishodistem u sredistu kugle (Slika 16.38) kao i upotreba skalarnog magnetskog potencijala.
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e T(r,9)
Ha

H

Slika 16.38. Kugla u homogenom magnetostatickom polju

Izrazi za raspodjelu skalarnog magnetskog potencijala analogni su izrazima za raspodjelu skalarnog
elektriénog potencijala koji su dobiveni za dielektri¢nu kuglu u homogenom elektricnom polju. Prema
analognim izrazima (14.217) i (14.218), nakon uvrStenja grani¢nih uvjeta u opce rjeSenje Laplaceove
diferencijalne jednadZbe dobije se da je:

¢m1 —-_ 3D'12 D{O [ [tosd = _ﬂmo B4 . r<a (16.141)
My + 20, th 2L,
3
$., = — H, FBosI + M[ﬁgj (H, & [dos? ; r=a (16.142)
My +200 \r

1z izraza (16.141) koji opisuje raspodjelu skalarnog magnetskog potencijala u sredstvu 1, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti magnetskog polja u sredstvu 1, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

H,=H, & +H_ & (16.143)

H, =- 0w - 3o [H, [dos (16.144)
or  py+200

wz_ia"’ml:— 3t [H, Bind (16.145)
rdos /,11+2|112

dok je u pravokutnom koordinatnom sustavu:

H, =H,, & - Sth [H, k (16.146)
My + 20,

1z izraza (16.142) koji opisuje raspodjelu skalarnog magnetskog potencijala u sredstvu 2, lako se
mogu dobiti izrazi za nenulte komponente jakosti magnetskog polja u sredstvu 2, koji u sfernom
koordinatnom sustavu glase:

H,=H, [ +H,g & (16.147)
H, =- P =H, [dos? 1+2[-17 J (16.148)
r M+ 200,
1 9¢ - aY
Hyy=——2%m2 -y @Gingp- A" @ (16.149)
rod M+20u, \r

255



MoZe se zamisliti da je posvuda sredstvo 2, a utjecaj sredstva 1 moZe se nadomjestiti sinusoidalnim
strujnim oblogom (Slika 16.37). Dobiveno rjesenje vrijedi samo u sredstvu 2.

Vrijedi da je:
4 O, =y T, + M) (16.150)

odakle slijedi da je vektor magnetizacije, uz uvazavanje izraza (16.146):

M=t 3 g (16.151)
1) My + 200,

T(r,9)

A\ 4

Slika 16.39. Nadomjesni strujni oblog u slucaju kada je (4 < [,

Nadomjesni strujni oblog je opisan izrazom:

R =M xii =M xii = M [k x&, )= M Bind &, = K, BinI 3, (16.152)
odakle slijedi da je:
K,=m=H"Fomy —3pH"H (16.153)
My My + 200,

a to je maksimalna vrijednost strujnog obloga za [ > [4,, odnosno minimalna vrijednost strujnog
obloga za (4 < ;.

Vazno je uotiti da je jedinicni vektor €y, koji se pojavljuje u izrazu (16.152), jedini¢ni vektor
cilindri¢nog koordinatnog sustava (7, ¢, z).

Drugi nacin da se odredi izraz (16.151), koji opisuje vektor magnetizacije kugle, utemeljen je na

izrazima (16.109) 1 (16.142). Na temelju tih dvaju izraza, raspodjela jakosti magnetskog polja u sredstvu
2 moze se opisati pomocu sljedeceg izraza:

6., =—H,F + 4;’;?:3 (16.154)
r
gdje je magnetski dipolni moment kugle:
= 4’ %m =3 Wyugie %EH =M Wype (16.155)
1 2

odakle se lako dobije izraz (16.151).
Analogno elektriénim silnicama, magnetske silnice za 4 >, prikazane su na Slici 14.36, a
magnetske silnice za 4 < U4, prikazane su na Slici 14.37.
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16.14. Magnetska sila na tankozZic¢ani vodic¢

Neka kroz tankoZicani vodic (elektri¢nu strujnicu) tece vremenski konstantna elektri¢na struja jakosti
I. 1z Lorentzova zakona za silu (8.7) slijedi da je magnetska sila koja djeluje na vodi¢ kojim tece
elektrina struja, koji se nalazi u magnetskom polju, opisana izrazom:

Fp=[(7xB)av (16.156)
\%4

gdje je J vektor plosne gustoce elektrine struje koja tece tankoZi¢anim vodicem.
Za tankoZicani vodic vrijedi da je:
JO@V =107 (16.157)

pa izraz za magnetsku silu na tankoZicani vodi¢ (16.156) poprima novi oblik:

Fp=10(a7 xB) (16.158)
K

Sto znaci da na infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodica djeluje magnetska sila (Slika 16.40):

dF,, = 1{d7 x B) (16.159)

Slika 16.40. Magnetska sila na infinitezimalni odsjecak tankoZicanog vodica

U posebnom slucaju kada je magnetsko polje homogeno, odsjecak tankozi¢anog vodica pravocrtan i
konac¢ne duljine ¢ izraz za magnetsku silu glasi:

Fo= 107 xB) (16.160)

gdje vektor / poprima smjer vremenski konstantne elektri¢ne struje.

Ako uz veé navedene pretpostavke vrijedi i to da je / O B, onda izraz za magnetsku silu (16.160)
poprima novi oblik:
F,=BUA (16.161)

16.15. Magnetska sila izmedu dva beskona¢no duga medusobno paralelna vodica

Neka se dva pravocrtna, beskonacno duga, medusobno paralelna tankoZicana vodi¢a nalaze u
neograni¢enom LIH sredstvu magnetske permeabilnosti ¢. Neka su vodi¢i razmaknuti za d te neka kroz
njih teku vremenski konstantne elektri¢ne struje (Slika 16.41).

Pravocrtni vodi€ ne djeluje sam na sebe. Po zakonu akcije i reakcije vrijedi da je:

F,=-F,, (16.162)
gdje je:
}7],2 - sila na vodi¢ 1 uslijed vremenski konstantne struje kroz vodic 2,

F2,1 - sila na vodi¢ 2 uslijed vremenski konstantne struje kroz vodic 1.
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Slika 16.41. Dva medusobno paralelna tankoZicana vodica

Vrijedi da je:

Fy =115 xB,,) (16.163)

gdje je ¢, duljina vodica 2 na koju djeluje magnetska sila, dok je magnetska indukcija na mjestu vodica

2 uslijed elektri¢ne struje vodi¢a 1 opisana izrazom:

B 1
20rld

pa je iznos magnetske sile koja djeluje na jedinicu duljine vodica 2:

F
7, B s 21151?&
2

By, = (16.164)

(N/m) (16.165)

Dakle, privla¢na magnetska sila po jedinici duljine beskona¢no dugih tankozi¢anih vodica opisana
je izrazom:
1,0,

(16.166)
20rld

Fieg =H

Na Slici 16.42 dano je graficko objaSnjenje zasto je sila izmedu tankoZzicanih vodica privlacna kada

njihove struje teku u istom smjeru. Ako elektricne struje teku u istom smjeru, onda se jakosti magnetskog

polja izmedu vodi¢a oduzimaju pa je stoga magnetska sila izmedu vodica privlacna. Razlog je teznja da

se magnetsko polje jednoliko rasporedi po cjelokupnom prostoru. Ako je smjer struja suprotan, onda se
jakosti magnetskog polja izmedu vodica zbrajaju pa je stoga magnetska sila izmedu vodica odbojna.

® | ® @® | ® @ | ® ® | ®
LA AL, ey (1,
= - —_ —

Fy F, F, £,

Slika 16.42. Smjerovi jakosti magnetskog polja u ovisnosti o smjerovima elektricnih struja
Dakle, ako vremenski konstantna elektricna struja te€e kroz kruZnu zatvorenu konturu, onda

magnetske sile Zele tu konturu raSiriti. U tom slu¢aju sve silnice prolaze kroz konturu (Slika 16.33-b), a
teznja je da se silnice jednoliko rasporede po cjelokupnom prostoru.
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16.16. Sila u magnetostatic(kom polju izoliranog sustava

Sila se moZe izraCunati iz energije sustava, odnosno iz induktiviteta sustava. Izolirani sustav jest
sustav koji s okolinom ne razmjenjuje energiju, odnosno to je sustav u kojem su zadani vremenski
konstantni ulan¢eni magnetski tokovi. Takav sustav teZi stanju u kojem je energija minimalna pa je u
njemu sila opisana izrazom:

F=-0W, (16.167)
gdje je W, energija pohranjena u magnetostati¢kom polju.
U izoliranom sustavu sila u smjeru vektora § opisana je izrazom:
= ow, _ OW,
F=- n[E, = -5, Baﬂ (16.168)
Os Os ¥ =konst.

gdje je s, jedini¢ni vektor.
U izoliranom sustavu sila u smjeru vektora s opisana je i izrazom:

N 2 2
Fe=g, W :—anw—aa—(lj:mltﬁﬂj Ead (16.169)
2 Os 2 L ds

Os % =Kkonst. L

gdje su ¥'i L ulaneni magnetski tok i induktivitet izoliranog sustava.

16.17. Sila u magnetostatic(kom polju neizoliranog sustava

Neizolirani sustav jest sustav koji s okolinom razmjenjuje energiju, odnosno to je sustav u kojem su
zadane jakosti vremenski konstantnih elektri¢nih struja. Takav sustav tezi stanju u kojem je energija
maksimalna pa je u njemu sila opisana izrazom:

F=0W, (16.170)
gdje je W, energija pohranjena u magnetostati¢kom polju.
U neizoliranom sustavu sila u smjeru vektora 5 opisana je izrazom:

F=Pp 5

Os Os

(16.171)

I =Xkonst.
gdje je 5, jedini¢ni vektor.
U neizoliranom sustavu sila u smjeru vektora 5 opisana je i izrazom:

=5, W =5, 4L (16.172)
2 Os

Os

I

I =konst.

gdje su /1 L jakost elektricne struje i induktivitet neizoliranog sustava.

Sila izmedu dva elektri¢na strujna kruga, u neizoliranom sustavu, u smjeru vektora s opisana je
izrazom:

. 1.0, oM.
=5 Gaaﬂ =5, GJTkGa—”‘ (16.173)
A S

IJ.,Ik =konst.

gdje je M, meduinduktivitet j-tog i k-tog elektri¢nog strujnog kruga.
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16.18. Sile i naprezanja u magnetostatickom polju

Neka je volumen V omeden zatvorenom ploha S =0V (Slika 16.43), gdje je n vektor vanjske
jedini¢ne normale na plohu S.

Magnetska sila koja djeluje na volumen V moZe se izracunati integracijom po zatvorenoj plohi S:

F=[JxBWv = §i, @s (16.174)
Vv S

gdje je t,,, vektor magnetskog naprezanja.

ov=_S

Slika 16.43. Volumen omeden zatvorenom plohom S

U magnetostatickom polju, vektor magnetskog naprezanja u LIH sredstvu opisan je izrazom:
— - - 1
= ,UEEH[QHEE) - EEHZ Eﬂi} (16.175)

Plosni integral opisan izrazom (16.174) moZe se iskazati kao vektorski zbroj triju plosnih integrala
prve vrste:

F = §t, TS =i Gty TS + j Gty TS +K t,,, WS (16.176)
S S S S

gdje je vektor magnetskog naprezanja u pravokutnom koordinatnom sustavu opisan izrazom:

m = hme O+ O+, [k (16.177)

Vektor jakosti magnetskog polja H raspolavlja kut izmedu vektora jedinicne normale 7 i vektora
magnetskog naprezanja f,, (Slika 16.44):

Slika 16.44. Medusobni poloZaj triju vektora

U posebnom sluc¢aju kada je vektor jakosti magnetskog polja kolinearan s vektorom vanjske jedini¢ne
normale vrijedi da je:

H

tHE = 1, :%EUEHzEﬂi (16.178)

dok u drugom posebnom slucaju kada je vektor jakosti magnetskog polja okomit na vektor vanjska
jedini¢na normale vrijedi da je:
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HOi = fmz—%gunﬂm (16.179)

Na temelju vektora magnetskog naprezanja na granici dvaju LIH sredstava magnetske permeabilnosti
M 1 15, lako se moZe dobiti izraz za magnetski tlak na granici tih dvaju sredstava:

— BZ
o = i ”2|[E Lt thj (16.180)
2 Hy Ly
gdje je:
B, - normalna komponenta vektora magnetske indukcije,

H, - tangencijalna komponenta vektora jakosti magnetskog polja.

Magnetska sila na granici dvaju sredstava opisana je ploSnim integralom po grani¢noj plohi dvaju
LIH sredstava Sg:

Fy= [t GiS = [¢m @S (16.181)

S S

ar er

gdje je n vektor vanjske jedini¢ne normale na grani¢nu plohu dvaju LIH sredstava, koji je usmjeren
(orijentiran) od sredstva vefe magnetske permeabilnosti prema sredstvu manje magnetske
permeabilnosti.

Plos$ni integral opisan izrazom (16.181) moZe se iskazati kao vektorski zbroj triju ploSnih integrala
prve vrste:

Fy = [tM GiCS =1 Of¢n Gy CS + § Of1 Gy TS +k Ofe™ T, (S (16.182)

S S

ar ng Sgl' ar

gdje je vektor vanjske jedini¢ne normale na grani¢nu plohu dvaju LIH sredstava u pravokutnom
koordinatnom sustavu opisan izrazom:

ﬁ=nxﬁ+nyj+nzEE=cosa[i+cos,6’§+cosyEE (16.183)

gdje su a, B 1y prikloni kutovi vektora vanjske jedini¢ne normale.

16.19. Vektorski magnetski potencijal odsjec¢ka tankozZi¢anog vodica

Neka duZ osi tankoZi¢anog pravocrtnog odsjecaka (segmenta) cilindricnog vodi¢a polumjera r,,
duljine ¢, tece vremenski konstantna elektricna struja jakosti /. Neka se tankoZi¢ani odsjecak vodica
nalazi u neogranicenom LIH sredstvu magnetske permeabilnosti x. Ako je r, <</, moZe se koristiti
tankoZicana aproksimacija po kojoj se pretpostavlja da vremenski konstantna elektri¢na struja tece duz
osi odsjecka vodica, a traZi se raspodjela vektorskog magnetskog potencijala u to€kama izvan odsjecka
vodica, ukljucujuci povrSinu odsjecka vodica.

AV T(U, V)

Y ~

(/2 . y/2

M
<

Slika 16.45. Odsjecak cilindricnog vodica u lokalnom koordinatnom sustavu (u, v)
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Radi jednostavnosti, odsjecak se zadaje u lokalnom 2D koordinatnom sustavu (i, v), u kojem leZe os
odsjecka vodica i tocka promatranja 7T(u, v). PoloZaj odsjecka u (x, y, z) koordinatnom sustavu je
proizvoljan. Prema Slici 16.45, tocka T(u, v) u kojoj se racuna vektorski magnetski potencijal moze biti
u prvom ili u drugom kvadrantu lokalnog koordinatnog sustava (i, v).

U neograni¢enom LIH sredstvu magnetske permeabilnosti y, diferencijal vektorskog magnetskog
potencijala segmenta tankoZi¢anog vodica opisan je izrazom (16.32), koji glasi:

dix:%[ﬂ (16.184)
r
paje:
/2
A:EUEZ%TD __a (16.185)

072 A2+ (e —u)?

gdje je ¢, jedini¢ni vektor lokalne osi u, a smjer tog jedinicnog vektora jest, ustvari, smjer vremenski
konstantne elektri¢ne struje jakosti /.

Nakon integracije, iz izraza (16.185), dobiju se sljedeéi izrazi za je raspodjelu vektorskog
magnetskog potencijala oko tankoZic¢anog odsjecka vodica:

u+— u

‘
i=c¢, T harsh—2 - Arsh—2 (16.186)
4Ur v v

2
) 0
% +[u+2j + u+
i=e Y m (16.187)
AT

A =e, >
2
Izrazi (16.186) i (16.187) mogu se lako dobiti i na temelju analogije s izrazima za raspodjelu

skalarnog elektricnog potencijala oko odsjecka cilindricnog vodica u elektrostatickom slucaju ili pak u
slucaju stacionarnog strujnog polja.

Vs [N

16.20. Neumannova formula

Neka su zadane dvije tankoZiCane petlje (Slika 16.46). Neka petljom 1 tee vremenski konstantna
elektri¢na struja [, a petljom 2 vremenski konstantna elektri¢na struja I,. Neka se tankoZi¢ane petlje
nalaze u neograni¢enom LIH sredstvu magnetske permeabilnosti . Cilj je dobiti izraz za induktivitet i
meduinduktivitet ovih dviju tankozi€anih petlji.

Slika 16.46. Dvije tankoZicane petlje
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Prema izrazu (16.32), vektorski magnetski potencijal na osi petlje 2 uslijed elektri¢ne struje petlje 1
opisan je izrazom:

Agy =g 4 (16.188)
T 4lr T’
1

Magnetski tok, uslijed struje petlje 1, koji ulanCuje petlja 2 opisan je izrazom:

W, = [By s = [(Ox4,, )as = §4, w7, (16.189)
5, S, K,

gdje S, orijentirana ploha koju zatvara krivulja K>, odnosno orijentirana ploha koju zatvara tankoZi¢ana
petlja 2, uz uvaZavanje pravila desne ruke.

Ako se izraz (16.188) uvrsti u izraz (16.189), dobije se da je:

_ . unm 47 W7,
= §4, @ =g § (16.190)
] s 23

2 1 2

odakle slijedi da je meduinduktivitet tankoZicanih petlji M opisan sljede¢im izrazom:

M=M, =M, :L[@ § dntdr, (16.191)

koji je poznat kao Neumannova formula.

KoriStenjem Neumannove formule moZe se izraCunati i vlastiti induktivitet tankoZi¢ane petlje (Slika
16.47). U tom je slucaju krivulja K; = K na osi tankoZi¢ane petlje, a krivulja K, =K' na unutarnjem
rubu tankoZicane petlje.

Slika 16.47. Integracijske krivulje za izracun viastitog induktiviteta tankoZicane petlje

Iz izraza (16.191), slijedi da je vlastiti induktivitet tankoZi¢ane petlje opisan sljede¢im izrazima:

_ U dr r
L=Lyy + Ly 5 Lywj=——0§ § ; (16.192)

gdje je L,,,; vanjskiinduktivitet tankoziCane petlje, dok je L, unutarnji induktivitet tankozZicane petlje,
koji se u slucaju kada je tankoziCani vodi¢ kruznog poprecnog presjeka moZze aproksimirati sljede¢im
izrazom:

— _ Hyodica
Lun _L{m Rpetlje - 3 é_[ Rpetlje (16'193)
gdje je:
Ll — Hyodica (16194)

un SDT
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jediniéni unutarnji induktivitet petlje, odnosno jedini¢ni unutarnji induktivitet beskonacno dugog
pravocrtnog vodic¢a kruZnog popre€nog presjeka kojim tee vremenski konstantna elektricna struja.

16.21. Induktiviteti odsjecaka tankozi¢anih cilindri¢nih vodic¢a

Meduinduktivitet dviju tankoZicanih petlji opisan Neumannovom formulom (16.191) moZe se
izraCunati tako da se svaka od tankoZiCanih petlji aproksimira skupom pravocrtnih odsjecaka
tankozicanog cilindricnog vodi¢a. Neka tankozi¢ana petlja 1 ima m odsjecaka vodica, a tankoZicana
petlja 2 neka ima n odsje€aka vodica.

Uz uvedene pretpostavke, iz izraza (16.191) slijedi da je meduinduktivitet dviju tankozi¢anih petlji,
prikazanih na Slici 16.48, aproksimiran sljede¢im izrazom:

LR diy Wy 1
M=ﬁrﬂZZ [ == L (16.195)

gdje je L, meduinduktivitet i-tog odsjecka vodiCa tankoZi¢ane petlje 1 i k-tog odsjecka vodica
tankoziCane petlje 2. Za meduinduktivitete odsjecaka vodica koristi se i naziv: parcijalni induktiviteti.

Slika 16.48. Dvije tankoZicane petlje aproksimirane skupom pravocrtnih
odsjecaka cilindricnog vodica

Iz izraza (16.195) slijedi da su meduinduktiviteti dvaju odsjecaka tankozicanih vodica opisani
sljede¢im izrazom:

dn; W,
Ly _HDI | % (16.196)
Kll KZk
a mogu se opisati i izrazom:
/] /.
Ly =cosfiy B Dj | i Wity (16.197)
Kll KZk d

gdje je B; . kut izmedu diferencijala lukova orijentiranih tankoZic¢anih odsjecaka vodica:

Bix =0 dhy, diy (16.198)
Vrijedi da je:
Ly =cosf QUTEy; Ty Loy =cosfB, Qulk y; Ty [R; (16.199)

gdje su a; potencijalni koeficijenti dvaju cilindri¢nih odsjecaka vodica u savrSenom dielektriku, koji
su u potpoglavlju 14.24 dobiveni po metodi srednjeg potencijala, dok su R;, medusobni otpori dvaju
cilindriénih odsjecaka vodi€a u vodljivom sredstvu, koji su dobiveni po metodi srednjeg potencijala.

Ako se tankozicana petlja aproksimira skupom od n pravocrtnih odsjecaka tankozi¢anog cilindri¢nog
vodica, onda se iz izraza (16.192) dobije sljedeci izraz za induktivitet tankoZiane petlje:

L=1L, +ZLU+2DZ S Ly Ly = ”V°dlca DZZ (16.200)

i=1 k=i+l
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gdje je meduinduktivitet i-tog i k-tog odsjecka tankoZiCane petlje ;) opisan izrazom:

L, =~ Djjdfimik (16.201)

4Ur Kk T

dok je je vanjski induktivitet i-tog odsjeCka tankoZiCane petlje L;; opisan izrazom:

Ly=-20 [ AL (16.202)

i1~
4Ur kK r

Integracijske krivulje K; i K, leZe na osi pripadnog odsjecka tankoZi¢anog vodica, dok integracijska
krivulja K; leZi na plastu i-tog odsjecka tankozi¢anog vodica (Slika 16.49).

K. Ki' y7i ¢2'l"0

. >
‘; A

&

Slika 16.49. Pravocrtni odsjecak cilindricnog vodica u neogranicenom
LIH sredstvu magnetske permeabilnosti u

Na temelju analogije s potencijalnim koeficijentima i otporima opisane izrazom (16.199), lako je
zakljuciti da je vanjski induktivitet i-tog odsjecka cilindricnog vodica, duljine ¢; i polumjera ry, u
neogranicenom LIH sredstvu permeabilnosti ¢ opisan izrazom:

JO2+r2 + 0. 2
Li=H gm0 TN & =F(t;, 1) (16.203)
2t "o \/f%"""o2 t

gdje je pomo¢na funkcija:

N+ +0 0

v \/€2+v2 +v

(16.204)

Fet,v)=—H ¢ 0n
201

Slika 16.50. Poseban slucaj paralelnosti dvaju odsjecaka vodica

Ako se dva odsjecka nalaze u neogranicenom LIH sredstvu magnetske permeabilnosti u te su
medusobno paralelni na nacin prikazan na Slici 16.50 i razmaknuti za d, onda je njihov meduinduktivitet
opisan izrazom:

NGREYEEYE 2
Li,k:Lk,i:iF(giad)zi%T 0 OnY- L— i (16.205)

1 d J2+d? +d

gdje predznak ovisi o orijentaciji odsjeaka. Ova dva odsjecka mogu pripadati istoj tankoZicanoj petlji,
a mogu pripadati i dvjema razlic¢itim tankoZi¢anim petljama.
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Ako se radi o opéem slucaju paralelnosti dvaju odsjecaka vodica (Slika 16.51), onda se k-ti odsjeak
vodi¢a promatra u lokalnom koordinatnom sustavu (i, v) i-tog odsjecka vodica. U tom lokalnom
koordinatnom sustavu krajnje tocke k-tog segmenta su: 17 (uy, v ) 1 T, (uy, vy ).

AV
gk
71l(ul'vk) Tz(uz,vk)

u
>

/.

1

Slika 16.51. Opci slucaj paralelnosti dvaju odsjecaka vodica

Ako se dva odsjecka vodi¢a nalaze u neogranicenom LIH sredstvu magnetske permeabilnosti i te su
medusobno paralelni na nacin prikazan na Slici 16.51, onda se njihov meduinduktivitet moZe opisati
sljede¢im izrazom:

L, =iﬁT[ﬂq +C,-Cy-C,) (16.206)

gdje predznak ovisi o orijentaciji odsje¢aka vodica, dok su pomo¢ne funkcije C,, opisane izrazima:

C, = wy, Eﬂn(\/wﬁl +vi +wmj - Jwi+vl 5 m=1,2,3,4 (16.207)
W1:u2 +% ) W2:u1 _% ) W3:M1+?i ) W4:u2_€_£ (16.208)

Medusobno neparalelni (kosi i okomiti) odsjecci vodica leze u istoj ravnini ili pak u medusobno
paralelnim ravninama. Dakle, ako neparalelni odsjecci vodica ne leZe u istoj ravnini, onda postoje dvije
i samo dvije medusobno paralelne ravnine u kojima oni leZe (Slika 16.52). Ako leZe u istoj ravnini, to
je poseban slu€aj dviju paralelnih ravnina koje su se preklopile. Neka su u ovom koraku odsjecci
orijentirani od to¢ke P prema tocki K. To znaci da je kut a [ (O, 7T).

Slika 16.52. Op¢i slucaj neparalelnosti dvaju odsjecaka vodica
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1z izraza (16.197) slijedi da je meduinduktivitet dvaju neparalelnih odsjecaka tankozi¢anog vodic¢a u
neogranicenom LIH sredstvu magnetske permeabilnosti 4 definiran izrazom:

Sk 1k
Ly :icosaD’u DJ J'dfﬂlil] ; cos B =tcosa (16.209)
’ 4lm Tk ’
$p Mp ’
gdje je:
_ g2, ,2 2
ri,k_\/f +n°+D” =20 [ Lbosa (16.210)

Parametri &p, ., /Jp, Mk, @ 1 D mogu se lako izracunati iz globalnih koordinata pocetnih i krajnjih
tocaka odsjecaka vodica.

Rjesenje integrala (16.209) jest Cejtlinova formula” koja glasi:

Ly =*cosa %Eﬁf\(fpﬂp) + A& )= A& ) = AlEe ., )] (16.211)
gdje je:
A(éEn) = EI]]n(l] —EEtosa’+ri,k) +n EI]n(E—/] Ecosa’+ri’k)
' (16.212)
+ _ED Brctg(—g-w7 *li DiggJ
sing D 2

Predznak u izrazima (16.209) i (16.211) ovisi o orijentaciji vektora diferencijala luka i-tog i k-tog
odsjecka vodica. Ako su oba vektora diferencijala luka orijentirana od tocke P prema tocki K ili pak od
tocke K prema tocki P, onda je predznak pozitivan. U protivnom je predznak negativan.

16.22. Veza izmedu magnetskih silnica i vektorskog magnetskog potencijala

Kod 2D proracuna magnetskog polja pomocu vektorskog magnetskog potencijala vrlo je lako
nacrtati magnetske silnice jer su linije A = konst. ujedno i silnice. Dokaz ove tvrdnje slijedi u nastavku.

Budu¢i da je magnetska indukcija tangencijalna u odnosu na magnetsku silnicu (Slika 16.53), vrijedi
da su vektori:

B=B,G+B,§ ; d/ =dx0+dy[j (16.213)
medusobno kolinearni, pa vrijedi izraz:
B
B (16.214)
dx B,

silnica

X

>
>

Slika 16.53. Magnetska silnica u (x, y) koordinatnom sustavu

* Formula je dobila ime po ruskom znanstveniku L. A. Cejtlinu
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Budu¢i da magnetska indukcija leZi u (x, y) ravnini, vektorski magnetski potencijal je usmjeren duz

osi z, odnosno vrijedi da je:
A= Ak (16.215)
paje:
i j k
B-o0xi=| L 2 =6—Aﬁ—a—A[] (16.216)
0x O0dy dy 0x
0O 0 A
Iz izraza (16.214) slijedi da je:
B, Lix - B, Ly =0 (16.217)
paizizraza (16.216) i (16.217) slijedi da za magnetsku silnicu vrijedi da je:
(16.218)

a_Agix+a—ADh’y =dA=0 = A=konst.
Ox dy

Time je dokazana tvrdnja da su kod 2D problema linije A = konst. ujedno i magnetske silnice.
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16.23. Zadaci

Zadatak 16.1. Pomo¢u Ampereovog zakona izvedite izraz za jakost magnetskog polja unutar i izvan
beskona¢no dugog pravocrtnog cilindri¢cnog vodica kojim te¢e vremenski konstantna elektri¢na struja

jakosti 1. Neka je polumjer vodica 7, te neka se vodi€ nalazi u zraku.

o

Slika 16.54. Beskonacno dugi pravocrtni vodi¢
Rjesenje:
Raspodjela jakosti magnetskog polja je osno simetricna s obzirom na os vodi¢a pa se koristi

cilindri¢ni koordinatni sustav (7, ¢, z).
Plosna gustoc¢a vremenski konstantne elektricne struje je konstantna po poprecnom presjeku vodica:

J=—= 21 = konst. (16.219)
S e

Za r <r,, Ampereov zakon glasi (Slika 16.55):
2

fi-ar =H-2.7-r=Jr* z=15" (16.220)
K, 7

Slika 16.55. Integracijske krivulje unutar i izvan vodica

1z izraza (16.220) slijedi da je jakost magnetskog polja unutar vodica opisana izrazom:

H= I'rz za r<r, (16.221)
2-z-1y

Za r>r,, Ampereov zakon glasi (Slika 16.55):

§H-d7 =H-2-7-r=1I (16.222)
K2
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odakle slijedi da je jakost magnetskog polja izvan vodica opisana izrazom:

I
2-7-r

H=

za r>r, (16.223)

Jakost magnetskog polja graficki je prikazana na Slici 16.56.

H=H,

L
>

N ;i

Slika 16.56. Graficki prikaz jakosti magnetskog polja

Zadatak 16.2. Neka beskona¢no dugim pravocrtnim vodi¢em polumjera 7, tece vremenski konstantna
elektri¢na struja jakosti /. Odredite izraz za raspodjelu vektorskog magnetskog potencijala, a nakon toga
iz poznate raspodjele vektorskog magnetskog potencijala odredite raspodjelu jakosti magnetskog polja.
Neka se vodic¢ nalazi u zraku, neka je permeabilnost vodica s te neka je 4 =0 duz osi vodica.

Slika 16.57. Vodic u pravokutnom koordinatnom sustavu
Rjesenje:
Za vektorski magnetski potencijal vrijedi Poissonova diferencijalna jednadzba:
AAd=— u-J (16.224)

gdje je u ovom slucaju:

A=Ak ; J=J-k (16.225)

Raspodjela vektorskog magnetskog potencijala je osnosimetricna s obzirom na os z pa se koristi
cilindri¢ni koordinatni sustav (7, ¢, z). U ovom slucaju vrijedi da je:

2 2
AA:l.i[r.a_AJ L 104 o4 (16.226)
r or\_ or r? 0p? oz
—— T
=0 =

Ady = l.ﬁ(r.%) - e (16.227)
r
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dok izvan vodica (7 > 1, ) vrijedi da je:

Ady = 1of,%) _ (16.228)
r or or
Slijedi da je:
A:Alzcl-lnr—%-y-J.r%cz za r<r, (16.229)
A=A2 = C3 1nr+C4 Za }">}"0 (16230)

gdje su C;, C,, C; 1 C, nepoznate konstante koje se mogu odrediti iz sljedecih grani¢nih uvjeta:

A _,=0 (16.231)
Hy, = Hy, . (16.232)
Al = A, (16.233)
Iz grani¢nog uvjeta (16.231), slijedi da je:
¢ =C,=0 (16.234)
pa, prema izrazu (16.229), slijedi da je:
A=A1=—%.y.J.r2 za r<r, (16.235)
Nadalje, vrijedi da je:
€ 1€, €
ﬁzl.(w;l)z 19 o ol=- l.a_A.a(p (16.236)
U u-r | or u or
0 0 4
odakle slijedi da je:
H=H, = 1 o4 (16.237)
u or

Iz izraza (16.232) i (16.237), slijedi da je:

(L%J _ (LGAJ (16.238)
/J ar r=r, ’Llo ar I'=r;

pa se, nakon deriviranja izraza (16.235) i (16.230), dobije da je:

.61 (16.239)

r=r, Hy T

L
4

r=r,

odakle slijedi da je:
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1 1 z. i
Cymm— gty J 12 = prye J 2T F0TD (16.240)
2 2 V4 2.
A:Azz—go—’l-lnr+c4 za r>7, (16.241)
T

Nadalje, iz grani¢nog uvjeta (16.233) te iz izraza (16.235) i (16.241), slijedi da je:

_l.ﬂ.J.rg:_ ”0’1.1nr0+c4 (16.242)
4 2.
odakle slijedi da je:
Co= ol [yt (16.243)
2-7 2
. e . I R (16.244)
2.7 2-7 2
Konacni izrazi glase:
A= 4, = —%-y-J-rz za r<r, (16.245)
A=ty =—Fo L[ T B e s (16.246)
2.z r, 2
1 04 I
H1=H1q,=——-ﬁ S L (16.247)
u or 2.z
1 o4 I
H2=H2q,=——.a—2 = (16.248)

My Or  2-m-r

Zadatak 16.3. Po beskonacno dugoj traci Sirine a tece vremenski konstantna elektricna struja jakosti /.
Odredite raspodjelu jakosti magnetskog polja duz osi z (u ravnini x = 0) koja je okomita na traku.

Slika 16.58. Vodljiva beskonacno duga traka
Rjesenje:

Zbog simetrije, rezultantni vektor jakosti magnetskog polja duz osi z ima samo x komponentu (Slika
16.59).
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Slika 16.59. Diferencijal jakosti magnetskog polja
Prema Slici 16.59, vrijedi da je:

dH, =dH -sina=—_ .2 (16.249)
2-w-r r
gdje je:
an=—"_ . a=-Lag , =2 (16.250)
2-w-r a
Slijedi da je:
dH - —L % 4 (16.251)
* 2omea 22442 .
pa je:

a/2
H-H -7 2””2: L arctg—2 (16.252)
2-7w-a Ly I+t T-a 2.z

Zadatak 16.4. Za beskona¢no dugi pravocrtni vodi¢ polumjera 7, kojim tefe vremenski konstantna
elektri¢na struja jakosti / odredite izraz za jedini¢ni unutarnji induktivitet vodica: a) iz ulancenog
magnetskog toka, b) iz magnetske energije pohranjene u magnetostatickom polju. Neka je sredstvo od
kojeg je nacinjen vodi¢ linearno, homogeno i izotropno te neka mu je magnetska permeabilnost 2.

©®

I Yo
Slika 16.60. Beskonacno dugi cilindricni vodi¢
Rjesenje:
Raspodjela jakosti magnetskog polja unutar vodica opisana je izrazom:
1y I-r

2-w-r 2-72'-7'02

H

(16.253)

a) Izracun jedini¢nog unutarnjeg induktiviteta iz ulancenog magnetskog toka
Magnetski tok se zatvara oko osi vodi¢a. Za magnetski tok po jedinici duljine vodica vrijedi da je:

dO=u-H-dS=u-H-dr (16.254)

dok je ulan¢eni magnetski tok po jedinici duljine opisan izrazom:
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2
dsv=ku.dcb=%b.y.ﬂ.dr=r—2.y.ﬂ.dr (16.255)
Iy

gdje je k, faktor ulancenja, koji je jednak omjeru elektri¢ne struje obuhvacene silnicom 1 ukupne struje
preko koje se izrazava ulanceni magnetski tok.

Slijedi da je:
d¥ =u-

3
Lr -dr (16.256)

2-7-7,

pa je ulanceni magnetski tok vodica po jedinici duljine vodica:

A 4.jr3.dr=”—‘I=L 1 (16.257)
2.y :

872' un

odakle slijedi da je jedini¢ni unutarnji induktivitet vodica, ili druk¢ije receno unutarnji induktivitet po
jedinici duljine vodica, opisan izrazom:

L=

un

¥
T2 (16.258)
I 8
b) Izracun jedini¢nog unutarnjeg induktiviteta iz pohranjene magnetske energije

Magnetska energija pohranjena unutar jednog metra duljine beskonacno dugog vodica opisana je
izrazom:

H 2 3 ) un ’
Wo==-|H"-2-m-r-dr= N\ -dr= = 16.259
odakle slijedi da je jedini¢ni unutarnji induktivitet vodica:
2, y7;
Lun = Izm :E (16260)

Napomena: Jedini¢ni vanjski induktivitet beskonacno dugog pravocrtnog vodica je beskonacan jer se
zamiSljeni povratni vodi¢ nalazi u beskonacnosti.

Zadatak 16.5. Za bakreni beskonacno dugi pravocrtni Suplji cilindri¢ni vodi¢ unutarnjeg polumjera
r; =lcm 1 vanjskog polumjera r, =5 cm, izraCunajte jedini¢ni unutarnji induktivitet: a) iz ulan¢enog
magnetskog toka, b) iz magnetske energije pohranjene u magnetostatickom polju. Neka vodi¢em tece
vremenski konstantna elektricna struja.

)

@A

Slika 16.61. Beskonacno dugi Suplji cilindricni vodic
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Rjesenje:
Plosna gustoc¢a vremenski konstantne elektricne struje u vodicu opisana je izrazom:
1
J= (16.261)
(’” 2N ) 4
Slijedi da je jakost magnetskog polja u vodicu opisana izrazom:
I (r _”1) T I rz—rlz

2rr 2emer 2R x r

H =

(16.262)

a) Izracun jedini¢nog unutarnjeg induktiviteta iz ulancenog magnetskog toka

Magnetski tok se zatvara oko osi vodiCa. Za magnetski tok po jedinici duljine vodica vrijedi da je:

d® =y, -H-dS =y, H-dr (16.263)
dok je ulan¢eni magnetski tok po jedinici duljine opisan izrazom:
1y, r2—r?

d¥ =k, d® ="y, H-dr = gt H- dr (16.264)
1 =N

gdje je k, faktor ulancenja, koji je jednak omjeru elektri¢ne struje obuhvacene silnicom 1 ukupne struje
preko koje se izrazava ulanceni magnetski tok.

Slijedi da je:
g r
d¥=— P2 (16.265)
2-(rs 1) -1 r
pa je ulanceni magnetski tok po jedinici duljine vodica:
4 "2
= Hol | St e || =Lyl (16.266)
2‘(” 2N ) 4
i
odakle slijedi da je jedini¢ni unutarnji induktivitet vodica:
v 7 ry — f'4
L,=—= 0 I 22 2 16.267
un Ji 5 (rzz _ 2)2 T 4 1 2 1 1 n ( )
Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
L, = % =4,639216594-107% H (16.268)
m

b) Izracun jedini¢nog unutarnjeg induktiviteta iz pohranjene magnetske energije

Magnetska energija pohranjena unutar jednog metra duljine beskonacno dugog vodica opisana je
izrazom:

2&.]2}12.2.,,.,,.0”: po I .rf(’”z _rlz)zdrzLun‘lz (16.269)
2 r 2

/4
R 4.(}/'22_}/'12)2‘” "

m

odakle slijedi da je jedini¢ni unutarnji induktivitet vodica:
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2. W }”4—1”4 -
L = m Ho 122 1_r12.r22+r14+r14.ln—2 (16.270)

un =
I’ 2-(r22—r12 2.z 4 i

Zadatak 16.6. Odredite jedini¢ni induktivitet koaksijalnog kabela kojim tece vremenski konstantna
elektri¢na struja. Neka je zadano: n, =1cm, r, =2cm, 3 =3 cm, u, =10, g5 =5.

Slika 16.62. Beskonacno dugi koaksijalni kabel
Rjesenje:

Jedini¢ni induktivitet najlakse je odrediti iz magnetske energije pohranjene u magnetostatickom
polju. Jakost magnetskog polja opisana je izrazima:

H=H, = ! >r zars<py (16.271)
2.7
1
H=H,= za n<r<r (16.272)
2-7-r
1 ri—r?
H=H, 2—— za n<r<n (16.273)

2--r 3 =1
Pohranjena energija opisana je izrazima:

_L-IP L+ +1 2

W =W+ W+ W, (16.274)

2 2
Wmizﬁ.jﬂf.z.ﬂ.r.drzl.g.lz . i=1,2,3 (16.275)

2 ) 2
odakle slijedi da je:
L=t o5k (16.276)
8- m

L= 202 — 013862044 ML (16.277)

2-m n m

276



4 22
L=t 5B . r—3—3r§—r§ 016370695 M1 (16.278)
27 | (r3 -1 o 4-(r5-r m
L=1,+L,+ L, =08023364 M1 (16.279)
m

Zadatak 16.7. Odredite jedini¢ni induktivitet dvozi¢nog osamljenog voda, uz pretpostavku da vodom
teCe vremenski konstantna elektri¢na struja. Neka je polumjer vodica 7, neka su vodic¢i razmaknuti za
d, neka je magnetska permeabilnost vodica u te neka se vod nalazi u zraku. Pretpostavite da je d >>r,.

= = —> |

Slika 16.63. Dvozicni osamljeni vod
Rjesenje:
Budu¢i da je d >> r,, moZe se uzeti da jedan vodi€ ne utjece na unutarnji induktivitet drugog vodica.

Prema izrazu (16.258), jedini¢ni unutarnji induktivitet beskonacno dugog vodica je:

L = (16.280)

un vodica
8-

pa je jedini¢ni unutarnji induktivit voda:

7
Lyy=2-Ly, vodica = ; (16.281)
4.7
Do ovog izraza najlakSe se dode tako da se unutarnji induktivitet vodica izraCuna iz magnetske
energije pohranjene unutar osamljenog beskonacno dugog vodica.

Jedini¢ni vanjski induktivitet voda najlakSe je izracunati iz ulan¢enog magnetskog toka, poSavsi od
Slike 16.64.

—

H

1(®) : X1

Slika 16.64. Vektor jakosti magnetskog polja izmedu vodica dvozicnog voda

Sav vanjski magnetski tok voda prolazi izmedu vodica. U cilindricnom koordinatnom sustavu
kojemu je srediSte na osi lijevog vodica, jakost magnetskog polja na spojnici izmedu vodica opisana je
izrazom:

= 1 1 1 -
H= =+ -e 16.282
2. (r d—rj ® ( )

Budu¢i da vodic¢i podjednako doprinose magnetskom toku koji prolazi izmedu vodica, da bi se

izracunao magnetski tok izmedu vodi¢a moze se izraCunati magnetski tok samo od elektricne struje
lijevog vodica i potom udvostruciti:
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d—r, . _
.[ ar _ #y L I-lnd hog

vanj *
r T Ty

W:@:JE.a@:zﬂo_'[.
5 K

o
odakle slijedi da je jedini¢ni vanjski induktivitet dvoZi¢nog voda za d >> ry:

Wer o on 7 T I

Slijedi da je ukupni jedini¢ni induktivitet dvozi¢nog voda opisan izrazom:

L=, +L, =t sFond _Ho |t @
4 "

vanj —
’ T r, m \ 4

(16.283)

(16.284)

(16.285)

Zadatak 16.8. Odredite jedinicni meduinduktivitet dvaju osamljenih beskonacno dugih medusobno
paralelnih dvozi¢nih vodova. Neka je polumjer vodi¢a zanemariv u odnosu na medusobni razmak
vodica. Neka je zadano r,, 7, 7, 1 r4. Neka vodovima koji se nalaze u zraku teku vremenski konstantne

elektri¢ne struje.

Slika 16.65. Dva osamljena dvozicna voda

Rjesenje:

Ulanceni magnetski tok koji ulancuje vod 2, a stvara ga vremenski konstantna elektri¢na struja voda

1 (Slika 16.66) opisan je izrazom:

Slika 16.66. Ulanceni magnetski tok od jednog vodica voda 1
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Iz izraza (16.286), slijedi da je:

gy =l et gy (16.287)
T2z Ty hy '

pa je jedini¢ni meduinduktivitet dvaju beskonacno dugih, medusobno paralelnih, vodova:

. .
M=M,=M,, = 21 _ Mo g ted
’ ’ Il 2. R h

(16.288)

Zadatak 16.9. Zra¢ni se dvozicni vod nalazi u zraku iznad konacno permeabilnog poluprostora kojemu
je relativna magnetska permeabilnost g, =5. Odredite jedini¢ni vanjski induktivitet voda, uz upotrebu
metode odslikavanja. Neka vodom tece vremenski konstantna elektri¢na struja. Neka je zadano:
hy=5m, h,=55m, r, =2 cm, d =2 m. Pretpostavite da je d >>r,.

d O—
1
~©
1
hy
hy

Hy
H= Hy My

Slika 16.67. Dvozicni vod iznad magnetskog poluprostora
Rjesenje:

Utjecaj heterogenosti sredstva moze se uzeti u racun tako da se granicni uvjet na granici dvaju LIH
sredstva zadovolji koriStenjem metode odslikavanja. Po metodi odslikavanja dva vodica u zraku
nadomjestaju Cetiri vodica u neogranicenom LIH sredstvu kojemu je magnetska permeabilnost jednaka
magnetskoj permeabilnosti zraka (Slika 16.68).

Prema izrazu (16.64), faktor refleksije je:

g =2 =L _ 2 (16.289)

dok je parametar D (Slika 16.68) opisan izrazom:

D= \/(hl +hy Y +d* = (b —hy ) = sz +4-h-hy =10,67707825 m (16.290)

Vanjski ulanceni magnetski tok po jedinici duljine voda, uz pretpostavku da je d >>r,, opisan je
izrazom:

hy

o

d
y/:cb:jé-d§=2-”°—'l-jd ”0 1 [j Jszaan (16.291)
2.7 r )
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Slika 16.68. Stvarni i odslikani dvozicni vod u neogranicenom LIH zraku

Iz izraza (16.291), slijedi da je:

2
Lyayj = Ho g4 o g DT M D (16.292)
T I"O 272' 4'h1'h2 T }"0 2'1,]/[1']’[2

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

=1,846830485 nH (16.293)

Lvanj m

Zadatak 16.10. 1zracunajte jedinicni rasipni induktivitet utora elektri¢nog stroja, uz pretpostavku da je
magnetska permeabilnost Zeljeza beskonacna. Neka bakrenim vodi¢em tece vremenski konstantna
elektri¢na struja. U racun trebate uzeti i rasipni induktivitet zratnog raspora iznad bakrenog vodica,
kojemu je visina a. Pretpostavite da je dio silnice u bakrenom vodicu i zracnom rasporu pravocrtan i
paralelan osi x te da je jakost magnetskog polja duz dijela pojedine silnice u bakrenom vodicu i zratnom
rasporu konstantna. RjeSenje odredite: a) iz ulancenog magnetskog toka; b) iz magnetske energije
pohranjene u magnetostatickom polju. Neka je zadano: a=1cm, b =3 cm, A =6 cm.

YA

h I® Hpe —> 0

\ Za

Slika 16.69. Utor elektricnog stroja
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Rjesenje:

Uz uvedene pretpostavke, vrijedi da je:

H:HX=H1=I°b=1-L za 0<y<h (16.294)
b h-b
Iy, I

H=H,=Hy="0= 7 h<y<h+a (16.295)

a) Izracun rasipnog induktiviteta iz ulancenog magnetskog toka

Magnetske silnice se zatvaraju na nacin prikazan na Slici 16.70.

VA

I®

Slika 16.70. Graficki prikaz magnetske silnice

Diferencijal ulancenog magnetskog toka u bakrenom vodicu opisan je izrazom:

2

Yy Yy Yy
d®O)==-d®, ==-u,-H,-dy=p,I - ——-d 16.296
1= AP = o Hyrdy = g PERT ( )

dyll — Iob
1

odakle slijedi da je ulanceni magnetski tok po jedinici duljine bakrenog vodica:

h
Mol o2 Ho-h
¥ = [y* dy= A=L1 16.297
1= {y =37 1 ( )

Diferencijal ulancenog magnetskog toka u zratnom rasporu iznad bakrenog vodiCa opisan je
izrazom:

1
d¥, = 3b .dqﬁz=dqb2=y0.H2.dy=y0.édy (16.298)

odakle slijedi da je ulanc¢eni magnetski tok po jedinici duljine zracnog raspora:

h+a
%:%‘07‘1. jdyzﬂ(})‘“.lsz.l (16.299)
h

Ukupni jedini¢ni rasipni induktivitet utora opisan je izrazom:

JA ke Wy S Y (PP (16.230)
1 1 b \3

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
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L =1256637061 uH (16.301)
m

b) Izracun rasipnog induktiviteta iz pohranjene magnetske energije

Magnetska energija pohranjena u jedinici duljine bakrenog vodica opisana je izrazom:

h h
Wml:&.jﬂg.b.dyz%_‘fz.jyz.dy ok I (16.302)
2 3 2.h2.b0 2 3b 2

dok je magnetska energija pohranjena u jedinici duljine zracnog raspora iznad bakrenog vodica opisana
izrazom:

h+a 2 h+a 2 2
Ho 2 Ho -1 1" Hpra_1
w_, =0 (g2.p.gp=0 " . (g =21 20"_~ ] 16.303
m2 =7, '/[ 2 'y 2b '/[ 'y > T h 5 2 ( )
Ukupni jedini¢ni rasipni induktivitet utora opisan je izrazom:
L=2.Wm:2-(Wm1+Wm2)=Ll+Lzzﬂ. L (16.304)
& & b \3

Zadatak 16.11. Elektricni vod tvore dvije medusobno paralelne bakrene sabirnice kojima tece
vremenski konstantna elektri¢na struja jakosti /. Pomocu Ampeéreovog zakona odredite raspodjelu
jakosti magnetskog polja, ulanceni magnetski tok i induktivitet po jedinici duljine voda. Zanemarite
rubne efekte i pretpostavite da je duljina voda ¢/ >> 4 te daje h>>a,b.

A
VA
h bl b
X
1 1
Y
“a “a

Slika 16.71. Dvozicni elektricni vod
Rjesenje:
2D podrucje se moze podijeliti na pet razli¢itih potpodrucja (Slika 16.72). Uz uvedene pretpostavke,
3D problem se numericki svodi na 1D problem. Prema Slici 16.72 vrijedi da je:
§H-di =§| Hy -dx+H, -dy+H,-dz |=§H, -dy=1 (16.305)
¥ —_— —_—

K\ 0 0 K
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Slika 16.72. Podjela 2D podrucja na pet dijelova

Iz izraza (16.305), slijedi da je:

Hy =H,, :I%b:%
H2=H2y=IZb Z%‘a+2_x
H3=H3yzllc;b ~0
HS:H5y=% =0

(16.306)

(16.307)

(16.308)

(16.309)

(16.310)

Vazno je uociti da je raspodjela jakosti magnetskog polja simetricna u odnosu na os y, odnosno da je

to parna funkcija ovisna samo o varijabli x.
Ulanceni magnetski tok u smjeru y-osi u potpodrucju 1 je:
I-
V) =@ = py-Hi-2:b-1 = 2‘!‘0‘717

Diferencijal ulan¢enog magnetskog toka u smjeru y-osi u potpodrucju 2 je:

s —
d¥, =" . 4@, = be‘ﬂo‘l‘lz‘dx
1 a
odakle slijedi da je:
a+b a+b
Mo 1 5 Mol la+b—x
Tzzg—h‘ I(a+b—x)‘dx=— gh.( 3 )3
a“-h 3 a’- b
paje:

Ukupni ulanceni magnetski tok po jedinici duljine je:

W=y, +2-¥’2=M21-(2-b+ 2T“J
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pa je jedini¢ni induktivitet voda, ili druk¢ije re¢eno induktivitet po jedinici duljine voda, opisan izrazom:

p=X 2K [, 8 (16.316)
Ik 3

Zadatak 16.12. Pomoc¢u Neumannove formule odredite vlastiti induktivitet pravokutne tankozicane
petlje koja se nalazi u zraku. Neka su vodic¢i od bakra kruznog poprecnog presjeka, polumjera 7,. Neka
petljom tece vremenski konstantna elektri¢na struja. Pretpostavite da je r, <<a, b.

- -
* >

Slika 16.73. Tankozicana pravokutna petlja
Rjesenje:

Koristi se tankozicana aproksimacija vodic¢a, odnosno pretpostavlja se da je vremenski konstantna
elektri¢na struja koncentrirana u osi vodica. Vlastiti induktivitet tankoZziCane petlje, prema izrazu
(16.192), opisan je Neumannovom formulom:

L=L, +L

vanj >

L ”Oﬂ§ §di‘d[' (16.317)
K K

vanj —
'4. . r

gdje je L,y vanjski induktivitet tankoZicane petlje, dok je L, unutarnji induktivitet tankozicane petlje,
koji se u slucaju kada je bakreni tankozicani vodi¢ kruznog poprecnog presjeka moze, prema izrazu
(16.193), aproksimirati sljede¢im izrazom:

L, z%.gpeﬂjezf_;.(ﬁb) (16.318)

U op¢em slucaju, integracijske krivulje za izracun vlastitog induktiviteta tankozicane petlje dane su

na Slici 16.74.

U prvom koraku, tankozicana se petlja podijeli na Cetiri orijentirana tankoZi¢ana odsjecka vodica
(Slika 16.74).

3

1

>
>

Slika 16.74. Cetiri orijentirana tankozicana odsjecka vodica
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U ovom slucaju, op¢i izraz (16.317) poprima oblik:

Ho L& df?n‘dﬁzk L&
L=Lun+4—-zz [ [ =A==, +2> Ly (16.319)
Ti=lk=l Ky, Ky, r i=1 k=1

gdje su, dakle, vlastiti i medusobni vanjski induktiviteti odsje¢aka vodica opisani izrazom:

Ly=Lg=" ] | dby-dy (16.320)

4.7
Kli KZk

Meduinduktiviteti medusobno okomitih odsjec¢aka vodica jednaki su nuli, a, osim toga, vrijedi da je:
Liy=L33 ;5 Lyy=1Lsy (16.321)
paje:
_ Mo
L= {a+b)+2-(Ly, + Loy + L3+ 1L 4) (16.322)
. 72' > ’ ’ 1)
Prema potpoglavlju 16.21, vlastiti vanjski induktiviteti odsjecaka opisani su izrazima:
L,=Flarn) ; Ly,=Fbn) (16.323)
dok su meduinduktiviteti odsjecaka opisani izrazima:

L= —F(a: b) s Lyg=-— F(b, a) (16.324)

gdje je, prema izrazu (16.204), pomo¢na funkcija F(/,v) opisana izrazom:

N2 v ~ 7

F,vy=20 | r.n (16.325)

2.7 v \/€2+v2 + v
Iz prethodnih izraza slijedi da je:
2 2 2 i
Na +rf +

L, =t g ¥ T 78 a (16.326)
2.7 "o \/az+r02 + 7 |
B2 +1 +b 2 |

Ly, =2 | b-In T2 b (16.327)
2.7 "o \/b2+r0 + 7 |
[2. .2 2 |

Ly=-to |qp¥etbta a (16.328)
27 b Va+b* + b
[[2 . 2 2 |

Lyy=—to |pp¥0ira th b (16.329)
2.7 a \/bz+a2 +a |
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Zadatak 16.13. Za pravocrtni odsjecak bakrenog tankozicanog vodica duljine /=10m, polumjera
r, =5 mm, pomoc¢u Neumannove formule izracunajte vlastiti induktivitet. Neka se vodi¢ nalazi u zraku.
Neka vodicem tece vremenski konstantna elektri¢na struja. Pretpostavite da je r, << /.

Rjesenje:
L, =200 =05 pH (16.330)
8-
O+ + 0 2
Lvansz(z,ro)zﬂ- /-In il - ! (16.331)
2.7 To \/Kz 18 +7,
L =Ly + Ly =15,0890991552 pH (16.332)

Zadatak 16.14. Odredite raspodjelu jakosti magnetskog polja duz osi ravne tanke zavojnice duljine /,
polumjera a koja se nalazi u zraku. Neka je zavojnica gusto i jednoliko namotana na cilindar od
materijala magnetske permeabilnosti g, te neka ima ukupno N zavoja. Neka zavojnicom tece vremenski
konstantna elektri¢na struja jakosti /.

Hy
D.0.00.0.0.00000.00,0.0.00000000.0000
alr Hy

A A

RACACICICICACICACARICICACICICICICICICICACICICICIICN

< > >|
4

Slika 16.75. Gusto i jednoliko namotana ravna zavojnica
Rjesenje:

U ovom se slucaju zavojnica moZe promatrati kao strujni oblog (linijska gustoca plosne elektri¢ne
struje):

K=

% (16.333)

U
¢ dl

= ® b -

(©)
'fl

@?ql

Y~

A
A4
A
Y

N
F

A

Slika 16.76. Ravna zavojnica prikazana kao strujni oblog
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Prema Biot-Savartovom zakonu, za tankozi¢anu kruznu petlju kojom tece vremenski konstantna
elektri¢na struja jakosti dI = K-dt (Slika 16.76) vrijedi da je:

- dl dfo_K~dt'a~d(0-é(p><}7

dH = = 16.334
4.7 r3 4.7 r3 ( )

Zbog simetrije, duz osi z jakost magnetskog polja ima samo z-komponentu pa je prema izrazu
(16.334) 1 Slici 16.76:

2
dH, = dH-cosa =2 ar =K. .4 3d¢ (16.335)
r 4.7 4
odakle slijedi da je:
K-a* 27 tdt K-a* Ldt
H=H, == -.([dgo {73: : -£F—3 (16.336)
gdje je:
r=re—1f +at=yt-z2) +a? (16.337)
paje:
2 !
H=HZ=K2a [ A (16.338)
o( @_zy+a2j
Slijedi da je:
14
2 —_—
H-m, =54 -z (16.339)
2 a’ (t—z)2+a2 0
paje:
_g -NL (-2 z (16.340)

z = : +
24 \/(€—2)2+a2 22 +a?

Ako je tocka promatranja unutar zavojnice, onda se izraz (16.340) moze napisati u sljedecem obliku:

Hzgl (I‘(cosﬁ1 +cosﬁ2) (16.341)
gdje je:
cos 3 =L (16.342)
((—2F +a?
z
cos fy =——— (16.343)
22 +a?

Kutovi g, 1 S, prikazani su na Slici 16.77.
Za toCku T duboko unutar vrlo duge zavojnice (¢ >> a ) vrijedi da je:

N

/-0 5 pB—->0 ; H 7

(16.344)
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Slika 16.77. Tocka promatranja unutar ravne zavojnice

Zadatak 16.15. Odredite vlastiti vanjski induktivitet ravne tanke zavojnice duljine ¢, polumjera a koja
se nalazi u zraku i prikazana je na Slici 16.75. Neka je zavojnica gusto i jednoliko namotana na cilindar
od materijala magnetske permeabilnosti , te neka ima ukupno N zavoja. Neka zavojnicom tece
vremenski konstantna elektri¢na struja jakosti 1. Pretpostavite da je magnetsko polje unutar zavojnice
homogeno te da je jakost homogenog magnetskog polja jednaka srednjoj vrijednosti jakosti magnetskog
polja duz osi zavojnice.

Rjesenje:

Prema prethodnom zadatku, jakost magnetskog polja duz osi z opisana je izrazom (16.339), koji
glasi:

N‘I‘ {—z N z
24 \/(€—2)2+a2 22 +a?

H=H(z)= (16.345)

pa je srednja vrijednost jakosti magnetskog polja duz osi z, unutar zavojnice, opisana izrazom:

1 p p z z—/
Hy=—-[H-d - -dz (16.346)
¢ 0

2 52 \/zz+a2 \/(z—f)2+a2

odakle slijedi da je:

H, =21t .[Jzz e -ajz—N 1 (16.347)
4 Vi* +a* +a

Aproksimacija ulacenog magnetskog toka zavojnice opisana je sljede¢im izrazom:

¥ =N-®=N-pyHy,-a* (16.348)

odakle slijedi da je:

2, 2
T-a>
W:ﬂo.uzpl (16.349)

Va?+0* +a
Slijedi da je vlastiti vanjski induktivitet zavojnice aproksimiran izrazom:

Lzzz N%.a*n

Hy 77—
1 \/a2+€2+a
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Za vrlo dugu zavojnicu (£ >> a) vrijedi da je:

~N2.Iuo.a2.7z'_N2.ﬂ0.S_N_2
l l R

L (16.351)

m

gdje je S povrsina poprecnog presjeka zavojnice, dok je R, magnetski otpor vrlo duge zavojnice.

Zadatak 16.16. Neka kroz zavojnicu elektromagneta tece vremenski konstantna elektricna struja jakosti
1. Odredite izraz za silu kojom se privlace krajevi elektromagneta: a) iz magnetske energije pohranjene
u magnetostatiCkom polju, b) pomocu naprezanja (sile na granici dvaju sredstava). Pretpostavite da je
ukupna srednja duljina magnetske silnice ¢ konstantna veli¢ina. Zanemarite rasipanje magnetskih
silnica u zratnom rasporu i rasipni magnetski tok. Neka je zadano: N, I, /., 0, u,, S.

'ch
I
= A
;V FV {5' _éa
M= Hy Hy

Slika 16.78. Privlacna sila izmedu polova elektromagneta

Rjesenje:

Budu¢i da su rasipanje magnetskih silnica u zranom rasporu i rasipni magnetski tok zanemareni,
vrijedi da je:

Bp.=By=B ; Sp.=S5,=8 (16.352)

gdje je:

Bg. - magnetska indukcija u Zeljezu,

B, - magnetska indukcija u zratnom rasporu,

S'ke - povrsina plohe kroz koju prolazi magnetski tok u Zeljezu,

S, - povrsina plohe kroz koju prolazi magnetski tok u zranom rasporu.

Za magnetski krug prikazan na Slici 16.78, uz uvedena zanemarenja, vrijedi sljede¢i izraz:

N-I=Hgp,Ap, +Hy 6= i.(@+ 5J (16.353)
luo fur
gdje je:
{ . - srednja duljina magnetske silnice u Zeljezu,

o - srednja duljina magnetske silnice u zracnom rasporu; $irina zracnog raspora.
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Iz izraza (16.353) slijedi da je magnetska indukcija u Zeljezu kao i u zracnom rasporu opisana
sljede¢im izrazom:

po NI piop NI

B= = (16.354)
Kﬁ +5 4 Fe T H; 6
Hy
a) Izracun sile iz pohranjene magnetske energije
Magnetska energija pohranjena u magnetostatickom polju opisana je izrazom:
B-H. -S. B-H.-S- B2.
W, =——rt¢ Slre  BHyS0_ B7S (O pe + 14,-6) (16.355)
2 2 2w

Ako se izraz (16.354) uvrsti u izraz (16.355), dobije se sljede¢i izraz za pohranjenu magnetsku
energiju:

o Mot N>17-S (16.356)
"2 (et a0 6)
Izraz za magnetsku silu u neizoliranom sustavu, naznacenu na Slici 16.78, glasi:
ﬁ:%eg (16.357)
Prije deriviranja treba uvesti supstituciju:
lpe=0—0 (16.358)

gdje je ¢ ukupna srednja duljina magnetske silnice koja je, po uvedenoj pretpostavci, konstantna
veli¢ina.

Ako se supstitucija (16.358) uvrsti u izraz (16.356), dobije se alternativni izraz za pohranjenu
magnetsku energiju:

_ Myt N IS pgep N2 12-S

W 16.359
2Urer i9)  2(-0414:0) 1o
koji je prikladan za deriviranje pohranjene magnetske energije po $irini zracnog raspora o.
Slijedi da je:
2 2
ﬁ:an_észuo M N°-1 f~(ur—1)‘(—€8) (16.360)
00 2‘(£Fe +/ur‘5)
ili druk¢ije pisano:
. B2 -1, _ 1 -1, .
FBS el Gy Lipg sl (L) (16.361)
2 Ho Hy 2 Hy

1z izraza (16.360) i (16.361) slijedi da se krajevi elektromagneta privlace, tj. teznja je da se smanji
zraCni raspor.

b) Izracun sile na granici dvaju sredstava
Tlak na granici dvaju sredstava opisan je izrazom (16.180), koji u ovom posebnom slucaju glasi:

i _ 2
g = ot ml (B, H? (16.362)
2 Moy 1

290



gdje, u ovom slucaju, vrijedi da je:

B, =B ; H,=0 (16.363)
pa je tlak na granici Zeljeza i zraka:
2 p—
m- B (”—IJ (16.364)
2- Ho Hy

Magnetska je sila na granici dvaju sredstava opisana izrazom:

2 B _
ﬁ=t;“.S.(—ég)zgfj.”le.(—ég)zé.B.Ho.S. ”"ﬂ L3) (16.365)
0 T T

Ako magnetska permeabilnost Zeljeza tezi u beskonacnost, onda je magnetska sila opisana izrazom:

ﬁ:%B.HO.S.(—ES) (16.366)

dok su jakost magnetskog polja u Zeljezu i magnetska energija pohranjena u Zeljezu jednaki nuli.

Zadatak 16.17. U ravnu zavojnicu duljine /= 0,25 m, koja ima N = 500 zavoja i kroz koju tece
vremenski konstantna elektricna struja jakosti /=1 A, djelomicno je uvuCena Zeljezna jezgra. Uz
zanemarenje rubnih efekata (unutar zavojnice magnetska indukcija homogena, a izvan jednaka nuli),
odredite silu na jezgru za z = 0,05 m na dva nacina: a) iz magnetske energije pohranjene u
magnetostatiCkom polju, b) pomoc¢u naprezanja (sile na granici dvaju sredstava). Neka su Zeljezna jezgra
1 zavojnica kruznog poprecnog presjeka te neka je polumjer Zeljezne jezgre a = 0,02 m. Neka je relativna
magnetska permeabilnost Zeljeza x, = 600.

z-k

2.0.0.000000000000.0.000.00000000

F
2-a U — My

o o Y M W e W W £ £9 E9 69 £9 £9 59 9 63 £9 E9 9 £9 £9 £9 69 £

4

- = \|
« Eal

Slika 16.79. Ravna zavojnica s djelomicno uvucenim feromagnetikom
Rjesenje:
Uz uvedena zanemarenja, vrijedi da je:

Bp.=B,=B ; Sp.=S,=8 (16.367)

N.I=HFe.z+HO.(z—z)=ﬁ.(i+z—zJ (16.368)
fuo fur

odakle slijedi da je magnetska indukcija opisana sljede¢im izrazom:

— Mo -N-1 — Mo-p-N-1
Z+,Ur‘(f—2) /ur‘z_z’(/ur_l)

(16.369)
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a) Izracun sile iz pohranjene magnetske energije

Magnetska energija pohranjena u magnetostatickom polju opisana je izrazom:

w BHr Sz, B-H,S-((-z) B*S

= el =z (py —1 16.370
m =" ; T LA ) (16.370)

gdje je S =a”- 7 povriina popretnog presjeka Zeljezne jezgre.
Ako se izraz (16.369) uvrsti u izraz (16.370), dobije se sljede¢i izraz za pohranjenu magnetsku
energiju:

_ 1 pyp- N2

= (16.371)
2 furz _Z‘(/ur _1)
Izraz za magnetsku silu u neizoliranom sustavu, naznacenu na Slici 16.79, glasi:
_ - - N2.J2. -
Foo g1 _ope N71 Sz-(yr—l)-k (16.372)
0z 2 [ul—z(u =)
ili druk¢ije pisano:
_ B~ -1 - 1 -1 -
FoBS g g g s =g (16.373)
2opmy 2 Hy
Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je magnetska sila za z = 0,05 m:
=4922474613-k mN (16.374)

z=0,05m

b) Izracun sile na granici dvaju sredstava

U opcem slucaju, tlak na granici dvaju sredstava opisan je izrazom (16.180), koji u ovom slucaju
glasi:

i _ 2
g = o wl (B H? (16.375)
2 Moy 1

gdje, u ovom slucaju, vrijedi da je:

B, =B ; H,=0 (16.376)
pa je tlak na granici Zeljeza i zraka:
2 p—
m- B (”—IJ (16.377)
2- Ho Hy

Magnetska je sila na granici dvaju sredstava opisana izrazom:

. - B~ -1 - 1 -1 -
Foms k=28 g gy sl (16.378)
2opy 2 My

Ako magnetska permeabilnost Zeljeza tezi u beskonacnost, onda je magnetska sila opisana izrazom:
-1 -
F=5‘B.HO‘S‘k (16.379)

dok su jakost magnetskog polja u Zeljezu i magnetska energija pohranjena u zeljezu jednaki nuli.
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Zadatak 16.18. Beskonacno dugi pravocrtni vodi¢, koji se nalazi se u zraku, paralelan je grani¢noj
ravnini koja dijeli cjelokupni prostor na dva poluprostora razli¢itih magnetskih permeabilnosti. Neka
vodi¢em tece vremenski konstantna elektricna struja jakosti /. Odslikajte vodi¢ na grani¢noj ravnini i
potom odredite izraz za silu koja djeluje na jedinicu duljine vodica. Neka je zadano:
I=1A, a=1m, u =500.

/
®
PEELAEN

M= Ho o

Slika 16.80. Beskonacno dugi pravocrtni vodic paralelan granic¢noj ravnini
izmedu zraka i feromagnetika

Rjesenje:

Po metodi odslikavanja, ako se rjeSenje trazi u zraku, beskonacno dugi tankoziani vodi¢ u
heterogenom sredstvu nadomjestaju dva beskonacno duga tankoziana vodic¢a u neogranicenom LIH
sredstvu magnetske permeabilnosti jednake magnetskoj permeabilnosti zraka (Slika 16.81).

kg1 1
® ®
e Sl 2]
Ho Ho

Slika 16.81. Stvarni i odslikani vodic

Prema izrazu (16.64), faktor refleksije opisan je izrazom:

M, — -1
kg = Ho My — Ho _ He (16.380)
Moy + oy +1
Magnetska sila po jedinici duljine izmedu dva pravocrtna, beskonacno duga, medusobno paralelna
tankozicana vodica, koji se nalaze u neograni¢enom LIH sredstvu opisana je izrazom (16.166), koji u
ovom slucaju glasi:

kol-T-1 I
[kl L S —99,6007984 1N (16.381)

F=
Ho 4-7-a " 4.7.a m

Izmedu feromagnetika i beskonacno dugog vodica djeluje privlacna sila jer vodi€ tezi ulasku iz zraka
u permeabilnije sredstvo. Ova sila je jednaka po iznosu sili na granici dvaju sredstava, ali je suprotnog
smjera.
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Zadatak 16.19. Neka su tri Cetvrtine cjelokupnog prostora ispunjene sredstvom kojemu je relativna
magnetska permeabilnost g, =9. Neka je preostala Cetvrtina cjelokupnog prostora ispunjena zrakom.
Neka se u zraku nalazi beskonacno dugi pravocrtni tankoziani vodi¢ na udaljenosti @ = 0,1 m od
grani¢nih poluravnina. Neka tankozi¢anim vodi¢em tece vremenski konstantna elektricna struja jakosti
1. Ako na vodi¢ djeluje sila po jedinici duljine iznosa F' = 0,0049 N/m, izracunajte jakost elektricne
struje /.

= Ho'fy

Slika 16.82. Beskonacno dugi vodic u heterogenom sredstvu
Rjesenje:

Po metodi odslikavanja, ako se rjeSenje trazi u zraku, beskonacno dugi tankoziani vodi¢ u
heterogenom sredstvu nadomjestaju Cetiri beskonacno duga tankozicana vodi¢a u neogranicenom LIH
sredstvu magnetske permeabilnosti jednake magnetskoj permeabilnosti zraka (Slika 16.83).

Prema izrazu (16.64), faktor refleksije opisan je izrazom:

g = Lot —Ho _ #eTL g (16.382)
Moty + oy +1

Y :
kg -1 : .
: F a
2-a . Ho
Ho
) a
k-1 kg1
y_® ®
|l 2.a \I

Slika 16.83. Stvarni vodic i tri odslikana vodic¢a u homogenom
neogranicenom sredstvu

Budu¢i da je faktor refleksije pozitivan, sva tri odslikana vodica privlace stvarni vodi¢. Magnetska
sila po jedinici duljine izmedu dva pravocrtna, beskona¢no duga, medusobno paralelna tankozi¢ana
vodica, koji se nalaze u neograni¢enom LIH sredstvu opisana je izrazom (16.166). U ovom slucaju
magnetska sila po jedinici duljine vodi€a opisana je izrazom:

po I ( V2 kﬁ-QJzﬁ‘ﬂo‘kR‘@JrkR)‘lz

=07 2k o~
2-7-(2-a) RTyT 2

(16.383)
8-7-a
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odakle slijedi da je:

1=\/ 8-7-aF —55,62006983 A

16.384
\/E‘ﬂo‘kR‘(2+kR) ( )

Zadatak 16.20. Beskonacno dugim pravocrtnim bakrenim vodi¢em polumjera 7, =1 cm tec¢e vremenski
konstantna elektri¢na struja jakosti / = 50 A. Pomocu naprezanja izraCunajte silu po jedinici duljine

kojom se privlace dvije uzduzne polovice vodica. Zadatak rijesite integracijom po plohi koja lezi na
razdjelnoj ravnini izmedu dvije polovice vodica.

&

Slika 16.84. Beskonacno dugi pravocrtni bakreni vodic
Rjesenje:

Privla¢na magnetska sila izmedu dviju uzduznih polovica vodica, po jedinici duljine vodica, opisana
je izrazom:

F=§t,-dS

(16.385)
N

gdje se zatvorena integracijska ploha S, unutar koje se nalazi jedan metar polovice vodica, sastoji od
ukupno Sest dijelova (Slika 16.85).

7 S ~
. - N
.~ 6 7% s
.

Se Sy S S; Se

lﬁ4 54

Slika 16.85. Dijelovi zatvorene integracijske plohe S

Integracijske plohe Ss i S5 su bo¢ne plohe (poluravnine) koje zatvaraju jedinicu duljine polovice
vodica. Integrali vektora magnetskog naprezanja po tim plohama se ponisStavaju, tj. sile na njih su
jednake po iznosu i suprotnog su smjera. Jakost magnetskog polja lezi u plohama S4 1 S5 pa je sila na
njih suprotna od pripadne jedini¢ne normale na plohu. Na plohi Ss jakost magnetskog polja iS¢ezava pa
je magnetska sila na tu plohu jednaka nuli. Dakle, integracija vektora magnetskog naprezanja po

zatvorenoj plohi S svodi se na integraciju po plohama Si, S» 1 53, koje leZe u istoj ravnini pa stoga imaju
zajednicku jedini¢nu normalu 7.
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Na plohama S, S> i S3 vektor jakosti magnetskog polja opisan je izrazima:

Hy=- n; Hy= n (16.386)

gdje je r udaljenost tocke promatranja od osi vodica u cilindricnom koordinatnom sustavu.
U magnetostatickom polju, vektor magnetskog naprezanja u LIH sredstvu opisan je izrazom
(16.175), koji na plohama S, Sz 1 S3 poprima oblik:

t

ml:%.[-[l.ﬁ : tmzztm3=%.l—12.ﬁ (16.387)

Slijedi da je, u cilindricnom koordinatnom sustavu, magnetska sila na jedinicu duljine gornje
polovice vodica:

F=ii-2 [ty -dr+ii-2-[ty, - dr (16.388)
0

o

pa, iz izraza (16.386) - (16.388), slijedi da je:

T S I 7 1
Foi tol —4‘Ir2‘d7”+_[d—§ _ G (16.389)
4.7 o o W 3-7°1
Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
_ 5, _ N
F=1061032954-10""-n — (16.390)
m

Zadatak 16.21. Beskonacno dugim pravocrtnim bakrenim vodi¢em polumjera 7, =1 cm tec¢e vremenski
konstantna elektri¢na struja jakosti / = 50 A. Pomocu naprezanja izraCunajte silu po jedinici duljine
kojom se privlace dvije uzduzne polovice vodica. Zadatak rijeSite integracijom po plohi koja se jednim
dijelom poklapa s plastom vodica. Beskona¢no dugi pravocrtni bakreni vodi¢ prikazan je na Slici 16.84.

Rjesenje:

Privla¢na magnetska sila izmedu dviju uzduznih polovica vodica, po jedinici duljine vodica, opisana
je izrazom:

ﬁ=§fm.ds (16.391)
N

gdje se zatvorena integracijska ploha S, unutar koje se nalazi jedan metar polovice vodica, sastoji od
ukupno Cetiri dijela (Slika 16.86).

Integracijske plohe S3 i Ss su boc¢ne plohe (polukrugovi) koje zatvaraju jedinicu duljine polovice
vodica. Integrali vektora magnetskog naprezanja po tim plohama se ponisStavaju, tj. sile na njih su
jednake po iznosu i suprotnog su smjera. Jakost magnetskog polja lezi u plohama S; i S4 pa je sila na
njih suprotna od pripadne jedini¢ne normale na plohu. Dakle, integracija vektora magnetskog naprezanja
po zatvorenoj plohi S svodi se na integraciju po plohama Si1i S5.

Na plohama S; 1S, vektor jakosti magnetskog polja opisan je izrazima:

~ I-r ~ 1 -
H,=- e, ; H,=- -e 16.392
! 2‘72"7"02 M 2 2‘72"7"0 ¢ ( )

gdje je r udaljenost tocke promatranja od osi vodica u cilindricnom koordinatnom sustavu.
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Slika 16.86. Dijelovi zatvorene integracijske plohe S

U magnetostatickom polju, vektor magnetskog naprezanja u LIH sredstvu opisan je izrazom
(16.175), koji na plohama S i S» poprima oblik:

?mlzﬂ‘Hl ‘ﬁlzﬂ‘le‘(_j) (16.393)
2 2
?mzz—%.Hz.ﬁzz_%.[-lz.'e’r:%.[-lzz.(_‘ér) (16.394)

Slijedi da je, u cilindricnom koordinatnom sustavu, magnetska sila na jedinicu duljine gornje
polovice vodica:

Ty T
F=Fia By =252 [ty -dr =t 1y -dop (16.395)
0 0
Iz izraza (16.391) - (16.393), slijedi da je:
2 T 2
P 7)Mol 2 Mol I
F=(G) 2 [rar =2 (- (16.396
=) 4-72rt { 12- 725, i) )

Budu¢i da magnetska sila 132 djeluje u smjeru osi y, dovoljno je integrirati samo y-komponentu
vektora magnetskog naprezanja na plohi S> pa je:

T VA

ﬁ2 =—In 1 Iér ‘d¢=_j‘tm2 T J.(érj].)d(ﬁ (16397)
0 0
odakle slijedi da je:
/2
5o . _ N 2 =
Fy=—jtny -2 _[Sln¢‘d(0—2‘fm2 ‘ro‘(_ J)—ﬂo‘ro‘Hz ‘(_J) (16.398)

0
Iz izraza (16.392) i (16.398), slijedi da je:
- g2 -
B =4l () (16.399)
4-7°-7,

pa je ukupna magnetska sila po jedinici duljine gornje polovice vodica:
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-~ - J2 - J%
Fefi+Fy=tl (G-t (16.400)
Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

F =1,061032954-107%- 7, N (16.401)
m
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17. VREMENSKI PROMJENJIVO ELEKTROMAGNETSKO POLJE

Vremenski promjenjivo elektromagnetsko polje opisano je Maxwellovim diferencijalnim
jednadzbama, iz kojih se lako dobiju Maxwellove integralne jednadzbe. Maxwellove diferencijalne i
integralne jednadzbe u vremenskom podrucju detaljno su opisane u Sestom poglavlju ovog udzbenika,
dok su u sedmom poglavlju opisane Maxwellove diferencijalne i integralne jednadzbe u fazorskom
podrucju. One su, radi cjelovitosti teksta, u ovom poglavlju ponovno navedene.

17.1. Maxwellove diferencijalne jednadZbe u pokretnom sredstvu

U vremenskom podrucju, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu
(pokretnom sustavu) opisane su izrazima (6.31) - (6.34), koji glase:

VXﬁ=ﬂm=L+J+i2 (17.1)
dt
vxE=_98 (17.2)
dt
- dD
V| J +=—=|= 17.3
( dtJ gst ( )
V-B=0 (17.4)

gdje je:
H - vektor jakosti magnetskog polja,

E - vektor jakosti elektri¢nog polja,

D - vektor elektricnog pomaka,

B - vektor magnetske indukcije (vektor gusto¢e magnetskog toka),
juk - vektor ukupne plosne gustoce elektricne struje,

js - vektor plosne gustoce elektricne struje nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora,

J - vektor plosne gustoce provodne elektri¢ne struje,

g« - volumna gustoca provodne i pomacne elektri¢ne struje koju nezavisni izvor ispusta u okolno
vodljivo sredstvo.

U vremenskom podruc¢ju, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom savrsenom dielektriku

(pokretnom sustavu) opisane su izrazima (6.1) - (6.4), koji glase:

vXﬁ=im=L+52 (17.5)
dt
vxE=_98 (17.6)
dt
V-D=p, (17.7)
V-B=0 (17.8)

gdje je p, volumna gustoca naboja nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora.
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U vremenskom podruc¢ju, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom savrsenom dielektriku
su poseban slu¢aj Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi u pokretnom vodljivom sredstvu. U savrSenom
dielektriku vrijedi da je:

J=0 (17.9)
a prema izrazu (6.21) u savrSenom dielektriku vrijedi da je:
dp,
¢ =—— 17.10
8t a1 ( )

gdje je u ovom posebnom slucaju g, volumna gusto¢a pomacne elektri¢ne struje.

Ako se pune derivacije po vremenu izraze pomocu parcijalnih derivacija po vremenu, u vremenskom
podruc¢ju, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu mogu se opisati
izrazima (6.38) — (6.41), koji glase:

wﬁ:JS+J+§.(V.D)+%—Vx(vxD) (17.11)
wE:-aa—f+vX(§xz§) (17.12)

v.(J +v.(v.13)+%}gst (17.13)
V-B=0 (17.14)

gdje je v vektor konstantne relativne brzine pokretnog sustava u odnosu na promatraca.

Ako se pune derivacije po vremenu izraze pomocu parcijalnih derivacija po vremenu, u vremenskom
podrucju, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u pokretnom savrSenom dielektriku mogu se opisati
izrazima (6.9) - (6.12), koji glase:

VXH=JS+pS.§+%—?—vX(§xD) (17.15)
vXE=—Z—f+ vx(5xB) (17.16)
V-D=p, (17.17)

V-B=0 (17.18)

U fazorskom podrucju, iz izraza (17.11) - (17.14), lako se dobiju Maxwellove diferencijalne
jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu, koje glase:

VxH=J, +J+5-(V-D)+ j-0-D-Vx(ixD) (17.19)
VxE=- j-o-B+Vx(ixB) (17.20)

V{J +9(V-D)+j-w-D)=-V-J =g, (17.21)
V-B=0 (17.22)
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gdje je:

E - fazor vektora jakosti magnetskog polja,

E - fazor vektora jakosti elektri¢nog polja,

1_3 - fazor vektora elektricnog pomaka,

B - fazor vektora magnetske indukcije (vektora gustoée magnetskog toka),

z . - fazor vektora ploSne gustoce elektriCne struje nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora,
z - fazor vektora plosne gustoce provodne elektricne struje,

g - fazor volumne gustoce provodne i pomacne elektricne struje koju nezavisni izvor ispusta u
okolno sredstvo,

@ - kruzna frekvencija,

v - vektor konstantne relativne brzine pokretnog sustava u odnosu na promatraca,

j - imaginarna jedinica.

U fazorskom podrucju, iz izraza (17.15) - (17.18), lako se dobiju Maxwellove diferencijalne
jednadzbe u pokretnom savrSenom dielektriku, koje glase:

VxH=J +p, -7+ j-0D-Vx[xD) (17.23)
VxE=- j-o-B+Vx(ixB) (17.24)
V-D=p, (17.25)

V-B=0 (17.26)

gdje je p, fazor volumne gustoce naboja nezavisnog (vanjskog; narinutog) izvora.

17.2. Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em sredstvu

Maxwellove diferencijalne jednadzbe u mirujuéem sredstvu lako se dobiju iz Maxwellovih
diferencijalnih jednadzbi u pokretnom sredstvu tako da se pune derivacije po vremenu zamijene s
parcijalnim derivacijama po vremenu ili pak tako da se uvazi ¢injenica da je u miruju¢em sustavu v = 0.

Iz izraza (17.1) - (17.4), lako se dobije da su u vremenskom podrucju Maxwellove diferencijalne
jednadzbe u miruju¢em vodljivom sredstvu opisane izrazima:

vXﬁ=jm=L+j+%? (17.27)
vxi=_28 (17.28)
ot
- aD
( 6tJ gst ( )
V-B=0 (17.30)

Iz izraza (17.5) - (17.8), lako se dobije da su u vremenskom podrucju Maxwellove diferencijalne
jednadzbe u miruju¢em savrsenom dielektriku opisane izrazima:
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VxH=J, +— (17.31)
ot
vxE=_28 (17.32)
ot
V-D=p, (17.33)
V-B=0 (17.34)

U fazorskom podrudju, iz izraza (17.27) - (17.30) ili pak iz izraza (17.19) - (17.22), lako se dobiju
Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em vodljivom sredstvu, koje glase:

VxH=J +J+j-w-D (17.35)
VxE= - j-w-B (17.36)
V-{J +j-0 D)=z, (17.37)
V-B=0 (17.38)

U fazorskom podrucju, iz izraza (17.31) - (17.34) ili pak iz izraza (17.23) - (17.26), lako se dobiju
Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em savrSenom LIH dielektriku, koje glase:

VxH=J +j ®-D (17.39)
VxE= - j-w-B (17.40)
V-D=p, (17.41)
V-B=0 (17.42)

17.3. Maxwellove integralne jednadZbe u pokretnom sredstvu

U vremenskom podrucju, Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom vodljivom sredstvu
(pokretnom sustavu) opisane su izrazima (6.90) - (6.93), koji glase:

iﬁ.diz i(iﬁjw.(v.[)ﬁ%}ﬁ —;f;(vx[)).di (17.43)
e=;§;1§.d"=—£aa—ljd§ +;§;(vxz§).di=—i—q; (17.44)
aﬂj +v.(v.[))+%}d§= lgst.dy (1745)
§B-dS=0 (17.46)

o
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gdje je e elektromotorna sila (EMS) inducirana u zatvorenoj konturi K, dok je @ magnetski tok koji
prolazi kroz plohu S. Ploha Si zatvorena krivulja K opisane su Slikom 1.4, dok su volumen Vi zatvorena
ploha 0V opisani Slikom 1.3.

U vremenskom podrucju, Maxwellove integralne jednadzbe u pokretnom savrsenom dielektriku
(pokretnom sustavu) opisane su izrazima (6.82) - (6.85), koji glase:

§a a7 = ![i Fp, T+ %—?J.dﬁ —i(vxﬁ).di (17.47)
e=§E- i:—j . B4 +§(vxz§).di=—ii—qf (17.48)
K K
§D-dS= [p,-dv =g, (17.49)
oV vV
§z§-d§= 0 (17.50)
ov

gdje je g, koli¢ina naboja nezavisnih izvora unutar volumena V* (Slika 1.3).

U fazorskom podrucju, iz izraza (17.43) - (7.46), lako se dobiju Maxwellove integralne jednadzbe u
pokretnom vodljivom sredstvu, koje glase:

§i-a7 = [J,+J+v-(v-D)+ j-o-D)-dS — §(5xD)a7 (17.51)
N K
§E-di=—j-o-[B-dS +§(FxB)d7 (17.52)
N K

§(0 +5-(v-D)+ j-0-D)-dS= [gy-av (17.53)

oV V
§E-d§= 0 (17.54)

oV

U fazorskom podrucju, iz izraza (17.47) - (17.50), lako se dobiju Maxwellove integralne jednadzbe
u pokretnom savrSenom dielektriku, koje glase:

§a-a7= [, +p, v+ j-w-D)dS ~ §(7xD)-d7 (17.55)
K S K
§E-di=—j-o-[B-dS +§(FxB)d7 (17.56)
K S K
§D-dS= [p,-av =0, (17.57)
oV V
§E-d§= 0 (17.58)
ov

gdje je QS fazor naboja nezavisnog izvora unutar volumena J (Slika 1.3).
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17.4. Maxwellove integralne jednadzbe u mirujuéem sredstvu

Maxwellove integralne jednadzbe u mirujué¢em sredstvu lako se dobiju iz Maxwellovih integralnih
jednadzbi u pokretnom sredstvu tako da se pune derivacije po vremenu zamijene s parcijalnim
derivacijama po vremenu ili pak tako da se uvazi ¢injenica da je u miruju¢em sustavu v = 0.

Iz izraza (17.43) - (17.46), lako se dobije da su u vremenskom podru¢ju Maxwellove integralne
jednadzbe u miruju¢em vodljivom sredstvu opisane izrazima:

§H-dr = j[i +J+6—DJ.d§ =iy + i +ipom (17.59)
ot
K N
§i-ar=-[2.a5--22 (17.60)
L 3 ot ot
§ R [gq-dv =iy (17.61)
oV at V
§z§-d§= 0 (17.62)
ov

gdje je:
i - jakost elektri¢ne struje nezavisnog izvora koja prolazi kroz plohu § (Slika 1.4); opisana je
izrazom (6.76),
ipr -Jjakost provodne elektri¢ne struje koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),
ipom - jakost pomacne elektri¢ne struje koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4); opisana je izrazom
(6.77),
iy, - jakost provodne i pomacne elektricne struje koju nezavisni izvor ispusta u okolno sredstvo.

Iz izraza (17.47) - (17.50), lako se dobije da su u vremenskom podru¢ju Maxwellove integralne
jednadzbe u mirujuéem savrsenom dielektriku opisane izrazom:

§H-dr =[J;-dS+ ja—D.dE =i+ lpom (17.63)
K N S ot
e=§E-di= —ja—.d"=—a—qj (17.64)
L 3 ot ot
§D-dS= [p,-dv =g, (17.65)
oV V
§B-dS=0 (17.66)

ov

U fazorskom podrudju, iz izraza (17.59) - (17.62) ili pak iz izraza (17.51) - (17.54), lako se dobiju
Maxwellove integralne jednadzbe u miruju¢em vodljivom sredstvu, koje glase:

§H-d7 = [J,-dS+[J-dS+ j-o-[D-dS=I +1Ip+T,m (17.67)
K N N N
§E-d7 =—j-o-[B-dS=-j-0-® (17.68)
K N
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§J +j-0-D)dS= [gy-dv=1I, (17.69)
oV V

@-dﬁ: 0 (17.70)
ov
gdje je:
I ¢ - fazor elektriCne struje nezavisnog izvora koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),

I_pr - fazor provodne elektri¢ne struje koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),

I_pOm - fazor pomacne elektri¢ne struje koja prolazi kroz plohu S (Slika 1.4),

I, - fazor provodne i pomacne elektri¢ne struje koju nezavisni izvor ispusta u okolno sredstvo.

U fazorskom podrucju, iz izraza (17.63) - (17.66) ili pak iz izraza (17.55) - (17.58), lako se dobiju
Maxwellove integralne jednadzbe u miruju¢em savrSenom dielektriku, koje glase:

§H-drf = [J,-dS+j-w-[D-dS =1, +Iom (17.71)
K N N
§E-d7 =—j - [B-dS=-j-0-® (17.72)
K N
§D-dS= [p,-av =0, (17.73)
ov V
@-dﬁ: 0 (17.74)
ov

17.5. Sastavnice jakosti elektri¢nog polja i napon izmedu dviju to¢aka

U pokretnom koordinatnom sustavu koji se giba relativnom brzinom v u odnosu na magnetsko polje,
(ukupna) jakost elektricnog polja moZe se opisati izrazom:

. dA 04 >
E=-Vp——=-Vp—— + vxB 17.75
v v (17.75)
dok je magnetska indukcija opisana izrazom:
B=VxA (17.76)

gdje je ¢ skalamni elektri¢ni potencijal, a A vektorski magnetski potencijal.
Ukupna jakost elektri¢nog polja moze se izraziti kao zbroj staticke i inducirane jakosti elektri¢nog
polja:
E=Eg, +Ey4 (17.77)
Dakle, vremenski promjenjivo elektricno polje ima dvije sastavnice:
e staticko elektricno polje koje je bezvrtlozno (konzervativno), a stvaraju ga naboji u savrSenom
dielektriku i vremenski konstantne elektri¢ne struje u vodljivom sredstvu,
o inducirano elektricno polje koje je vrtlozno i uzrokuje ga vremenski promjenjivo magnetsko
polje.
Staticko elektricno polje stvaraju naboji u mirovanju ili jednolikom gibanju. Elektrostati¢ko polje

stvaraju naboji u mirovanju, a stacionarno strujno polje naboji u jednolikom gibanju (vremenski
konstantne elektri¢ne struje).
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Vremenski konstantne elektri¢ne struje stvaraju i magnetostaticko polje. Vremenski promjenjive
elektricne struje (naboji u nejednolikom gibanju) stvaraju vremenski promjenjivo elektri¢no polje i
vremenski promjenjivo magnetsko polje, odnosno vremenski promjenjivo elektromagnetsko polje.

Staticka jakost elektri¢nog polja opisana je izrazom:
Egu=—Vo (17.78)

dok je u pokretnom koordinatnom sustavu inducirana jakost elektricnog polja opisana izrazom:

= A Y .
Eing == %2 - % + VXB= Epg g+ Eingir (17.79)
gdje je:
= 04
Engw = — o (17.80)

inducirana jakost elektri¢nog polja uslijed transformacije, odnosno vremenske promjene vektorskog
magnetskog potencijala pa time i magnetske indukcije, dok je:

Eigi= VXB (17.81)

1
inducirana jakost elektri¢nog polja uslijed relativnog kretanja magnetskog polja u odnosu na koordinatni
sustav.

U slucaju elektrostatickog polja i stacionarnog strujnog polja, inducirana jakost elektricnog polja
jednaka je nuli pa je:

E=Ey, =-Vo (17.82)

odakle slijedi da su elektrostaticko polje i stacionarno strujno polje konzervativna polja jer je napon
izmedu tocaka 4 i B opisan izrazom:

B B
Uy =p— @y = [E-dl = [Eg-drl (17.83)
4 4
Sto znaci da je napon izmedu dvije toCke jednak razlici skalarnih elektri¢nih potencijala tih tocaka,
odnosno ne ovisi o putu integracije (integracijskoj krivulji).
U vremenski promjenjivom elektromagnetskom polju napon izmedu dviju tocaka jednak je
krivuljnom integralu ukupne jakosti elektri¢nog polja:

Uy =tNy= [E-dl = [Egy-di' + [Epq-dl = 9, =, + ey, (17.84)
K. K. K.

1 1 1

gdje je K, razmatrana proizvoljna i-ta integracijska krivulja (Slika 17.1).

—_"

Slika 17.1. Proizvoljno odabrane integracijske krivulje izmedu tocaka A i B

U vremenski promjenjivom elektromagnetskom polju napon i inducirana EMS izmedu dviju tocaka
ovise o putu integracije, dok je razlika skalarnih elektri¢nih potencijala neovisna o putu integracije:
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J.Estat'df = Estat'dZZ(DA_(DB ; VK (17.85)
K;

N — Oy

Dakle, o putu integracije ovisi i inducirana EMS:

e =Chb = .[Eind'd[: J.Eindftr'd[ + J.Eindfkr'dizeABftr-i— €\p—kr (17.86)
K K K;

1 1 1

Inducirana EMS transformacije opisana je izrazom:

- - 4 -
EaB—tr — J.Eindftr dl = - J% ar (1787)
K; ik O
dok je EMS inducirana uslijed kretanja opisana izrazom:
Crsic = | Eindie A7 = J(Tz XE)' dr (17.88)
K; K;
Dakle, vrijedi da je:
Uy, # eL # Oy — Py (17.89)

Za zatvorenu konturu (integracijsku krivulju) koja se nalazi u vremenski promjenjivom
elektromagnetskom polju (Slika 17.2) vrijedi da je:

=ty = §E-d7" = §Egy-dl + §Epq-d7 =0, —¢, +e=§Ep-di (17.90)
K; K; K, T K;
A
K

n

Slika 17.2. Proizvoljno odabrane zatvorene integracijske krivulje

Prema izrazu (17.48), za zatvorenu konturu K vrijedi Faradayev zakon elektromagnetske indukcije:

- - - b4 (/]
u=e=§E-d/=§Emd-d/=—d—=—d— ;D Y=o (17.91)
¥ ¥ dt dt
gdje je @ magnetski tok koji prolazi kroz zatvorenu konturu K, uz uvazavanje pravila desne ruke, dok
je ¥ ulanceni magnetski tok.
Nadalje, prema izrazu (17.48), za zatvorenu konturu u vremenski promjenjivom elektromagnetskom

polju vrijedi sljedeci izraz:

307



e=§E d”:ﬁmd-di:—”@-aﬁ + §[xB)-ar (17.92)
K K S ot K
Cir Cr
odakle, sukladno izrazu (17.79), slijedi da je:
e= th-di:thmd-di:—tf@-di +§FxB)ar (17.93)
K K K ot K

U opéem slucaju, u zatvorenoj konturi koja se nalazi u vremenski promjenjivom elektromagnetskom
polju inducira se EMS transformacije i EMS kretanja i/ili deformacije. U slucaju zatvorene konture
moze se govoriti i 0 induciranom naponu jer je napon duz zatvorene konture jednak induciranoj EMS.
To je u skladu s drugim Kirchhoffovim zakonom.

Ako se u vremenski promjenjivim strujnim krugovima zanemari Faradayev zakon elektromagnetske
indukcije, onda su naponi jednaki razlici potencijala. Izabere se referentni ¢vor u kojem je potencijal
jednak nuli, a potencijali ¢vorova (naponi ¢vorova u odnosu na referentni ¢vor) ne ovise o putu kojim
se dode iz jednog ¢vora u drugi.

Napon koji mjeri voltmetar izmedu dviju toCaka izmjenicne elektricne mreZze ovisi i o nacinu
prikljucka voltmetra, tj. napon ovisi o0 EMS induciranoj u konturi koju zatvaraju voltmetar sa svojim
priklju¢nicama i elektri¢na mreza.

17.6. Lorenzovi potencijali u mirujuéem LIH sredstvu

Vektorski magnetski potencijal A i skalarni elektriéni potencijal ¢ u miruju¢em LIH sredstvu
definirani su izrazima:

B=VxA (17.94)

E=-Vp-—— (17.95)

Kao veza izmedu elektromagnetskih potencijala u vodljivom LIH sredstvu najcesce se koristi
Lorenzov bazdarski uvjet:

VA + y-g-(z—f+ H-x-p=0 (17.96)

koji u slucaju savrSenog dielektrika poprima novi oblik:
V-4 +,u-g-%=0 (17.97)

Ako elektromagnetske potencijale povezuje Lorenzov bazdarski uvjet, oni se nazivaju Lorenzovim
potencijalima.
Prva i treca Maxwellova diferencijalna jednadzba u miruju¢em savrSenom LIH dielektriku opisane
su izrazima (9.10) 1 (9.11), koji glase:
- - OE

VxB:,u-JS+,u-g-E (17.98)

V-E=Fs (17.99)
&

Ako se izrazi (17.94) 1 (17.95) uvrste u Maxwellove diferencijalne jednadzbe (17.98) i (17.99) koje
vrijede za mirujuéi savrSeni LIH dielektrik, dobiju se izrazi (9.15) i (9.16), koji glase:
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- 0%4 - op -
Ad—p-s- -V |VAd+pu-s--= |=—pu-J, 17.100
Hoe s [ U GtJ U ( )
pp+ (v d)=-2s (17.101)
ot £

Na temelju izraza (17.100) lako je zakljuciti zasto se u miruju¢em savrSenom LIH dielektriku kao
veza izmedu elektromagnetskih potencijala najcesce koristi bas Lorenzov bazdarski uvjet (17.97). Osim
Lorenzovog bazdarskog uvjeta, ponekad se kosistiti i Coulombov bazdarski uvjet:

V-A4=0 (17.102)

Ako se Lorenzov bazdarski uvjet (17.97) uvrsti u diferencijalne jednadzbe (17.100)1(17.101), dobije
se sljede¢i sustav nehomogenih neprigusenih valnih jednadzbi Lorenzovih potencijala u miruju¢em
savrSenom LIH dielektriku:

5=

AA—,u-g-(szz—y J (17.103)
o __p

A(p—,u-g-yz—?s (17.104)

gdje su js 1 p, gustoe nezavisnih izvora elektromagnetskog polja, koje zadovoljavaju jednadzbu
kontinuiteta (6.30).

Prema izrazima (6.50) i (6.52), prva i treca Maxwellova diferencijalna jednadzba u miruju¢em
vodljivom LIH sredstvu opisane su izrazima:

Vxé:y-js+,u~ic-l7]+,u-g-2—f (17.105)
(mg%J(v.E): 2y (17.106)

Ako se izrazi (17.94) i (17.95) uvrste u Maxwellove diferencijalne jednadzbe (17.105) i (17.106)
koje vrijede za mirujuée vodljivo LIH sredstvo, dobiju se izrazi (6.27) i (6.28), koji glase:

- 0%4 04 - op -
AA—p-e———px—-V|\V-d+pu-e-——+u-@l=—u-J 17.107
poe o TR ( pog (0} u-J ( )
d d (. ~
+e-— ||Ap + —\V-4)| =— 17.108
(K € GtJ( @ 6t( )J st ( )

Ako se Lorenzov bazdarski uvjet (17.96) uvrsti u diferencijalne jednadzbe (17.107)1(17.108), dobije
se sljedec¢i sustav nehomogenih prigu$enih diferencijalnih jednadzbi potencijala u miruju¢em vodljivom
LIH sredstvu:

- %4 oA -
AA—- e — UK — = —Uu-J 17.109
i peJg ( )
0 ﬁzgo op
( GtJ[ 2y o H GtJ 8t ( )
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koje u miruju¢em vodljivom LIH sredstvu bez izvora postaju homogene prigusene valne jednadzbe
Lorenzovih potencijala:

24, od

AAd— 16—y« =0 17.111

Hre e~ ( )

Ap — Iu.g.az_(/)_ ,u-l(-a—(/) =0 (17.112)
or? ot ’

U fazorskom podrucju, nehomogene neprigusene valne jednadzbe Lorenzovih potencijala u
miruju¢em savrSenom LIH dielektriku (17.103) i (17.104) postaju Helmholtzove nehomogene
diferencijalne jednadzbe (9.20) i (9.21), koje glase:

A -7 Ad=-pJ, (17.113)
Ap -7 =-2 (17.114)
&
gdje je:
Pr=—kP=—0? p-e ; k=oJus ; y=jk (17.115)

Realna konstanta & jest valni broj, a kompleksna konstanta ¥ je valna konstanta.

U fazorskom podrucju, nehomogene prigusene diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala u
miruyju¢em vodljivom LIH sredstvu (17.109) i (17.110) postaju Helmholtzove nehomogene
diferencijalne jednadzbe (9.36) i (9.37), koje glase:

Ad - 724 =-uJ (17.116)
- 52 . gst
Ap —y7p = ——F— (17.117)
Kt+j-w-¢
gdje je:
Vi=—ki=jo-u(xk+j o) ; F=jk (17.118)

Iz izraza (17.115) i izraza (17.116) slijedi da je u slucaju savrSenog dielektrika valni broj realna
konstanta, dok je u slucaju vodljivog sredstva valni broj kompleksna konstanta.

Valna se konstanta sredstva moze izraziti na sljedec¢i nacin:
y=a + j-p (17.119)

gdje je a prigusna konstanta, dok je § fazna konstanta.
Lako se moze pokazati da su konstante vodljivog LIH sredstva:

K |o-u |- u
a=—-— ; =N, |—— 17.120
N 2 p 2 ( )

Nz\/co.g+ (@-&f +x* (17.121)

gdje je:

dok su konstante savrSenog LIH dielektrika (/( = 0) opisane izrazima:

a=0 ; f=k=w-\Ju-¢ (17.122)

Dakle, valni broj savrSenog LIH dielektrika jednak je faznoj konstanti savrSenog LIH dielektrika.
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Vazno je jos jednom istaknuti da su jednadzbe koje vrijede za savrSeni LIH dielektrik poseban slucaj
jednadzbi koje vrijede za vodljivo LIH sredstvo. Sukladno tome, Helmholtzova diferencijalna jednadzba
(17.114) koja vrijedi za savrSeni LIH dielektrik jest poseban slucaj Helmholtzove diferencijalne
jednadzbe (17.117) koja vrijedi za vodljivo LIH sredstvo, uz supstitucije:

k=0 ; Zy=j @ py (17.123)

Sto slijedi iz izraza (6.30).

17.7. Darwinovo elektromagnetsko polje u savrSenom dielektriku

Hibridno ili Darwinovo elektromagnetsko polje u miruju¢em savrSenom LIH dielektriku dobije se iz
potpunog sustava Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi, uz djelomicno zanemarenje pomacnih
elektri¢nih struja:

E, 4
g O o o 04 (17.124)
ot or?

pa, uz uvedeno zanemarenje, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u savrSenom LIH dielektriku glase:

wﬁ:isw.% (17.125)
vXE*:—y.aa—Ij (17.126)
V. E=Ps (17.127)

&
V-H=0 (17.128)

Neprigusene valne jednadzbe Lorenzovih potencijala u mirujuéem savrSenom LIH dielektriku
(17.103) 1 (17.104), uz uvedeno zanemarenje, glase:

Ad=—p-J, (17.129)
2
Agp—y.g.a—f:—& (17.130)
Ot &

Sto znaci da je vektorski magnetski potencijal opisan Poissonovom diferencijalnom jednadzbom, dok je
skalarni elektri¢ni potencijal opisan neprigusenom valnom jednadzbom.

Budu¢i da oba Lorenzova potencijala nisu opisana Poissonovom diferencijalnom jednadzbom,
Darwinova aproksimacija elektromagnetskog polja u mirujuéem savrSenom LIH dielektriku nije
kvazistaticka. Nju nema smisla koristiti u slu¢aju mirujuceg vodljivog LIH sredstva jer nijedan
potencijal nije opisan Poissonovom diferencijalnom jednadzbom.

U fazorskom podrucju, nehomogene diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala u miruju¢em
savrSenom LIH dielektriku (17.129) 1 (17.130) poprimaju sljedeci oblik:

AAd = —p-J, (17.131)

Ag —7%p = - % (17.132)

gdje je valna konstanta y opisana izrazima (17.119)1 (17.122).
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17.8. Magnetodinamicko elektromagnetsko polje u vodljivom sredstvu

Magnetodinamicko elektromagnetsko polje moze se dobiti iz potpunog sustava Maxwellovih
diferencijalnih jednadzbi u mirujuéem vodljivom sredstvu uz potpuno zanemarenje pomacnih elektri¢nih
struja:

oD _,

== 17.133
P ( )
Sto je uobicajena aproksimacija elektromagnetskog polja u dobrim vodi¢ima jer je:
J>> ab (17.134)
ot

odnosno plosna gusto¢a pomacne elektriCne struje zanemariva je u odnosu na plosnu gusto¢u provodne
elektri¢ne struje.

Za sinusoidalno elektromagnetsko polje kruzne frekvencije w, uvjet (17.134) glasi:

K> @& (17.135)

Uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u mirujuéem
vodljivom LIH sredstvu opisane su izrazima (6.68) - (6.71), koji glase:

VxH=J, +x-E (17.136)
. H
VXE = —,u.a— (17.137)
ot
V.E =5 (17.138)
K
V-H=0 (17.139)

a ovi se izrazi mogu lako dobiti i izizraza (17.27) - (17.30) ako se u njih uvrsti uvjet (17.133) i jednadzbe
grade (3.11).

Uz uvedeno zanemarenje, odnosno za ¢ =0,diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala
(17.109) 1 (17.110) poprimaju novi oblik:

AZ—y-K-a—A = — pu-J, (17.140)
ot

Ap — poxc 0P - 8s (17.141)
ot K

dok, prema izrazu (17.96), Lorenzov bazdarski uvjet, uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, glasi:

VAd+ puxgp=0 (17.142)

Diferencijalne jednadzbe (17.140) 1 (17.141) su nehomogene difuzijske jednadzbe.
Elektromagnetsko polje u neogranicenom prostoru, opisano ovim jednadzbama, nije kvazistaticko. U
dobrim vodi¢ima, ako je ispunjen uvjet (17.133), rjeSenja difuzijskih jednadzbi (17.140) i (17.141)
odli¢no numericki aproksimiraju rjeSenja diferencijalnih jednadzbi Lorenzovih potencijala (17.109) i
(17.110). Stoga je ovakvo elektromagnetsko polje prikladno zvati magnetodinamickim
elektromagnetskim poljem [14]. Ovakva aproksimacija elektromagnetskog polja u vremenskom
podrucju je uobicCajena i opravdana u slucaju dobrih LIH vodi¢a jer se diferencijalne jednadzbe
Lorenzovih potencijala (17.109) i (17.110) znacajno pojednostavne.
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U fazorskom podrucju, nehomogene difuzijske diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala u
miruyju¢em vodljivom LIH sredstvu (17.140) i (17.141) postaju Helmholtzove nehomogene
diferencijalne jednadzbe (9.39) i (9.40), koje glase:

Ad -y Ad=-uJ, (17.143)
A9 - 729 = —% (17.144)
gdje je:
PVe=-kl=jo-ux ; y=jk (17.145)
odakle slijedi da je:
7=a+ j-p=(1+j)a ; a=p= “";"K (17.146)

Ako je elektromagnetsko polje u dobrim LIH vodi¢ima sinusoidalno, onda je i dinamicko
sinusoidalno elektromagnetsko polje i magnetodinamicko sinusoidalno elektromagnetsko polje opisano
Helmholtzovim nehomogenim diferencijalnim jednadZbama Lorenzovih potencijala. Stoga u slucaju
sinusoidalnog elektromagnetskog polja u dobrim LIH vodi¢ima zanemarenje pomacnih elektricnih
struja nije od velike koristi iako se njihovim zanemarenjem ne €ini zamjetna numericka greska.
Medutim, to zanemarenje itekako ima smisla u vremenskom podrucju.

17.9. Kvazistaticko elektromagnetsko polje

Neka su kvazistaticki ili kvazistacionarni elektromagnetski problemi dinamicki problemi koji se
mogu rjeSavati kao staticki, a da se pritom ne ¢ini velika numericka greska. Neka su kod njih u
neogranicenom LIH sredstvu potencijali opisani Poissonovim diferencijalnim jednadzbama:

Ad=—p-J, (17.147)
Ap=-P5 ili Ap=-5s (17.148)
& K

Ove Poissonove diferencijalne jednadzbe formalno imaju isti oblik kao i u slucaju statickih polja.
Medutim, potencijali, ploSna gustota elektri€ne struje, volumna gustoca elektricnog naboja p; 1
volumna gustoc¢a elektri¢ne struje nezavisnog izvora g ovise 0 vremenu.

Partikularna rjeSenja Poissonovih diferencijalnih jednadzbi kvazistatickog elektromagnetskog polja su:

o M SedV

= (17.149)
4.7 v
o= —1 -jpS'dV TP -jgst'dV (17.150)
4-7-¢ r 4-1-x r
4 4
Vrijedi da je:
gy =—V°*-J, (17.151)
gdje izraz:
A -j+a -k (17.152)




opisuje Hamiltonov diferencijalni vektorski operator po koordinatama tocke u kojoj se nalazi izvor, a
koordinate tocke izvora u pravokutnom koordinatnom sustavu su (xs, Vs, zs).

Logicno je da i partikularna rjeSenja Poissonovih diferencijalnih jednadzbi formalno imaju isti oblik
kao i u slucaju statickih polja. To znaci da se, uz uvedena zanemarenja, promjene polja pojavljuju istog
trenutka u svim tockama prostora.

Za sinusoidalno elektromagnetsko polje kruzne frekvencije w, u ogranicenom LIH podrudju,
elektromagnetsko polje se moze razmatrati kao kvazistaticko (sporo promjenjivo) elektromagnetsko
polje ako je ispunjen uvjet:

LR <<1 (17.153)

gdje je f fazna konstanta sredstva, dok je Rmax najveca udaljenost izmedu dviju to¢aka u podrucju
proracuna.

Za sinusoidalno elektromagnetsko polje kruzne frekvencije @ u savrSenom LIH dielektriku uvjet
kvazistati¢nosti glasi:

R << i =

1
B oJue

gdje je S fazna konstanta savrSenog LIH dielektrika, koja je opisana izrazom (17.122).

(17.154)

Za sinusoidalno elektromagnetsko polje kruzne frekvencije w u vodljivom LIH sredstvu uvjet
kvazistati¢nosti glasi:

(17.155)

1 2 1
Rmax<<_: -
N \/w-€+\l(a)-3)2+1c2

gdje je S fazna konstanta vodljivog LIH sredstva, koja je opisana izrazima (17.120) 1 (17.121).

U dobrim vodi¢ima mogu se zanemariti pomacne elektri¢ne struje, odnosno moze se uzeti da je
=0, pa za sinusoidalno elektromagnetsko polje kruzne frekvencije @ u dobrom LIH vodic¢u uvjet
kvazistati¢nosti glasi:

1 2
Rmax <K==

g No-upx

(17.156)

gdje je S fazna konstanta dobrog LIH vodica, koja je opisana izrazima (17.146).

Za sinusoidalno elektromagnetsko polje frekvencije 50 Hz, u ogranicenom podrudju,
elektromagnetsko polje se moze razmatrati kao kvazistaticko elektromagnetsko polje ako je najveca
udaljenost izmedu dviju to¢aka u podruc¢ju proracuna Ruyax:

e za zrak: Rmax << 954,3 km (obi¢no se kao granica uzima 100 km),
e za morsku vodu (, =1, &, =80,k =5S/m): Rmnax<<31,83 m,

e zabakar (1, =1,&, =1,k =59,6 MS/m): Runax << 9,22 mm,

e Celik (u, =100, ¢, =1, kK =6,99 MS/m): Rnax << 2,69 mm.

17.10. Magnetokvazistaticko elektromagnetsko polje u savr§enom dielektriku

Magnetokvazistaticko elektromagnetsko polje moze se dobiti iz potpunog sustava Maxwellovih
diferencijalnih jednadzbi u mirujucem savrsenom dielektriku uz potpuno zanemarenje pomacnih
elektri¢nih struja:

oD
—=0 (17.157)
ot
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Uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u mirujuéem
savrSenom LIH dielektriku glase:

VxH=J, (17.158)
_ H
VxE= —y-a— (17.159)
ot
vV-E=1 (17.160)
&
V-H=0 (17.161)

a ovi se izrazi mogu lako dobiti iz izraza (17.31) - (17.34) ako se u njih uvrsti uvjet (17.157) i jednadzbe
grade (3.11).

Uvedeno zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja ima za posljedicu to da u diferencijalnu jednadzbu
potencijala u savrsenom LIH dielektriku (17.100) treba uvrstiti € =0, pa diferencijalne jednadzbe
potencijala (17.100) i (17.101) poprimaju oblik:

(17.162)

S

AA-V(V-A)=-p-J

A¢+%(V-;l)=—% (17.163)

$to znaci da se Lorenzov bazdarski uvjet (17.97) svodi na Coulombov bazdarski uvjet (17.102). Nakon
uvrstenja Coulombovog bazdarskog uvjeta u diferencijalne jednadzbe potencijala (17.162) i (17.163),
dobiju se dvije Poissonove diferencijalne jednadzbe:

Ad=—p-J, (17.164)
Ap=—PFs (17.165)
&
koje u fazorskom zapisu glase:
AA = —pu-J, (17.166)
Ap = - P (17.167)
&

Dakle, ovo -elektromagnetsko polje je kvazistaticko i ono se, u ovom slucaju, naziva
magnetokvazistatickim elektromagnetskim poljem.

U savrSenom je LIH dielektriku magnetsko polje formalno opisano istim parom Maxwellovih
diferencijalnih jednadzbi kao i magnetostaticko polje:

VxH=J, ; V-H=0 (17.168)
dok je elektri¢no polje ovisno o magnetskom polju i opisano je dodatnim diferencijalnim jednadzbama:

VXEz—lu-a—H . v.E=D (17.169)
ot &
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17.11. Elektrokvazistaticko elektromagnetsko polje u mirujuéem sredstvu

Elektrokvazistaticko elektromagnetsko polje u miruju¢em sredstvu moze se dobiti iz potpunog
sustava Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi uz zanemarenje inducirane komponente jakosti
elektri¢nog polja:

o4

ot

0 =
ot

0 (17.170)

Sto znaci da su elektromagnetski potencijali opisani izrazima:
B=VxA4 :; E=-Vgp (17.171)

Ovo zanemarenje ima za posljedicu da ne vrijedi Faradayev zakon elektromagnetske indukcije.

Uz uvedeno zanemarenje, Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em savrSenom LIH
dielektriku glase:

wﬁ:isw-a—E (17.172)
ot
VxE=0 (17.173)
vV-E=Fs (17.174)
&
V-H=0 (17.175)

a ovi se izrazi mogu lako dobiti iz izraza (17.31) - (17.34) ako se u njih uvrsti uvjet (17.170) i jednadzbe
grade (3.11).

Ako se izrazi (17.171) uvrste u Maxwellove diferencijalne jednadzbe (17.172) i (17.174), uz
uvazavanje izraza (9.14), dobiju se sljedece diferencijalne jednadzbe potencijala:

AA —v(v-z + ,u-g-éa—(f) = —u-J (17.176)
Ap=-Ps (17.177)
&

pa se nakon uvrStenja Lorenzovog bazdarskog uvjeta (17.97) u izraz (17.176) dobiju Poissonove
diferencijalne jednadzbe (17.164) i (17.165), koje su u fazorskom podrucju opisane izrazima (17.166) i
(17.167).

Dakle, uz uvedeno zanemarenje (17.170), elektromagnetsko polje u savrSenom LIH dielektriku je
kvazistaticko i ono se, u ovom slucaju, naziva elektrokvazistatickim elektromagnetskim poljem.

U savrsenom LIH dielektriku za elektrokvazistaticko elektromagnetsko polje vrijedi da je elektri¢no
polje formalno opisano istim parom Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi kao i elektrostaticko polje:

VxE=0 ; V-E=% (17.178)
&

dok je magnetsko polje ovisno o elektricnom polju i opisano je diferencijalnim jednadzbama:

wﬁ:isw-aa—f . V-H=0 (17.179)

Uz uvedeno zanemarenje (17.170), Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢em vodljivom
LIH sredstvu glase:
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VxH=J +K-E+g-a—E (17.180)

S

ot
VxE=0 (17.181)
(mg-%J(v-E): 2y (17.182)
V-H=0 (17.183)

a ovi se izrazi mogu lako dobiti iz izraza (17.27) - (17.30) ako se u njih uvrsti uvjet (17.168) i jednadzbe
grade (3.11).

Ako se izrazi (17.171) uvrste u Maxwellove diferencijalne jednadzbe (17.180) i (17.182), uz
uvazavanje izraza (9.14), dobiju se sljedece diferencijalne jednadzbe potencijala:

AA —v(v-é + ,u-g-aa—(to+,u-/c-(0) = —u-J (17.184)

(K+g-%JA(0=—gst (17.185)

pa se nakon uvrStenja Lorenzovog bazdarskog uvjeta (17.96) u izraz (17.184) dobiju sljedece
diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala:

AAd =—-pu-Jg (17.186)

0
K+e—|Ap=—ggy (17.187)

ot

koje u fazorskom podrucju glase:
AA = —pu-J, (17.188)
Ap = - — S5t (17.189)
K+j-w-¢

a to su Poissonove diferencijalne jednadzbe.

Dakle, uz uvedeno zanemarenje (17.170), elektromagnetsko polje u vodljivom LIH sredstvu je
kvazistaticko i ono se, i u ovom slucaju, naziva elektrokvazistatickim elektromagnetskim poljem.

U vodljivom LIH sredstvu za elektrokvazistaticko elektromagnetsko polje vrijedi da je elektri¢no
polje neovisno o magnetskom polju i opisano je sljede¢im parom Maxwellovih jednadZzbi:

VxE=0 ; (K+8-%J(V-E')=gst (17.190)

dok je magnetsko polje ovisno o elektricnom polju i opisano je Maxwellovim diferencijalnim
jednadzbama:

E
VxH=J +K-E+€-a— ; V-H=0 (17.191)
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17.12. Potpunokvazistati¢ko elektromagnetsko polje u mirujucem sredstvu

Potpunokvazistaticko elektromagnetsko polje u mirujuéem sredstvu moze se dobiti iz potpunog
sustava Maxwellovih diferencijalnih jednadZbi uz istovremeno zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja
i inducirane komponente jakosti elektricnog polja:

ob_, . 9B_,

—==0; —= 17.192
ot ot ( )
Sto znaci da su elektromagnetski potencijali opisani izrazima:
B=VxA4 :; E=-Vgp (17.193)

To znaci da se u Maxwellove jednadzbe elektrokvazistatickog polja uvodi jos§ jedno zanemarenje.
Bez dodatne provjere, lako je zakljuciti, da je ovakvo polje u miruju¢em LIH sredstvu kvazistaticko.

Uz uvedena zanemarenja (17.192), Maxwellove diferencijalne jednadZbe u miruju¢em savrSenom
LIH dielektriku glase:

VxH=J, (17.194)

VxE=0 (17.195)

vV-E=Fs (17.196)
&

V-H=0 (17.197)

a ovi se izrazi mogu lako dobiti iz izraza (17.27) - (17.30) ako se u njih uvrste uvjeti (17.192) i jednadzbe
grade (3.11).

Ako se izrazi (17.193) uvrste u Maxwellove diferencijalne jednadzbe (17.194) i (17.196), uz
uvazavanje izraza (9.14), dobiju se sljedece diferencijalne jednadzbe potencijala:

Ad-V(V-d)=-p-J

S

(17.198)
Ap=-Ps (17.199)

pa se nakon uvrstenja Coulombovog bazdarskog uvjeta (17.102) u izraz (17.198) dobiju Poissonove
diferencijalne jednadzbe (17.164) i (17.165), koje su u fazorskom podrucju opisane izrazima (17.166) i
(17.167).

Dakle, uz uvedena zanemarenja (17.192), elektromagnetsko polje u savrSenom LIH dielektriku je
kvazistaticko i ono se, u ovom slucaju, naziva potpunokvazistatickim elektromagnetskim poljem.

U savrsenom LIH dielektriku za potpunokvazistaticko elektromagnetsko polje vrijedi da su
elektri¢no polje i magnetsko polje neovisna polja. Elektri¢no je polje formalno opisano istim parom
Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi kao i elektrostaticko polje:

VxE=0 ; V- E=5 (17.200)
&

dok je magnetsko polje formalno opisano istim parom Maxwellovih jednadzbi kao i magnetostaticko
polje:
VxH=J, ; V-H=0 (17.201)
Uz uvedena zanemarenja (17.192), Maxwellove diferencijalne jednadzbe u miruju¢éem vodljivom
LIH sredstvu glase:

VxH=J +x-E (17.202)
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VxE=0 (17.203)

V. E =S (17.204)
K
V-H=0 (17.205)

a ovi se izrazi mogu lako dobiti iz izraza (17.27) - (17.30) ako se u njih uvrste uvjeti (17.192) i jednadzbe
grade (3.11).

Ako se izrazi (17.193) uvrste u Maxwellove diferencijalne jednadzbe (17.202) i (17.204), uz
uvazavanje izraza (9.14), dobiju se sljedece diferencijalne jednadzbe potencijala:

Ad-VV-A+uxp)=—uJ, (17.206)
Ap=-5st (17.207)
K

pa se nakon uvrstenja Lorenzovog bazdarskog uvjeta (17.142) u izraz (17.206) dobiju Poissonove
diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala:

AAd = —p-J, (17.208)
Ap=-5st (17.209)
K

U vodljivom LIH sredstvu za potpunokvazistaticko elektromagnetsko polje vrijedi da je elektri¢no
polje neovisno o magnetskom polju i opisano je sljede¢im parom Maxwellovih jednadzbi:

VxE=0 ; V.-E=5s (17.210)
K

dok je magnetsko polje ovisno o elektricnom polju i opisano je diferencijalnim jednadzbama:

VxH=J +x-E ; V-H=0 (17.211)

17.13. Usporedba aproksimacija elektromagnetskih polja

Aproksimacije elektromagnetskog polja u mirujuéem neogranicenom LIH sredstvu, u ovisnosti o
vrsti zanemarenja, prikazane su u Tablici 17.1.

Kvazistaticka elektromagnetska polja aproksimiraju dinamicka elektromagnetska polja. Hibridna ili
Darwinova aproksimacija elektromagnetskog polja jest najbolja od prikazanih aproksimacija
dinamickog elektromagnetskog polja, ali ona nije kvazistaticka aproksimacija u neograni¢enom
sredstvu. Darwinovu aproksimaciju elektromagnetskog polja ima smisla Kkoristiti samo za
elektromagnetska polja u miruju¢em savrsenom dielektriku.

Magnetokvazistaticka aproksimacija dinamickog elektromagnetskog polja u miruju¢em savrSenom
dielektriku utemeljena je na zanemarenju pomacnih elektri¢nih struja. Ovo je relativno dobra
kvazistaticka aproksimacija dinamickog elektromagnetskog polja.

Ako se pomacne elektricne struje zanemare u miruju¢em vodljivom sredstvu, za skalarni elektri¢ni
potencijal i vektorski magnetski potencijal vrijede difuzijske jednadzbe. To je tzv. magnetodinamicko
polje, koje mnogi pogresno nazivaju kvazistatickim poljem. Tim jednadzbama su opisani tzv. problemi
vrtloznih struja (engl. eddy current problems).

Elektrokvazistaticka aproksimacija dinamickog elektromagnetskog polja utemeljena je na
zanemarenju inducirane jakosti elektricnog polja, $to znaci da u tom slucaju ne vrijedi Faradayev zakon
elektromagnetske indukcije. Ovo je relativno gruba aproksimacija dinamickog elektromagnetskog polja,
koja je kvazistaticka i u mirujué¢em vodljivom sredstvu i u miruju¢em savrSenom dielektriku.
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Tablica 17.1. Razvrstavanje polja u ovisnosti o vrsti zanemarenja i vrsti sredstva

Zanemarenje Vrsta sredstva Vrsta polja
agﬂ =0 savrSeni dielektrik Darwinovo
t
oD savrSeni dielektrik magnetokvazistaticko
ot vodljivo sredstvo magnetodinamicko
0B savrSeni dielektrik
—=0 elektrokvazistaticko
ot vodljivo sredstvo
oD OB savrSeni dielektrik
—=0 1 —= potpunokvazistaticko
ot ot vodljivo sredstvo

Potpunokvazistaticka aproksimacija dinamickog elektromagnetskog polja utemeljena je na
zanemarenju pomacnih elektri¢nih struja i inducirane jakosti elektricnog polja, $to znaci da su u tom
sluc¢aju u Maxwellovim diferencijalnim jednadzbama zanemarene sve derivacije po vremenu. To je vrlo
gruba aproksimacija dinamickog elektromagnetskog polja, koja je kvazistaticka i u miruju¢em
vodljivom sredstvu i u miruju¢em savrSenom dielektriku.

17.14. Partikularna rjeSenja Helmholtzovih diferencijalnih jednadzbi

U fazorskom podrucju, u neogranicenom LIH sredstvu, Lorenzovi potencijali su rjeSenja
Helmholtzovih diferencijalnih jednadzbi. Ako se koristi kvazistatiCka aproksimacija dinamickog
elektromagnetskog polja, onda se Helmholtzove nehomogene diferencijalne jednadzbe svode na
Poissonove diferencijalne jednadzbe elektromagnetskih potencijala.

U vodljivom LIH sredstvu, Helmholtzove nehomogene diferencijalne jednadzbe Lorenzovih
potencijala opisane su izrazima (17.116) 1 (17.117), koji glase:

Ad -7 A=-pJ, (17.212)
- 72 .- gst
Ap — y*p = ——3— (17.213)
K+j @€
a njihova partikularna rjeSenja, koja vrijede za neograniceno sredstvo, su (Slika 17.3):
; Joe T av J ey
-t )= € = A [Es ¢ ¢ (17.214)
4-r 7 r 4.7 7 r
- 1 Igst-e rrLdv
4-7 (K'+j w 5) 7 r
(17.215)
B 1 I_St e ¥ e IPT gy
4-7[-(K+j-a)-6) 7 r

gdje su valna konstanta y, prigusna konstanta « i fazna konstanta § opisane izrazima (17.119) - (17.121).
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Slika 17.3. Volumen u kojem se nalaze izvori polja i tocka promatranja

U dobrim LIH vodi¢ima, uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, dinamicko elektromagnetsko
polje se moze aproksimirati magnetodinamickim elektromagnetskim poljem. Tada su Helmholtzove

nehomogene diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala opisane izrazima (17.143) 1 (17.144), koji
(17.216)

glase:
A4 -y~ ‘
_ &st (17.217)

Ap =779
K
a njihova partikularna rjeSenja su, takoder, opisana izrazima (17.214) i (17.215), dok su valna konstanta

¥, prigu$na konstanta a i fazna konstanta  opisane izrazima (17.145) i (17.146).
Ako se koristi elektrokvazistaticka aproksimacija elektromagnetskog polja u vodljivom LIH

sredstvu, onda se Helmholtzove nehomogene diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala (17.212)

i (17.213) svode na Poissonove diferencijalne jednadzbe (17.188) 1 (17.189), koje glase:
AAd = —pu-J, (17.218)
Ap = - — 5 (17.219)
K+j-w-¢
a njihova partikularna rjesenja su:
- J,-dv
i=t]= (17.220)
4.7 yor
5 - ! .jgst‘dV (17.221)
4 7Z"(K+] a)g) oo

koja se mogu dobiti iz partikularnih rjesenja (17.214) 1 (17.215) za ¥ =0.
Ako se koristi potpunokvazistaticka aproksimacija elektromagnetskog polja u vodljivom LIH

sredstvu, onda se Helmholtzove nehomogene diferencijalne jednadzbe Lorenzovih potencijala (17.212)

i (17.213) svode na Poissonove diferencijalne jednadzbe:
AAd = —pu-J, (17.222)
Ap =-S5t (17.223)
K
a njihova partikularna rjesenja su:

- J,-dv

i=t]= (17.224)
4.7 yor

= ] s dV (17.225)

4.-7-x oo
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koja se mogu dobiti iz partikularnih rjeSenja (17.214) 1 (17.215) ako se u njih uvrste supstitucije: ¥ =0

U savrSenom LIH dielektriku, Helmholtzove nehomogene diferencijalne jednadzbe Lorenzovih

1¢=0.
potencijala opisane su izrazima (17.113) i (17.114), koji glase
Ad - 72 d=-pJ (17.226)
AG -7 =B (17.227)
£
a njihova partikularna rjeSenja su (Slika 17.3)
- Joe 7T dv J e Py
R ‘J‘—s e __H ‘I_S ¢ (17.228)
4.7 7 r 4.7 7 r
e /T 1 S oo IBT
v _ [ av (17.229)
4.7ee 7 r

"'—1

472'8

gdje su valna konstanta y i fazna konstanta f opisane izrazima (17.119) 1 (17.122)
Ako se koristi elektrokvazistaticka, magnetokvazistaticka ili potpunokvazistaticka aproksimacija
elektromagnetskog polja u savrSenom LIH sredstvu, onda se Helmholtzove nehomogene diferencijalne

jednadzbe Lorenzovih potencijala (17.226) 1 (17.227) svode na Poissonove diferencijalne jednadzbe
(17.230)

A =—p-J

Ap = - % (17.231)
a njihova partikularna rjeSenja su
- J-dv
A=t = (17.232)
4.7 yor

_ 1 ps-dV

- J‘ s (17.233)
4-7m-€ 5,
7=j =0,

koja se mogu dobiti iz partikularnih rjeSenja (17.228) 1 (17.229) za

17.15. Fazna brzina elektromagnetskog vala
Brzina Sirenja sinusoidalnog elektromagnetskog vala, odnosno fazna brzina elektromagnetskog vala

opisana je izrazom:
v= — (17.234)
gdje je w kruzna frekvencija sinusoidalnog elektromagnetskog polja
Iz izraza (17.120), (17.121) i (17.234) slijedi da je fazna brzina sinusoidalnog elektromagnetskog

vala u vodljivom LIH sredstvu opisana izrazom
(17.235)
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pa je u dobrim vodi¢ima, uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, odnosno za ¢ =0, fazna brzina
vala aproksimirana izrazom:

M (17.236)

Sto se moze lako dobiti i iz izraza (17.146) i (17.234).

1z izraza (17.235) 1 (17.236) slijedi da je fazna brzina elektromagnetskog vala u vodljivom LIH
sredstvu ovisna o znacajkama sredstva i o frekvenciji sinusoidalnog elektromagnetskog vala.

Iz izraza (17.122) i (17.234) slijedi da je fazna brzina sinusoidalnog elektromagnetskog vala u
savrSenom LIH dielektriku opisana izrazom:

1

Jue

V= (17.237)
i ovisi samo o znacajkama sredstva.

Dakle, za razliku od vodljivog LIH sredstva, u savrSenom LIH dielektriku sinusoidalni
elektromagnetski valovi svih frekvencija imaju istu brzinu. Za vakuum (zrak) vrijedi da je fazna brzina
elektromagnetskog vala:

=¢=299792458-10% m/s ~ 3-10% m/s (17.238)

Y=

1
\ Hoy &y

gdje je ¢ brzina svjetlosti u vakuumu.

17.16. Fourierova transformacija i inverzna Fourierova transformacija

Elektromagnetski problemi koji su u vremenskom podrucju opisani linearnim parcijalnim
diferencijalnim jednadZzbama mogu se rjeSavati u vremenskom podrucju, ali se sloZeniji problemi
rjeSavaju koriStenjem integralnih transformacija. NajceSc¢e se koristi Fourierova transformacija koja
parcijalne diferencijalne jednadzbe iz vremenskog podrucja transformira u sustav linearnih algebarskih
jednadzbi u frekvencijskom podrucju. Fourierova transformacija, koja funkcije iz vremenskog podrucja
preslikava u frekvencijsko (spektralno) podrucje, opisana je izrazom:

Glw)= [glt)-e /"t (17.239)

gdje je:
g(t) - zadana realna funkcija u vremenskom podrucju,
5((0) - kompleksna funkcija u frekvencijskom podrucju,
t>0 - vrijeme,
@ =2-7-f - kruzna frekvencija.
U opcem slucaju, vrijeme e (— o0, oo), ali je u elektromagnetskom problemima ¢>0pa tada
Fourierova transformacija glasi:

G(w)= jwf(t).e*f'“’" -dt (17.240)
0

Za preslikavanje iz frekvencijskog podrucja u vremensko podrucje koristi se inverzna Fourierova
transformacija, koja je opisana izrazom:

glt)=—- [G(w)-e’“"-dw (17.241)



Iz izraza (17.239), slijedi da je:

5(—a))=(5(a)))* ; e*f"”"=(ef""")* (17.242)

.....

g =

=1 M G(w) ¢ do (17.243)
L el

Sto znaci da se u izratunu moze uzeti da je @ > 0.

Koristenjem diskretne brze Fourierove transformacije (FFT) ili pak kontinuirane numericke
Fourierove transformacije (CNFT) rijesi se integral opisan izrazom (17.240) za skup tzv. uzorkovanih
tocaka u frekvencijskom podrucju. Potom se za svaku od tih uzorkovanih frekvencija rijesi pripadni
sustav linearnih algebarskih jednadzbi u frekvencijskom (fazorskom) podrucju, a nakon toga se velicine
od interesa preslikaju iz frekvencijskog podru¢ja u vremensko podrucje koriStenjem inverzne brze
Fourierove transformacije (IFFT) ili pak inverzne kontinuirane numericke Fourierove transformacije
(ICNFT) te se na taj rijesi integral (17.243). Integral (17.243) treba rijesiti za svaku pojedinu uzorkovanu
tocku u vremenskom podrucju.

Ako se koristi FFT /IFFT numericki algoritam, anda je uzorkovanje u vremenskom podrucju
spregnuto s uzorkovanjem u frekvencijskom podrucju, a uzorkovane tocke u pojedinom podrucju
moraju biti medusobno ekvidistantne. U prakti¢noj primjeni IFFT algoritma, postoje dvije otegotne
okolnosti. Prva otegotna okolnost jest to Sto je podrucje integracije beskona¢no a uzorkovane tocke
moraju biti ekvidistantne, dok je druga otegotna okolnost to §to je podintegralna funkcija vrlo
oscilatorna, osobito na visokim frekvencijama.

Ako se koristi CNFT /ICNFT numericki algoritam, onda su uzorkovanja u vremenskom podrucju
iu frekvencijskom podrucju potpuno neovisna i potpuno proizvoljna. To znacajno poboljSava robusnost
1 tocnost ovog numerickog algoritma, a on ima i neke druge prednosti u odnosu na FFT / IFFT numericki
algoritam.

17.17. Retardirani potencijali u neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku

1z izraza (17.228), (17.229) 1 (17.234) slijedi da su partikularna rjeSenja Helmholtzovih nehomogenih
diferencijalnih jednadzbi Lorenzovih potencijala (17.113) i (17.114) u mirujuéem savrSenom LIH
dielektriku, u fazorskom (frekvencijskom) podrucju, opisana izrazima:

B
~ , - *]
- Jy-e TP av J,- -dv
A== j— (17.244)
4- 7 r 7
. ot
. 1 5 e IBT. 1 5 . v,
= [Pse av _ [Ee ar (17.245)
4-7-€ 3 r 4-7w-€ 3 r

U mirujué¢em savrSenom LIH dielektriku nema guSenja elektromagnetskog polja, fazna konstanta
opisuje negativno zakretanje faze u frekvencijskom podrucju, $to se u vremenskom podruc¢ju manifestira
kao kaSnjenje (retardacija). To opisuje inverzna Fourierova transformacija:

+ oo T

g(t_szL_ [Go)e ™ e do (17.246)
T

Sto znaci da su Lorenzovi potencijali u vremenskom podrucju opisani izrazima:
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js(t—r)‘dV | ps(t—r)-dV
A=t 1| v L = 1| v (17.247)
4-7 3, r 4-7m-¢ 3,

koji su poznati pod imenom: retardirani ili zakasnjeli potencijali.

Retardirani potencijali, opisani izrazima (17.247), partikularna su rjeSenja Helmholtzovih
nehomogenih diferencijalnih jednadzbi Lorenzovih potencijala (17.113) i (17.114) u savrSenom LIH
dielektriku, u vremenskom podrucju. Retardirani potencijali su neovisni o frekvenciji, jer je brzina
Sirenja vala v koja je opisana izrazom (17.237) neovisna o frekvenciji, pa izrazi (17.113)1 (17.114) u
savrSenom LIH dielektriku vrijede i za sinusoidalna i za nesinusoidalna elektromagnetska polja. Utjecaj
izvora elektromagnetskog polja se $iri brzinom v te se u tocku udaljenu za r prenese nakon protoka
vremena:

t, =" (17.248)
Vv

U vakuumu je brzina Sirenja vala v jednaka brzini svjetlosti c.

Neka duz osi tankoziCanog vodica, koji se nalazi u neograni¢enom savrSenom LIH dielektriku
dielektri¢nosti ¢, teCe vremenski promjenjiva uzduzna struja (Slika 17.4).

Slika 17.4. Tankozic¢ani vodic u savrsenom LIH dielektriku
Za tankozicani vodic vrijedi da je:
JodV > i -dil ; p.-dV — A-dr (17.249)
gdje je:
i, -jakostuzduZne struje nezavisnog izvora,

A - linijska gustoc¢a naboja nezavisnog izvora.

Iz izraza (17.247) 1 (17.249), slijedi da su retardirani potencijali tankozi¢anog vodi¢a u miruju¢em
savrSenom LIH dielektriku opisani sljede¢im izrazima:

iu(t—r)-df | /‘Ls(t—r)d/
A=-* | v . = | v (17.250)
4.7 5 r 4-7-e 5 r
koji u frekvencijskom (fazorskom) podrucju glase:
I, gk dr 1 Toe v
- . v.dr N . v.dr
Yt ;9= A (17.251)
4.7 5 r 4-7-¢ r

gdje je:

I, - fazor uzduZzne struje nezavisnog izvora,

A - fazor linijske gustoce naboja nezavisnog izvora.
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17.18. Lorenzovi potencijali tankoZi¢anog vodic¢a u vodljivom LIH sredstvu

U miruyjuéem vodljivom LIH sredstvu, partikulamma rjeSenja Helmholtzovih nehomogenih
diferencijalnih jednadzbi (17.116) 1 (17.117) opisana su izrazima (17.214) 1 (17.215), koji glase:

- J e 7Ty
A=t = (17.252)
4.7 ” r
5 7T
o = L Bl a (17.253)
4-7z-(K+]-a)-g) ” r

gdje je valna konstanta y vodljivog LIH sredstva opisana izrazima (17.119) - (17.121).

Neka duz osi tankoZi¢anog vodica, koji se nalazi u neogranicenom vodljivom LIH sredstvu, tece
sinusoidalna uzduzna struja (Slika 17.5).

Za tankozicani vodic vrijede izrazi:
JodV > I,-d7 (17.254)
T -dr (17.255)
gdje je:
I . - fazor uzduzne struje nezavisnog izvora,

7, - fazor linijske gustoce poprecne elektri¢ne struje nezavisnog izvora.

Slika 17.5. Tankozic¢ani vodic u vodljivom LIH sredstvu

Fazor linijske gustoce poprecne elektricne struje koju tankoziCani vodic€ iz svoje osi ispusta u okolno
vodljivo sredstvo opisan je izrazom:
_ ol
T, =——20 (17.256)
o/

Iz izraza (17.252) - (17.255), slijedi da su Lorenzovi potencijali tankozi¢anog vodica u miruju¢em
savrSenom LIH dielektriku, u fazorskom podrucju, opisani sljede¢im izrazima:

- J .o 7T,
Gl dr (17.257)
4.7 b r
e
= _ 1 ‘ITS e dr (17.258)
4-7z-(K+j-a)-g) b r

U mirujuéem vodljivom LIH sredstvu osim retardacije (kasnjenja) elektromagnetskog vala postoji i
gusenje elektromagnetskog vala. Osim toga, fazna brzina vala, koja je opisana izrazom (17.235), ovisi
o frekvenciji elektromagnetskog polja. Stoga ne postoji analiticko partikularno rjeSenje Helmholtzovih
nehomogenih diferencijalnih jednadzbi Lorenzovih potencijala (17.116) i (17.117) u vremenskom
podrucju. U tom slucaju treba koristiti Fourierovu integralnu transformaciju za prijelaz izmedu
vremenskog i frekvencijskog podrucja.
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Budu¢i da su partikularna tjeSenja Helmholtzovih nehomogenih diferencijalnih jednadzbi u
mirujué¢em savrSenom LIH dielektriku, u fazorskom podrucju, opisana izrazima (17.251), poseban slucaj
partikularnih rjeSenja Helmholtzovih nehomogenih diferencijalnih jednadzbi u miruju¢em vodljivom
LIH sredstvu, opisanih izrazima (17.257) i (17.258), vazno je istaknuti da pri prijelazu s vodljivog
sredstva na savrSeni dielektrik vrijede sljedeci izrazi:
k>0 ; 7 j-p=;2 (17.259)

v

. S 5

17.19. Elektrokvazistaticko i potpunokvazistati¢ko sinusoidalno strujno polje

U osrednje vodljivom LIH sredstvu kao $to je tlo, kod kojeg je elektri¢na provodnost k < 1 S/m,
koristi se elektrokvazistaticka aproksimacija niskofrekvencijskog strujnog polja. Iz izraza (17.190),
slijedi da je elektrokvazistaticko sinusoidalno strujno polje nezavisno od magnetskog polja te da je
opisano diferencijalnim jednadzbama:

VxE=0 ; V-E=—25st (17.260)
K+j-w-¢
odakle slijedi da je:
E=-Vp (17.261)
te da je:
Ap=——5st (17.262)
K+j-w-¢

Partikularno rjeSenje Poissonove diferencijalne jednadzbe (17.262) je:

_ gy - dV
P = ! [ B d (17.263)
4‘72"(K+j‘(0‘8) A

gdje je r udaljenost izmedu tocke izvora i tocke promatranja.

Za tankoziCani vodi¢ vrijedi izraz (17.255) pa u tom slucaju partikularno rjeSenje Poissonove
diferencijalne jednadzbe glasi:

(17.264)

7= 1 ‘J‘i_'s‘d/

4‘72"(K+j‘(0‘8) T
Partikularna rjeSenja Poissonovih diferencijalnih jednadzbi opisuju raspodjelu skalarnog elektri¢nog
potencijala u neograni¢enom vodljivom LIH sredstvu.

Iz izraza (17.262) slijedi da za tocCkasti izvor sinusoidalne elektri¢ne struje u vodljivom LIH sredstvu
vrijedi Poissonova diferencijalna jednadzba:
_ I . =
Ap = — ——6(F) ; gu—1-6(7) (17.265)
K+j-w-€

¢ije je partikularno rjeSenje:

_ 1
- 4-7[-(/<+j-a)-6)~r

(17.266)

Ako se u izraze navedene u ovom poglavlju uvrsti £ =0,onda jednadzbe elektrokvazistatickog
sinusoidalnog strujnog polja u vodljivom LIH sredstvu postaju jednadzbe potpunokvazistatickog
sinusoidalnog strujnog polja u vodljivom LIH sredstvu.
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17.20. Helmholtzove jednadZzbe polja u mirujuéem LIH sredstvu bez izvora

U desetom poglavlju ovog udzbenika izvedene su valne jednadzbe polja u miruju¢em LIH sredstvu
bez izvora. U miruju¢em vodljivom LIH sredstvu bez izvora, valne jednadzbe polja opisane su izrazima
(10.9) 1 (10.10), koje glase:

, O’E )
AE — g2 — -2 =0 17.267
B T ( :

_ Y2t oH
AH — p-&-—5 - ,u-K-—at =0 (17.268)

koje u miruju¢em savrsenom LIH dielektriku bez izvora postaju homogene neprigusene valne jednadzbe
polja (10.11) 1 (10.12), koje glase:

-
AE - ,u-g-a—f =0 (17.269)
ot
- o*H
AH - u-¢- - 0 (17.270)
t

dok u mirujuéem dobrom LIH vodicu bez izvora, uz zanemarenje pomacnih elektricnih struja, postaju
homogene difuzijske jednadzbe polja (10.13), koje glase:

AE - y.K.a—E =0 (17.271)
ot
A - y.K.%—Ij — 0 (17.272)

Homogene valne jednadzbe polja i homogene difuzijske jednadzbe polja se iz vremenskog podrucja
mogu transformirati u Helmholtzove homogene diferencijalne jednadzbe polja u fazorskom podrucju,
koje glase:

AE - 7> E=0 ; AH-7>H =0 (17.273)

ili druk¢ije pisano:

I}

2

A = 72

[sof!

=7>E ; A

a8
a8

(17.274)

gdje je valna konstanta sredstva y opisana:

e izrazima (17.119) - (17.121) u vodljivom LIH sredstvu,
e izrazima (17.119)1 (17.122) u savrSenom LIH dielektriku,
e izrazom (17.146) u dobrom LIH vodicu.

Helmholtzove homogene diferencijalne jednadzbe polja u fazorskom podrucju, opisane izrazima
(17.274), mogu se, za vodljivo LIH sredstvo bez izvora, izvesti iz Maxwellovih diferencijalnih
jednadzbi:

VxH=(k+j-w-&)E (17.275)

VxE=—j-w u-H (17.276)

koje su u vremenskom podrucju opisane izrazima (10.1) i (10.2).
Izrazima (17.275) 1 (17.276) treba pridodati i dva sljedeca izraza:
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Vx(VxH)=V-(V-H)-AH =-AH (17.277)
Vx(VxE)=V-(V-E)-AE =- AE (17.278)

Iz izraza (17.275) 1 (17.277), slijedi da je:
AH =—(x+j-0-&)-(VxE) (17.279)

Iz izraza (17.276) 1 (17.278), slijedi da je:
AE=-j-0-u-(VxH) (17.280)

Iz izraza (17.276) 1 (17.279), slijedi da je:

Iz izraza (17.275) 1 (17.280), slijedi da je:

U savrSenom LIH dielektriku bez izvora, Maxwellova diferencijalna jednadzba (17.275) poprima
novi oblik:

VxH=j-w&-E (17.283)

U dobrom LIH vodi¢u bez izvora, uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, Maxwellova
diferencijalna jednadzba (17.275) poprima novi oblik:

VxH=x-E (17.284)

Maxwellova diferencijalna jednadzba (17.276), takoder, vrijedi u savrSenom LIH dielektriku bez
izvora i u dobrom LIH vodicu bez izvora.

17.21. Dubina prodiranja elektromagnetskog vala

Dubina prodiranja elektromagnetskog vala d opisana je izrazom:

d=— (17.285)
(04

gdje je a prigusna konstanta sredstva.
Iz izraza (17.120), (17.121) i (17.285) slijedi da je dubina prodiranja elektromagnetskog vala u

vodljivom LIH sredstvu:
1 2
d=—- ’—‘\/(0‘8+\/((0‘8)2+K2 (17.286)
Kk Vo-u

dok je u dobrom vodiCu, uz zanemarenje pomacnih elektricnih struja, dubina prodiranja
elektromagnetskog vala opisana izrazom:

2
O-U-K

d= (17.287)

U savrSenom LIH dielektriku nema gusenja elektromagnetskog vala, a prigusna konstanta sredstva
jednaka je nuli, pa je dubina prodiranja elektromagnetskog vala u takvom sredstvu beskonacna.
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Ako sinusoidalni elektromagnetski val u vodljivom sredstvu prevali udaljenost koja je jednaka dubini
prodiranja elektromagnetskog vala, tada se njegova amplituda (pa i efektivna vrijednost) na tom putu
smanji na 36,78794 % iznosa jer je:

e %4 =¢1 ~ 03678794 (17.288)

17.22. Impedancija vodica i unutarnja impedancija vodica

Neka kroz vodi¢ nacinjen od LIH materijala teCe sinusoidalna elektri¢na struja (Slika 17.6).

Slika 17.6. Vodic¢ od LIH materijala protjecan sinusoidalnom elektricnom strujom

Neka je krivulja K, takva da je na nju vektorski magnetski potencijal okomit. Tada je elektricni napon
duz te krivulje tzv. poprecni napon ili krace receno elektricni napon, a u vremenski promjenjivom
elektromagnetskom polju napon nije jednoznacan. Dakle, pod naponom se podrazumijeva poprecni
napon, a to je poseban slucaj napona koji je jednak razlici skalarnih elektri¢nih potencijala.

Vrijedi da je:
[E-dif =p,~py— [ jowA-dl =9, -9,=U (17.289)
K, K, 0
gdje je U fazor (popre¢nog) napona vodica.
Nadalje je:
U=9¢,-p,=2-1=R+j o L)I (17.290)
gdje je:

Z - impedancija vodica,

R - radni otpor vodica,

@ - kruzna frekvencija elektricne struje,

L - vkupni induktivitet vodica,

I - fazor jakosti elektriéne struje koja tete vodicem.

Prema Faradayevom zakonu elektromagnetske indukcije vrijedi da je:

[E-df - [E-di = -j-0-®,==jo LI (17.291)
K, K,
gdje je:
@, - fazor vanjskog magnetskog toka (Slika 17.6),
L, - vanjski induktivitet vodica.

Iz izraza (17.288) 1 (17.290), slijedi da je:
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—U-jolL-1=(Z-joL)I=Z,1 (17.292)

gdje je Zm unutarnja impedancija vodica.

Dakle, unutarnja impedancija vodica definirana je izrazom:

=Z-j-wL,= -jE-d (17.293)
K

U slucaju beskonacno dugog pravocrtnog vodica kruznog poprecnog presjeka, jedinicna unutarnja
impedancija vodica, ili druk¢ije receno unutarnja impedancija po jedinici duljine vodica, definirana je
izrazom:

zZl = (17.294)

N'L?”'

gdje je Et fazor jakosti tangencijalne komponente elektricnog polja na povrsini vodica.

U opéem slucaju, prema izrazima (12.29) i (12.41), unutarnja impedancija vodi¢a moZe se izracunati
pomocu formule koja slijedi iz Poyntingovog teorema:

— — — - % -

Sput =Zun 1> ==8, 1y =—§ExH -dS (17.295)
N

p,ul

gdje je:

Sp,u - kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja ulazi u volumena V,

S, i, - kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja izlazi iz volumena V,

p,izl

S - vanjska ploha vodica ili pak vanjska ploha jedini¢nog odsjecka vodica ako se racuna jedini¢na
unutarnja impedancija.

1z izraza (17.295), slijedi da je unutarnja impedancija vodica opisana izrazom:

L fExA" z_i.@xﬂ i-dS (17.296)

Slijedi da je u slucaju beskonacno dugog pravocrtnog cilindri¢nog vodica, polumjera r,, jedini¢na
unutarnja impedancija vodica opisana izrazom:

7l L Exg*.d"zEt‘zt 2.77, (17.297)
1
s
gdje je:
—, I
. = (17.298)
2--r,
paje:
., E.d E-I" E 1 E
1= tz = _——=—t= =L (17.299)
I I-1 I 2r-m H,

17.23. Unutarnja impedancija viSeslojnog cilindri¢nog vodic¢a

Neka beskonacno dugim, pravocrtnim, viseslojnim cilindricnim vodicem, koji se sastoji od m
vodljivih LIH slojeva, teCe sinusoidalna struja. Viseslojni cilindri¢ni vodi¢ moze biti Suplji (Slika 17.7-a)
ili pak puni (Slika 17.7-b). Neka je polje u vodi¢u magnetodinamicko, $to znaci da se pomacne elektricne
struje zanemaruju.
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a) b)
Slika 17.7. Suplji i puni m-slojni cilindricni vodic¢

Neka se beskonacno dugi m-slojni puni ili Suplji cilindri¢ni vodi¢ nalazi duz osi z koordinatnog
sustava te neka se os vodica poklapa s osi z. Neka sinusoidalna elektri¢na struja teCe u smjeru osi z.
Buduc¢i da je problem osnosimetri¢an, koristi se cilindri¢n koordinatnom sustav (7, ¢, z).

Za razmatrani cilindri¢ni vodi¢, elektri¢no i magnetsko polje u i-tom sloju m-slojnog vodic¢a imaju
samo po jednu komponentu, odnosno vrijedi da je:

E =E e, ; H;=H;é, (17.300)
Uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, za i-ti sloj vrijede sljedece jednadzbe:
AE; =7} -E, (17.301)
AH, =y -H, (17.302)
VxH, = K E, (17.303)
7i=jro-u K (17.304)

Vimow ok e =1+ ) a3 o= (17.305)

2
Za laplasijan fazora vektora jakosti magnetskog polja vrijedi da je:
A, = V(V-H,)-Vx(Vxi,) = ~Vx(Vxi,) (17.306)
=0
U cilindri¢énom koordinatnom sustavu (r, ¢, z) vrijedi da je:
e 1€, ¢
vad =1L o o 1l i)-éz (17.307)
r | or r or
0 r- ﬁi 0

paje:
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e,
0 6_{16(_?1)}
or|r or
1 5(1’-171)
; or

Iz izraza (17.302), (17.306) i (17.308), slijedi da je:

or

r

0 {l.@}zﬁ.ﬁ =N

1 1 1 1

gdje je I;l kompleksni valni broj i-tog sloja za koji vrijedi sljedeci izraz:

ki=—j-7i=ou e =(1-j)a : = CHEA

Iz izraza (17.309) slijedi da je:

or

r

or

2

1} =72 H = -k’ -H,

1 1

odakle se lako dobiju sljedece dvije inacice ove diferencijalne jednadzbe:

Y —
2.0

or?

Y —
2.0

OH.,
}/' .

OH.,
}/' .

ﬁrl + (Igiz-rz—l)l-_h =0

or?

> L (73-r2+1)-ﬁi=0
v

(17.308)

(17.309)

(17.310)

(17.311)

(17.312)

(17.313)

Diferencijalna jednadzba opisana izrazom (17.312) jest poseban slucaj Besselove diferencijalne

jednadzbe za n?

modificirane Besselove diferencijalne jednadzbe za n* =1.
Partikularno rjeSenje Besselove diferencijalne jednadzbe (17.312) glasi:

H; za‘jl(lzi‘r)"'l_)i‘ﬁl(];i‘r)
gdje su:

J | (I;1 ‘r) - kompleksna Besselova funkcija prve vrste prvog reda,

=1,dok je diferencijalna jednadzba opisana izrazom (17.313) poseban slucaj

(17.314)

N, (E ‘r) - kompleksna Besselova funkcija druge vrste prvog reda; kompleksna Neumannova

funkcija prvog reda,
a , l_)1 - nepoznati kompleksni koeficijenti.
Iz izraza (17.303) i (17.307) slijedi da je:
B Lfowa )Ll of) oo g 11 o)
K K r or K r or

te vrijedi da je:

(17.315)

(17.316)



gdje su:

Jo (I;1 . r) - kompleksna Besselova funkcija prve vrste nultog reda,
ZVO (E ‘r) - kompleksna Besselova funkcija druge vrste nultog reda; kompleksna Neumannova
funkcija nultog reda.
Iz izraza (17.314) - (17.316) dobije se da je:
E=%5.[c.7,( r)+D. N, r) (17.317)
Kﬂ

1

Numericki rezultati pokazuju da je, pogotovo za velike vrijednosti argumenata, umjesto
partikularnog rjeSenja (17.314) Besselove diferencijalne jednadzbe (17.312), puno bolje koristiti
partikularno rjeSenje modificirane Besselove diferencijalne jednadzbe (17.313), koje glasi:

Hy = C;-3,(7-r)+ D;- K, (7 -7) (17.318)
gdje su:
9 (771 ~r) - kompleksna modificirana Besselova funkcija prve vrste prvog reda,

I?l (771 ‘r) - kompleksna modificirana Besselova funkcija druge vrste prvog reda,

C., D

., D; - nepoznati kompleksni koeficijenti.

Sljede¢i izrazi povezuju kompleksne Besselove funkcije i kompleksne modificirane Besselove
funkcije n-tog reda:

Tolkr)= "7, r) 5 TaGer)= T, (k0 r) (17.319)
K, (7-r)=(=H"" ‘%[jn (&) -, (- r) (17.320)

Vrijedi da je:
%[7”-71(771’7')]2771‘7".70(771‘7') ; %[l"1?1(}71‘1’)]=—}7i‘r‘1?0(77i‘r) (17.321)

Iz izraza (17.315), (17.318) i (17.321) dobije se da je:

Eizﬁ‘[a‘jo(yi"’)_l_)i‘Eo(yi"”)] (17.322)

1

Dakle, ako se koriste kompleksne Besselove funkcije, onda je raspodjela polja u i-tom sloju m-
slojnog cilindri¢nog vodica opisana izrazima (17.314)1(17.317), a iznimka je prvi sloj m-slojnog punog
cilindri¢nog vodica za koji vrijedi da je: B

_ - _ = — ko= - (=
D=0;: H=0C-Jlk-r) : E="C- 7k r) (17.323)
K

jer Neumannove funkcije za » =0 poprimaju beskonacnu vrijednost.

Ako se koriste kompleksne modificirane Besselove funkcije, onda je raspodjela polja u i-tom sloju
m-slojnog cilindri¢nog vodica opisana izrazima (17.318) i (17.322), a iznimka je prvi sloj m-slojnog
punog cilindricnog vodica za koji vrijedi da je:

Di=0: H=G-J(nr) « E=2C 5l (17.324)
1
jer modificirane Besselove funkcije druge vrste za » =0 poprimaju beskonacnu vrijednost.

Nepoznati koeficijenti se odreduju iz sustava jednadzbi, koji se dobije ako se u grani¢ne uvjete uvrste
izrazi (17.314) 1 (17.317) ako se koriste kompleksne Besselove funkcije, ili pak ako se u grani¢ne uvjete
uvrste izrazi (17.318) 1 (17.322) ako se koriste kompleksne modificirane Besselove funkcije.
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Za puni m-slojni cilindri¢ni vodi¢ granicni uvjeti glase:

H| =Hy|_ — za i=12.,m-1 (17.325)
r=r r=r;
E|_ =Fu|_ = i=12..m-1 (17.326)
= I
= 17.327
A o (17.327)

Za puni m-slojni cilindri¢ni vodi¢ dobije se sustav od 2-m-1 jednadzbi, a nepoznanice su:
e (C,
. al_)1 ;1=2,3,...,m.
Za $uplji m-slojni cilindri¢ni vodic€ vrijede granic¢ni uvjeti (17.325) - (17.327) i1 dodatni grani¢ni uvjet:

H,

=0 (17.328)

un

Za Suplji m-slojni cilindriéni vodi¢ dobije se sustav od 2-m jednadzbi, a nepoznanice su:
C,, D

1z izraza (17.299) slijedi da je jedini¢na unutarnja impedancija m-slojnog cilindri¢nog vodica, bio on
Supalj ili pak pun, opisana izrazom:

.31 =12, m

E

_ 1 mi,_ mj,_

ARE N B (17.329)
PRV Y m| ., 1

gdje je r,, vanjski polumjer m-slojnog cilindri¢nog vodica.

Ako se koriste kompleksne Besselove funkcije, prema izrazima (17.314), (17.317) i (17.329),
jedini¢na unutarnja impedancija m-slojnog cilindri¢nog vodica opisana je izrazom:

Zon = b -C_m'J_O(]im'rm)Jrlzm'zi()(]fm'rm) (17.330)
2418 Ky, Cm'Jl(km"”m)"'Dm'Nl(km"’m)

Iz numerickih razloga, za upotrebu su prikladnije skalirane vrijednosti koeficijenata i skalirane
vrijednosti kompleksnih Besselovih funkcija pa izraz (17.330) poprima novi oblik:

Zy, = b -Er;'{g(]im'rm)Jrlzr;'zig(]im'rm) (17.331)
2'rm'ﬂ"’(m Cr;'.]ls(km'rm)-l-Dr;'le(km'Fm)

gdje se svi koeficijenti skaliraju istim faktorom, dok se za skaliranje kompleksnih Besselovih funkcija
mogu koristiti sljede¢i izrazi:

Tl r)=e T (ke rn) 3 T o1 )= %0 T3 (e e ) (17.332)
N1 )= N (k7)) 3 N (ke )= €07 - NS (72 (17.333)

gdje jen=0, 1. Parametar ¢, opisan je izrazom (17.310).
Radi jasnoce, dobro je navesti da za kompleksni argument z = x + j-y vrijede izrazi:

7E@)=e T E) 5 T(5)=e" T56E) (17.334)
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NiE)=e PN, G) ; N,(E)=e N:(z) (17.335)

gdjejen=0,1,2,...

Ako se koriste kompleksne modificirane Besselove funkcije, prema izrazima (17.318), (17.322) i
(17.329), jedini¢na unutarnja impedancija m-slojnog cilindricnog vodica opisana je izrazom:
AR Ym 5m‘-70(77m‘rm)_l_)m'l?o(ym'rm)
un — = = — = _
2‘Fm‘7Z"Km Cm‘jl(ym‘rm)"'Dm'Kl(j/m'rm)

(17.336)

Ako se pojavljuju i velike vrijednosti argumenata, onda, iz numerickih razloga, treba koristiti
skalirane vrijednosti koeficijenata i skalirane vrijednosti kompleksnih modificiranih Besselovih funkcija
pa izraz (17.336) poprima novi oblik:

—2-a Ty

Tm Coo s )~ Dy Ko (T )€ (17.337)

2‘Fm 7 Km Er;‘jls(?m‘rm)'i' l_)r;‘l?ls(ym’rm)‘eizlam.rm

~1
Zun =

gdje se svi koeficijenti skaliraju istim faktorom, dok se za skaliranje kompleksnih Besselovih funkcija
mogu koristiti sljede¢i izrazi:

]S(ym‘rm):eiam.rm‘jn(ym‘rm) 5 ]n(ym‘rm):eam.rm‘jg(ym‘rm) (17338)

Kimrm) =™ Ky (G Tm) 5 Ky rim) =€ " K (Fn- 1) (17.339)
gdjejen=0, 1.

Radi jasnoce, dobro je navesti da za kompleksni argument z = x + j-y vrijede izrazi:
7E)=c1.7,6) ; 7.6)=56) (17.340)

Ky(z)=¢"-K,(2) : K,(Z)=c¢"-K3(Z) (17.341)

gdjejen=0,1,2, ..

Analiti¢ke izraze za nepoznate koeficijente C,, i D,,, odnosno za nepoznate koeficijente CJ, i DS,
ima smisla izvoditi samo za jednoslojne (m = 1) i dvoslojne (m = 2) cilindri¢ne vodice, dok se za m > 2
preporucuje numericki izracun utemeljen na rjeSavanju sustava linearnih jednadzbi. U nastavku ¢e biti
izvedeni analiticki izrazi samo za nepoznate koeficijente jednoslojnih cilindri¢nih vodica.

17.24. Unutarnja impedancija jednoslojnog punog cilindricnog LIH vodica

Jednoslojni puni, beskonacno dugi, cilindri¢ni LIH vodi¢ jest poseban slucaj m-slojnog punog
cilindri¢nog vodica. Parametri vodica dani su na Slici 17.8.

K1, By

Slika 17.8. Jednoslojni, beskonacno dugi, puni cilindricni LIH vodi¢

Ako se koriste kompleksne Besselove funkcije, prema izrazima (17.323), raspodjele jakosti
magnetskog polja i jakosti elektri¢nog polja opisane su izrazima:
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H =G Jilker) E=%-G-Jo(ﬂ-r) (17.342)

pa iz izraza (17.329), za m = 1, slijedi da je jedinicna unutarnja impedancija beskona¢no dugog
jednoslojnog punog cilindri¢nog vodica opisana izrazom:

i k) i Tlkn)

AR ) - .
2-K K jl(/a.rl) 217K jls(la-rl)

un

(17.343)

Sto je poseban slucaj izraza (17.330) 1 (17.331), gdje je l_)l = l_)ls =0.

Ako se koriste kompleksne modificirane Besselove funkcije, prema izrazima (17.324), raspodjele
jakosti magnetskog polja i jakosti elektricnog polja opisane su izrazima:

H=C () E=25C () (17:344)
1
pa iz izraza (17.329), za m = 1, slijedi da je jedinicna unutarnja impedancija beskonacno dugog
jednoslojnog cilindri¢nog vodica opisana izrazom:
_ 7 Jo7-1 7 YNV
oA W)y B s
2nezem H(nen)  2nemm 3 (7en)

Sto je poseban slucaj izraza (17.336) 1 (17.337), gdje je l_)l = l_)ls =0.

U ovom posebnom slucaju, i za male i za velike vrijednosti argumenata, dobiju se visokotocni
rezultati bez obzira da li se koriste kompleksne Besselove funkcije ili pak kompleksne modificirane
Besselove funkcije.

Za vrlo velike vrijednosti argumenata, vrijedi da je:

ARy —  — (17.346)
217K
jer je:
N To7 7 _
lim —_"(_‘ ) —j ; lim —_0(_1 ), . Ti=Jk (17.347)
H—® Jl(kl’”l Hn—* -71(7/1}/'1)

17.25. Unutarnja impedancija jednoslojnog Supljeg cilindri¢nog LIH vodica

Jednoslojni Suplji, beskonacno dugi, cilindricni vodi¢ jest poseban sluaj m-slojnog punog
cilindri¢nog vodica. Parametri vodica dani su na Slici 17.9.

~@

Ky,

Slika 17.9. Jednoslojni, beskonacno dugi, Suplji cilindricni LIH vodi¢
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Za male vrijednosti argumenata, odnosno za niske frekvencije, jedini¢na unutarnja impedancija
Supljeg cilindri¢nog vodi¢a moze se dovoljno to¢no izracunati i pomoc¢u skaliranih ili neskaliranih
kompleksnih Besselovih funkcija. Iz izraza (17.330) slijedi da je:

Fl _ ky 51"70(]€1"”1)+Bl'zvo(lgl"”l)

un

— —— (17.348)
2}/'172.’(1 Cl'Jl(kl'l"l)+D1'N1(k1'l"1)
gdje su 51 i 51 nepoznati kompleksni koeficijenti.

Umjesto nepoznatih koeficijenata 51 i 51 mogu se koristiti njihove skalirane vrijednosti, pa izraz
(17.348) poprima novi oblik:

ky as~.70(/€1~r1)+515~ﬁ0(/€1~r1)

Z) = — — (17.349)
2}/'172.’(1 Cls'Jl(kl'l"l)+Dls'Nl(kl'l"l)
a mogu se skalirati i kompleksne Besselove funkcije, pa vrijedi da je:
7 - ky Cl'Jo(kl'rl)JfDl'No(kl'rl) (17.350)

2w 65yl n)+ 0N en)

Prema izrazima (17.314) i (17.317), raspodjele jakosti magnetskog polja i jakosti elektri¢nog polja
opisane su izrazima:

H,=C,-Jy(ky- )+ Dy- Ny ey ) (17.351)
E =%[€1-J0(1€1 -+)+ Dy N, (i )] (17.352)

Analiticki izrazi za nepoznate koeficijente 51 i 51 mogu se dobiti iz grani¢nih uvjeta:

1

r=rg, r=n. . nr
Iz izraza (17.351) 1 (17.353), lako se dobije sljedeci sustav linearnih jednadzbi:
Cr- T (k- 7w )+ D1 Nyl 7 ) = 0 (17.354)
oy = I
C- Tyl )+ Di- N, (k- ) = (17.355)
2-7-n
koji u matricnom zapisu glasi:
— 0 - -
. Cl - Jl(kl'run)Nl(kl'run)
B4 t=1 71 . [B]-= (17.356)
D)2, Jl(kl'rl) Nl(kl'rl)
Po Cramerovom pravilu rjeSenje ovog matri¢nog sustava linearnih jednadzbi glasi:
0 Nl(El'run) jl(lgl'run) 0
T = e I
Ni\ky - Ji\k -
B 2.7m 1(1 ”1) B 1(1 rl) 27n
C = = ;0 D= = (17.357)
det B det B
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odakle slijedi da je:
- ] 1

_)_f 1 = — —

C=-—— N, (51 )= G =M-C (17.358)
2-7-1, detB 2-r-r detB

_ 1 1 = (= I 1 - = =
2-7-r, detB 2.1y detB

Koeficijenti se skaliraju tako da se izdvoji zajedni¢ki dio M opisan izrazom:

— 1 1
M = N (17.360)
2-mr-r; detB
odakle slijedi da su skalirani koeficijenti opisani izrazima:
G =-N(krw) 5 D=7, (br) (17.361)

1z izraza (17.349) i (17. 361), uz promjenu predznaka brojnika i nazivnika, slijedi da je jedini¢na
unutarnja impedancija Supljeg cilindri¢nog vodica opisana izrazom:
b Nlkr)- Tyl n) -, o r ) Bolln)

Ty m . Nyt ) 1)~ Gyt ) N, (o)

un —

(17.362)

Prema izrazima (17.332) - (17.335), kompleksne Besselove funkcije prve i druge vrste skaliraju se
na sljedeci nacin:

Tolle-r)=e"-Toler) © Ny le-r)=ea"- N3k -7) (17.363)
pa nakon njihovog skaliranja izraz (17.362) poprima konacni oblik:

— kl ]Vls(lglrun)jg(lglrl)_jls(];lrun)ﬁg(];lrl)

=1 k.
2w Nl ) i) T ey ) NSy n)

(17.364)

Medutim, i nakon skaliranja svih kompleksnih Besselovih funkcija, konacni izraz (17.364) ne daje
dovoljno tocne rezultate za velike vrijednosti argumenata. Tada se pojavljuju numericki problemi jer se
kod izracuna dobije neodredeni oblik 0/0.

Jedini¢na unutarnja impedancija Supljeg cilindricnog vodica (Slika 17.9) moZe se dovoljno to¢no
izracunati pomoc¢u kompleksnih modificiranih Besselovih funkcija. 1z izraza (17.336) slijedi da je:

71 _ 7 .a'jo(771"’1)_l_)1'1?0(771"”1)

un —

(17.365)

2-n-7k G i n)+ Dy K (7 1)
gdje su 51 i 51 nepoznati kompleksni koeficijenti.

Umjesto nepoznatih koeficijenata 51 i 51 mogu se koristiti njihove skalirane vrijednosti, pa izraz
(17.365) poprima novi oblik:

_ 7w C3(nn)-DfKy(nn)

Zy = e ——— (17.366)
27k CF-3i(7en)+ DK (711)
a mogu se skalirati i kompleksne modificirane Besselove funkcije, pa vrijedi da je:
_ 7 CS-73G,-n)-D8- K (7, r
Z&n— 7 1 o( 1 1) | 0( 1 1) (17.367)

2.7 Ky 'as~715(771'r1)+515'1?15(771"’1)
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Prema izrazima (17.318) i (17.322), raspodjele jakosti magnetskog polja i jakosti elektri¢nog polja
opisane su izrazima:

[712 51'31(771'7')"'[_)1'1?1(771'7') (17.368)

B =10[6 301 r)- Dy Ko (17369)
1

Analiticki izrazi za nepoznate koeficijente 51 i D, mogu se dobiti iz grani¢nih uvjeta (17.353). Iz
izraza (17.368) 1 (17.353), lako se dobije sljedeci sustav linearnih jednadzbi:

a'jl(yl'run)—i—Bl'l?l(?l'run)zo (17370)
— = = I
Co-3(7-n)+ DK, (7-11)= (17.371)
2-7-n
koji u matricnom zapisu glasi:
— 0 — —
_ Cl __ ]1(7/1'run) Kl(yl'run)
Bl _t=1 1 e (17.372)
D) 27 77-n) Kien)
Po Cramerovom pravilu rjeSenje ovog matri¢nog sustava linearnih jednadzbi glasi:
0 El(?l'run) jl(yl'run) 0
I = = (= 1
K\ n :
B 2oxon (7 1) B 7(7en) 2o
C = — ; D= = (17.373)
det B det B
odakle slijedi da je:
— I | R I 1 = — =
C=————— K71, )= —-C’=M-C} 17.374
: 2-r-r, detB 1(}/1 ) 2.1y detB : : ( )
Bl 1 GG ) L ps_i.Ds (17.375)
: 2-7-1 detB 1V un 2-7-r detB : : '

Koeficijenti se skaliraju tako da se izdvoji zajedni¢ki dio M opisan izrazom (17.360) pa su skalirani
koeficijenti opisani izrazima:

515:_1?1 (771'run) 5 l_)lszjl(yl'run) (17376)

Iz izraza (17.366) i (17.376), uz promjenu predznaka brojnika i nazivnika, slijedi da je jedini¢na
unutarnja impedancija Supljeg cilindri¢nog vodica opisana izrazom:
771 .I?l(yl'run)'jo(yl'rl)—i—jl (771'run)'1?0(}71'r1)
.1?1

AN — - -
2-?’1~7Z"K'1 Kl(?l'run)'jl(yl'rl)_jl (771'run) (}71F1)

un

(17.377)

Prema izrazima (17.338) - (17.341), kompleksne modificirane Besselove funkcije prve i druge vrste
skaliraju se na sljedeci nacin:

Tn(er)=e""-Ta(n-r) 3 Ko(7rr)=e " Kalpor) (17.378)
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pa nakon njihovog skaliranja izraz (17.377) poprima konacni oblik:

— >sf— —s(— —s(— —s{— e (r—

Zl _ "1 ,Kls(yl'run)'jg(yl'rl)'i'jls(yl'run)'KOS(j/l'rl)'e i) (17 379)
un - — — —_ — — eyl — .o — °
207K K (A1) (o) = T (e i) K (71 )- 72 017

Izraz (17.379) daje visokotocne rezultate za sve vrijednosti argumenata.

Za velike vrijednosti argumenata vrijedi da je:

lim e 2@ i) g (17.380)
o —> 0
pa je za velike vrijednosti argumenata:
7~ N Siln) (17.381)

217K '715(?71"’1)

Sto znac¢i da se jedini¢na unutarnja impedancija Supljeg cilindri¢cnog vodica, za velike vrijednosti
argumenata, moze aproksimirati izrazom, koji prema izrazu (17.345), opisuje jedini¢nu unutarnju
impedanciju punog cilindri¢nog vodi¢a. To znaci da je doSlo do vrlo velikog potiskivanja elektricne
struje prema rubu vodica.

Za vrlo velike vrijednosti argumenata, moze se koristiti aproksimacija (17.346), koja glasi:

ARy —  — (17.382)
217K
jer je:
VA VZR
lim _Z(_;l)zl (17.383)
o) — © ]1 (}/1}/-1)
17.26. Zadaci

Zadatak 17.1. Odredite maksimalnu vrijednost plosne gustoc¢e pomacne elektri¢ne struje u bakrenom
vodi¢u poprecnog presjeka S = 1 mm’® kojim tede sinusoidalna elektri¢na struja jakosti 7 = 1 A,
frekvencije /= 50 Hz. Zanemarite potiskivanje elektri¢ne struje u vodicu (skin efekt). Neka su znacajke
materijala od kojeg je nacinjen vodi¢: x =58 MS/m, ¢ = ¢, 1t = 1,.

Rjesenje:
Ako se zanemari potiskivanje elektri¢ne struje u vodicu, onda je sinusoidalna jakost elektri¢nog polja
u bakrenom vodicu opisana izrazom:

E=FE . cos(w-t) (17.384)

Slijedi da je plo$na gustoca provodne elektri¢ne struje opisana izrazom:

J=x-E=K-E_, -cos(a-t)=J, cos(a-t) (17.385)
Plosna gustoce pomacne elektricne struje opisana je izrazom:
oD OFE .
pom = Ezg(ya=—a)~80~Emax-sm(a)~t) (17.386)

pa je maksimalna vrijednost plosne gustoce pomacne elektricne struje:

J = wey B =200 g (17.387)

pom max max
K
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Slijedi da je omjer maksimalnih vrijednosti plosne gustoce pomacne elektri¢ne struje i ploSne gustoce
provodne elektri¢ne struje:

J .
pommex _ 2% _ 4798590541410 (17.388)

Jmax K

Uz uvedeno zanemarenje, maksimalna vrijednost plosne gusto¢e pomacne elektricne struje je:

Jom max = ey = 0 N2 eusaas10 A (17.389)
K S m

Zadatak 17.2. Odredite izraz za induciranu EMS u pravokutnoj petlji koja se nalazi u homogenom
sinusoidalnom  magnetskom polju. Neka je magnetska indukcija opisana izrazom:

B=B_,,cos (a) t)- 3 Pretpostavite da je petlja na jednom mjestu presjecena tako da kroz nju ne moze
poteci elektri¢na struja.

z g"

Slika 17.10. Pravokutna petlja u homogenom sinusoidalnom magnetskom polju
Rjesenje:

Inducirana EMS u pravokutnoj petlji opisana je drugom Maxwellovom integralnom jednadzbom
(6.73), koja glasi:

e=§E-d = [Z=.aS=-" (17.390)
K

gdje je S ploha obrubljena petljom kroz koju prolazi magnetski tok @.
Buduc¢i da je, u ovom sluc¢aju, magnetsko polje homogeno, vrijedi da je:

e=—4-a-b-%—f=4-a-b-w-3max-sin(w-t) (17.391)

Zadatak 17.3. Neka beskonacno dugim pravocrtnim tankozi¢anim vodicem teCe sinusoidalna elektri¢na
struja i = sin(100-7f) A. Odredite izraz za induciranu EMS u kvadratnoj petlji koja se giba brzinom v =
1 m/s paralelno s vodi¢em. Neka se petlja i vodi¢ nalaze u zraku. Pretpostavite da je petlja na jednom

mjestu presjecena tako da kroz nju ne moze poteci elektricna struja. Neka je zadano: a = 0,2 m,
b=0,1 m.
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a
‘_}'
al +e||l—>
b :

Slika 17.11. Beskonacno dugi vodic i kvadratna petlja

Rjesenje:
Magnetski tok kroz kvadratnu petlju, na koji ne utjece zadano gibanje kvadratne petlje, opisan je
izrazom:

. a+t

b
p—gp = ol | “'dr=”°'“-1nbza-sin(1oo-n-t) (17.392)

2.7 y 2-7

pa je inducirana EMS transformacije:

do b+a
e=——=-50-u,-a-In
di Ko

-cos(100-7 1) (17.393)

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
e=—1380556918-cos(100-7-7) uV (17.394)

Inducirana EMS ne ovisi o gibanju petlje jer magnetski tok kroz kvadratnu petlju ne ovisi o brzini v.

Zadatak 17.4. Kvadratna petlja ima stranice duljine @ = 1 m i nalazi se u (x, y) ravnini te se giba jednoliko
po pravcu, u smjeru osi x, brzinom v = 2 m/s. Odredite izraz za induciranu EMS u kvadratnoj petlji.
Pretpostavite da je petlja na jednom mjestu presjecena tako da kroz nju ne moze poteci elektri¢na struja.
Neka je b = 0 u pocetnom trenutku t = 0 te neka je frekvencija sinusoidalne magnetske indukcije
/=50 Hz. Neka je sinusoidalna magnetska indukcija opisana izrazom:

E:0,01-[(x+1)-f+(y+1)-j+(x2 —yz)-E]~sin(w~t) T.

YA

a

v
al t+e||l—> X

Slika 17.12. Kvadratna petlja koja se giba duz osi x

b

Rjesenje:
Magnetski tok kroz kvadratnu petlju stvara samo z-komponenta magnetske indukcije pa je magnetski
tok opisan izrazom:

T:@:jédﬁ:jBZ-dx-dy (17.395)
S S
gdje je:
B, =001-(x? —y?-sin (1) (17.396)
paje:
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bta a
@ = 0,01-sin(w-1)- jdxj(xZ —y2)~dy =0,01-a*b-(h+a)-sin(w-t) (17.397)
b 0

Parametar b je opisan izrazom:

b=v-t (17.398)
Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
@=002-(2:¢2 +1)-5in(100-7-¢) Vs (17.399)
Inducirana EMS opisana je izrazom:
e= —il—qu ~0,02-(4-1+1)-sin(100-7 - 1) - 2-7[-(2-t2 + t)-cos(100~7r-t) (17.400)

Zadatak 17.5. Kroz dva medusobno paralelna beskona¢no duga pravocrtna vodica koji se nalaze u
zraku, razmaknuta za d = 5-a, tece sinusoidalna elektri¢na struja i = Imax cos(w-t), U ravnini u kojoj leze
vodici nalazi se kvadratna petlja koja ima stranice duljine a. Neka se kvadratna petlja giba jednoliko po
pravcu brzinom v. Izracunajte induciranu EMS u kvadratnoj petlji za b =a, ¢ = 1 s. Pretpostavite da je
petlja na jednom mjestu presjecena tako da kroz nju ne moze poteci elektri¢na struja. Neka je zadano:
a=0,2m, f=50Hz v=0,2 m/s, Inax = 10 A.

i A

a
v
al +e)|l—

d

< 7

Slika 17.13. Kvadratna petlja koja se giba izmedu dva vodica

Rjesenje:
Neka je EMS inducirana u kvadratnoj petlji opisana izrazom:

4¥ _do_o0 00 ob_oo | oo

= = = + = +v-——=¢, + 17.401
dt di ot ob o o ob v (17401
odakle slijedi da je magnetski tok opisan izrazom:
. (bta d—b .
@zﬂoﬁ[‘[ a-dr _[ a~dr}= ,uo~l~a'ln(b+a)~(d—b—a) (17.402)
2y r T 2.7 b-(d—-b)
paje:
& Ho Loy @-cos(w-1) .ln(b+a)-(d—b—a) (17.403)
2.7 b-(d -b)
Slijedi da je:
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0D py I a-o-sin(w-r) (b+a)-(d-b—-a)

ey = = In 17.404
Y 2.7 b-(d -b) ( )
o =v. 0Py Hodmpearcost) (1 1 1, 1 (17.405)

ob 2.7 b+a d-b—-a b d-b

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je za b =a = 0,2 m, £ = 1 s inducirana EMS:
e, =0 ; ¢€,=-02333333333uV ; e=e, +e, =—02333333333 uV (17.406)

Zadatak 17.6. Beskonatno dugim pravocrtnim vodicem tece elektriCna struja i=sin(100-7f) A.
Odredite izraz za induciranu EMS u trokutastoj petlji koja se giba brzinom v =1 m/s. Neka je u pocetnom
trenutku b = by = 0,2 m te neka je a = 0,15 m, a = 30°. Pretpostavite da je petlja na jednom mjestu
presjecena tako da kroz nju ne moZze poteci elektri¢na struja.

iA

Slika 17.14. Beskonacno dugi vodic i trokutasta petlja
Rjesenje:

Magnetski tok kroz trokutastu petlju, na koji utjece samo gibanje petlje okomito na pravocrtni vodic,
opisan je izrazom:
. b+a 1

y/:q):jédﬁ:““- [=car i c=r-b (17.407)
27 r
N b
odakle slijedi da je:
. b+a .
o=tol. [ (1—%-& - ”0'1-(a—b-1nb+“J (17.408)
2.7 ) r 2.7 b

Ako se u izraz (17.408) uvrsti izraz za elektri¢nu struju:

i =sin(100-7-t) (17.409)
onda je magnetski tok opisan izrazom:
»="th -(a—b-lnb+a)sin(100~ﬂ-t) (17.410)
2. b
gdje je:
b=b0+v-t~cosa=0,2+§~t (17.411)

Inducirana EMS, kojoj je smjer naznacen na Slici 17.14, opisana je izrazom:
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e=—— = T o T N T e e (17.412)

gdje je:
etrz—aa—ctpz—SO O(a—b In +a)cos(lOO-;z“[) (17.413)
ekrz—ﬁ-aﬁz—\/g'ﬂo- ¢ in? -sin (100 7 - t) (17.414)
2 0b 4.7 \b+a b+a

Zadatak 17.7. U ravnini z = 0 nalazi se kruzna tankozicana petlja polumjera a = 1 cm, kojoj je centar u
ishodistu koordinatnog sustava i kojom teCe sinusoidalna elektri¢na struja i = 100-sin(200-¢) A. Druga
se petlja nalazi na sjeciStu kugline sfere polumjera 7,= 1 m 1 koordinatnih ravninaz=01 y=0. Za
pozitivno odabrani smjer inducirane EMS, izvedite izraz za induciranu EMS u velikoj petlji.
Pretpostavite da je mala petlja magnetski dipol. Pretpostavite da je velika petlja na jednom mjestu
presjecena tako da kroz nju ne moze pote¢i elektri¢na struja.

Z M

—

Slika 17.15. Magnetski dipol i integracijska krivulja K
Rjesenje:

U sfernom koordinatnom sustavu (7, 3, ¢), vektorski magnetski potencijal koji stvara magnetski dipol
opisan je, izrazom:

21=”0'm'”’2“9.1p © m=ianx (17.415)
4.-7-r
1z izraza:
& r-€g r-sind-g,
Bovxi=— | 2 L 0 (17.416)
r”-sing | or 094
0 0 r-sind- A

slijedi da su komponente vektora magnetske indukcije opisane izrazima:

_ ,u~m-co3Sx9 ; _ p-m-sing B =0 (17.417)

B 3 ) ¢

T

By

2-7-r d-r-r
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Integracijska krivulja K obrubljuje jednu Cetvrtinu kugline sfere, Sto olakSava izracun inducirane
EMS. Magnetski tok kroz ovu Cetvrtinu kugline sfere, uslijed elektricne struje magnetskog dipola,
opisan je izrazom:

n /2
¥=0=[B-dS=[dp- [B]_ -1y sing-d3 (17.418)
s 0 0 ’
odakle slijedi da je:
m /2 .m . a2 T
@=L [sing-cos g-dg=L0" = 0 i (17.419)
2. A 4-r,
Budu¢i da je jakost elektri¢ne struje magnetskog dipola opisana izrazom:
i=100-sin(200-7) A (17.420)
slijedi da je magnetski je tok opisan izrazom:
2
=B AT G (200-1) (17.421)
o
Inducirana EMS u velikoj konturi opisana je izrazom:
2
__ 0P _ 004y a 0001 (17.422)
ot 7
Ako se u izraz (17.422) uvrste zadani podaci, dobije se da je:
e=-197392088-cos(200-¢) nV (17.423)

Zadatak 17.8. Na punu cilindri¢nu feromagnetsku LIH jezgru polumjera #,, duljine /, jednoliko je
namotana zavojnica koja ima ukupno N zavoja. Neka zavojnicom tece sinusoidalna elektricna struja
efektivne vrijednosti /, frekvencije f. Neka su znacajke feromagnetske jezgre x i p. Odredite izraz za
raspodjelu elektricnog i magnetskog polja unutar jezgre te izraz za nadomjesnu impedanciju jezgre.
Zanemarite pomacne elektricne struje 1 magnetski otpor okolnog prostora.

by ]

Slika 17.16. Ravna zavojnica namotana na punu feromagnetsku jezgru
Rjesenje:
S obzirom na to da postoji osna simetrija u odnosu na os z, zadatak se rjeSava u cilindricnom

koordinatnom sustavu (v, ¢, z). Uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja, za sinusoidalno
elektromagnetsko polje u jezgri, u fazorskom podrucju, vrijedi da je:

AH =72

st
>
e
Il
5
|tz

(17.424)

gdje je valna konstanta LIH feromagnetika (dobrog vodica) opisana izrazom:
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F=a+j f=o ur-el™ = %-(l+j) (17.425)

Budu¢i da je zanemaren magnetski otpor okolnog sredstva, jakost elektricnog polja i jakost
magnetskog polja imaju samo po jednu komponentu:

=H,%,=HE, ;

z

=E, €

a8
|txys

o= E&, (17.426)

Jakost magnetskog polja ima samo z komponentu, a jedini¢ni vektor z komponente ne mijenja smjer
u prostoru, jer je z pravocrtna koordinatna os, pa vrijedi izraz:

Aﬁzl.a_(r.ab’ J _H (17.427)

iz kojeg se lako dobije modificirana Besselova diferencijalna jednadzba:

0*H O0H —

2 2 2

. -2 522 H=0 17.428
6r2 or 4 ( )

r

Sto je poseban slucaj (n = 0) modificirane Besselove diferencijalne jednadzbe:

2 2 .2 2
. +pype—— . +n°) _O 1 2
02 ()/ r )H (17.429)

r

Partikularno rjeSenje Besselove diferencijalne jednadzbe (17.428) glasi:

H=C-3,(7-r)+D-Ky(7-r) (17.430)
gdje su:
To (;7 . r) - kompleksna modificirana Besselova funkcija prve vrste nultog reda,

1?0 (77 . r) - kompleksna modificirana Besselova funkcija druge vrste nultog reda,

C, D - nepoznati kompleksni koeficijenti.

Budu¢i da funkcija K, ()7 . r) poprima beskonacnu vrijednost za » = 0, u sluc¢aju pune feromagnetske

jezgre vrijedi da je kompleksni koeficijent D =0 pa je, u ovom slucaju, partikularno rjesenje
modificirane Besselove jednadzbe (17.428) opisano izrazom:

H=C-3,(7r) (17.431)
koji treba zadovoljiti grani¢ni uvjet:
Erroz%_ (17.432)
odakle slijedi da je:
521\;_, ! : gzN_'_.—__O_V'r) (17.433)
-70(7"’0) ¢ -70(7"’0)

Sada se fazor jakosti elektricnog polja moZze odrediti iz sljedeceg izraza:
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¢ 18, &
.1 -y 11|80 1 0H .
E=—|\VxH)= ——| — = - - 17.434
_K(X)KF 6r00 K@req’ (17.434)
0 0 H
odakle slijedi da je:
E=E,=-LX I 5r) (17.435)
L -70(7"’0)
jer je:
d - -
A7 rl=7-5(7-r) (17.436)

Prema izrazu (17.295), kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja ulazi u volumen V' kroz
zatvorenu plohu S opisana je izrazom:

~Spin=—§L-dS=—fExH -dS=Z-I (17.437)

%)
%)

gdje je S vanjska ploha feromagnetske jezgre, dok je Z nadomjesna impedancija feromagnetske jezgre.
Ako se izrazi (17.426) uvrste u izraz (17.437), dobije se sljede¢i izraz:

Sou=-§ExH 7i-dS=—§E-H" (§,x8,)7i-dS (17.438)
s s T
odakle slijedi da je:
Sy =—E-H")_, -2 70 (17.439)
gdje je:
— I W(7n —, It
E| --ZNL 1(_ o) o =N (17.440)
T L 0(7' ”0) =" ¢
Slijedi da je:
_ 7 N2 By _ _
Spul =1-N—-_1(_—°)-2-;z-r0-1-1* =Z-I? (17.441)
K L -70(7"’0)
odakle slijedi da je nadomjesna impedancija feromagnetske jezgre opisana izrazom:
_ 7 N2 37
Z:l.N_._l(_—O).z.ﬂ.ro (17.442)
K ! -70(7 ”0)

Napomena: Ako bi feromagnetska jezgra bila Suplji cilindar kojemu je vanjski polumjer 7, i1 unutarnji
polumjer r,,, onda bi raspodjela fazora jakosti magnetskog polja u feromagnetiku bila opisana izrazom
(17.430). Da bi se odredio izraz za fazor jakosti elektri¢nog polja, treba koristiti i dosad nekoristeni

1zraz:

L&, 7-r)--7-Ki(7-r) (17.443)

pa se dobije da je:
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E-E, —- .21 _ _7.[E.5(r)-D-K7-r) (17.444)

Ako se pomacne elektri¢ne struje zanemare i u feromagnetskoj jezgri i u cilindri¢noj Supljini, onda
je magnetsko polje u Supljini homogeno pa prema drugoj Maxwellovoj integralnoj jednadzbi, opisanoj
izrazom (7.61), vrijedi granicni uvjet:

E| 2zxr,=—jou-Hl -z (17.445)

'=hmn

=l

dok je drugi granicni uvjet opisan izrazom (17.432).
U ovom je slucaju kompleksna prividna elektromagnetska snaga opisana izrazom:

Spu=-E-H)_, 2 7enpe+(E-H7)

2emerg, l=2Z-1° (17.446)

350



18. TEORIJA ELEKTRICNIH MREZA I NJENA OGRANICENJA

Teorija elektricnih mreza (elektricnih krugova) jest poseban slucaj opée teorije elektromagnetskog
polja. Teorija vremenski promjenjivih elektricnih mreza jest pojednostavljeni prikaz zbivanja u
elektromagnetskom polju. To je, wustvari, -elektrokvazistaticka aproksimacija dinamickog
elektromagnetskog polja.

Elektricna mreza se sastoji od strujnih /ili naponskih izvora te grana i ¢vorova. Svaka grana
elektri¢ne mreZe se nalazi izmedu dva ¢vora.

Teorija vremenski promjenjivih elektricnih mreza zasnovana je na sljede¢im pretpostavkama:

o jakost struje duz bilo koje grane elektricne mreze je ista, a za svaki ¢vor mreze vrijedi prvi
Kirchhoffov zakon,

e 7za svaku zatvorenu konturu duz grana mreze vrijedi drugi Kirchhoffov zakon, $to znaci da je
napon jednoznacan jer ne ovisi o integracijskom putu.

Vazno je utvrditi kada ove pretpostavke vrijede, odnosno kada primjena teorije strujnih krugova daje
zadovoljavajuce rjeSenje. Ogranicenja su sljedeca:
e Duljina pojedine grane ogranicena je uvjetom kvazistati¢nosti polja. U protivnom ne vrijedi
pretpostavka da je u svakom trenutku jakost elektri¢ne struje duz pojedine grane ista.

e Dimenzije ¢vorova moraju biti takve da se u njima moze nakupiti samo zanemariva koliCina
elektri¢nog naboja. U protivnom ne vrijedi prvi Kirchhoffov zakon.

e Neophodno je da magnetsko polje koje stvaraju elektricne struje grana mreze izvan elemenata
mreze bude zanemarivo tako da te vremenski promjenjive elektricne struje u konturama i
granama elektricne mreze induciraju zanemarive elektromotorne sile u odnosu na elektricne
napone grana. U protivnom elektri¢ni naponi izmedu ¢vorova mreze nisu jednoznacni.

Prema izrazima navedenim u potpoglavlju 17.5, za mirujuéu zatvorenu konturu, prikazanu na Slici
18.1, koja se nalazi u vremenski promjenjivom elektromagnetskom polju, elektricni naponi duz krivulja
K1 K opisani su izrazima:

uly = [E-di' == [Vo- d/+j—d/_¢A Dy — _[—d/ (18.1)
K, K, K, K,

ukz = jE dr =— jw dr + j— d7 =, —p, — j; dr (18.2)
K, K, K, K,

e=u=u\l +ul = E-di =— I ——” S——— (18.3)

gdje je EMS inducirana u zatvorenoj konturi e jednaka naponu induciranom u zatvorenoj konturi u.

K, B

S ®

K,

Slika 18.1. Mirujuca zatvorena kontura izmedu tocaka A i B
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Za elektrokvazistaticku aproksimaciju dinamickog elektromagnetskog polja vrijedi da je:
%:o . uy=[E-di == [Vo-dl =p,— ¢, VK (18.4)
K K
Osnovni parametri elektricnih mreza su:
e radni otpor R,
e induktivitet L,

e kapacitet C.

To su tzv. koncentrirani parametri i treba ih razlikovati od raspodijeljenih parametara koji se
pojavljuju kod elektri¢nih vodova.

A i A i A i
+ + + ——
u R u[ L u —_C
_ _ C oe— |
B B B
a) b) c)

Slika 18.2. Naponi i struje osnovnih parametara elektricne mreze
Jakost elektricne struje koja tece kroz radni otpor R (Slika 18.2-a) opisana je izrazom:

u _ uAB (DA _(DB (185)

= =——=—

R R R
gdje je:
u=u,, - elektri¢ni napon izmedu ¢vorova A i B,
®,, ¢ - skalarni elektri¢ni potencijali ¢vorova A i B.

Elektri¢ni napon izmedu ¢vorova A i B jest tzv. uzduzni napon grane. Poprecni elektri¢ni napon
¢vora jest napon izmedu razmatranog ¢vora i referentnog ¢vora kojemu je skalarni elektri¢ni potencijal,
po pretpostavci, jednak nuli. To je ujedno i skalarni elektriéni potencijal ¢vora.”

Uzduzni elektricni napon na savrSenoj zavojnici induktiviteta L (Slika 18.2-b) opisan je izrazom:
di

=L— 18.6
u=L— (18.6)

dok je jakost pomacne elektricne struje koja tece kroz savrseni kondenzator kapaciteta C (Slika 18.2-
C) opisana izrazom:

i—c.du (18.7)

Sinusoidalne elektricne mreze rjeSavaju se na isti nacin kao i istosmjerne elektricne mreze, gdje se
pod istosmjernom elektri¢nom strujom podrazumijeva vremenski konstantna elektri¢na struja. Jedina je
bitna razlika da se kod sinusoidalnih elektricnih mreza koristi fazorska transformacija, odnosno
sinusoidalne elektricne mreze se rjeSavaju u fazorskom podrucju. Fazorskom transformacijom se

* X . v e .. o v . v . . oy e .

Cesto se skalarni elektricni potencijali ¢vorova (popre¢ni naponi ¢vorova) nazivaju elektricnim naponima
¢vorova, a tada se uzduzni elektri¢ni naponi grana elektricne mreze nazivaju padovima elektricnog napona. Dakle,
uzduzni elektricni napon grane elektricne mreze jednak je padu popre¢nog elektricnog napona izmedu ¢vorova te
grane.
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integro-diferencijalne jednadzbe iz vremenskog podru¢ja transformiraju u linearne algebarske

jednadzbe u fazorskom podrucju.

U fazorskom podrucju, jednadzbe (18.5) - (18.7) mogu se iskazati kompleksnim Ohmovim zakonom,

koji glasi:

i:z (EA_ (EB
VA

gdje je:

I - fazor jakosti elektricne struje razmatrane grane izmedu ¢vorova A i B,

U - fazor (uzduznog) elektriénog napona razmatrane grane,
Z - impedancija razmatrane grane,
@, - fazor skalarnog elektri¢nog potencijala ¢vora A,

@, - fazor skalarnog elektricnog potencijala ¢vora B.

Iz izraza (18.5) 1 (18.8), lako se dobije da je impedancija radnog otpora R:

Z =R

Sto znaci da impedancija radnog otpora ima samo realni dio.

Iz izraza (18.6) i (18.8), lako se dobije da je impedancija induktiviteta L:

Z =jwLl=j-X , X, =w-L
gdje je:
@ - kruzna frekvencija sinusoidalne elektri¢ne struje,

X7 - induktivni otpor; induktivna reaktancija.

1z izraza (18.7) i (18.8), lako se dobije da je impedancija kapaciteta C:

= 1 1
Z =—j——=—j-Xc ; Xc=
J - C J Ac C
gdje je X kapacitivni otpor ili kapacitivna reaktancija.

U sinusoidalnoj elektri¢noj mrezi vrijede Kirchhoffovi zakoni:
n _ N M
D=0 ; YE =X1L-Z
k=1 j=1 k=1
gdje je:
I, « - fazor jakosti elektri¢ne struje k-te grane,

Ej - fazor j-te EMS izvora u razmatranoj zatvorenoj konturi,

Z, « - iImpedancija k-te grane.

Ako je serijski povezano n impedancija, onda je ukupna impedancija:

Z,

M=

7=

w
o

Ako je paralelno povezano n impedancija, onda je ukupna impedancija:

N —
Il
M=

W
LR
N
NI —

dok za n paralelno povezanih admitancija vrijedi izraz:

Yo 5 Y=

M=

Y =

w
1]
N —

1
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19. RAVNI ELEKTROMAGNETSKI VAL

Ravni elektromagnetski val jest elektromagnetska pojava za koju veli¢ine polja ovise samo o jednoj
prostornoj koordinati i o vremenu.

Neka veli¢ine polja ravnog elektromagnetskog vala ovise samo o z koordinati pravokutnog
koordinatnog sustava. U tom slucaju, vektori jakosti elektricnog polja i jakosti magnetskog polja leze u
ravninama okomitim na koordinatnu os z (z = konst.), a ravni val se $iri u smjeru osi z. Dakle, vrijedi da

je:
E=E(z,0)-i+Ey(z,0)-] (19.1)

H=H,(z,0)-i+Hy(z,1)"] (19.2)

Ravni elektromagnetski val jest transverzalni val, jer su vektori elektromagnetskog polja okomiti na
smjer Sirenja vala.

U posebnom slucaju kada jakost elektricnog polja ima samo x-komponentu, a jakost magnetskog
polja ima samo y-komponentu, vrijedi da je:

E=E (z,0)-1=E(z,0)-1 (19.3)

H=H,(z0) j=H(z1)] (19.4)

Ovakav se elektromagnetski val naziva linearno polariziranim valom i §iri se u smjeru Poyntingovog
vektora:

F=ExH=E-H-k (19.5)

Vektori E i H medusobno su okomiti i okomiti su na koordinatnu os z. Ako su ovi vektor i
konstantni vektori u svakoj tocki ravnine z = konst., onda se za takvo elektromagnetsko polje kazemo
da je uniformno. Ako je polje uniformno, onda je gustoca energije u svakoj tocki ravnine z = konst.
konstantna.

Ravni elektromagnetski val moZze biti 1 druk¢ije polariziran, npr. kruzno polariziran ili elipticki
polariziran.

19.1. Linearno polarizirani ravni val u vodljivom LIH sredstvu

Za linearno polarizirani ravni elektromagnetski val, opisan izrazima (19.3) i (19.4), vrijedi da je:

™ i ok
Vx H = 0 0 6_ z_a_H._f ; VxE= 00 6— :5_E3 (19.6)
0z 0z oz 0z
0 H O E 0 O

1z izraza (10.1), (10.2) i (19.6), slijedi da prve dvije Maxwellove diferencijalne jednadzbe linearno
polariziranog ravnog vala u miruju¢em vodljivom LIH sredstvu bez nezavisnih izvora glase:

_OH OE | O oH

kE+e-— ; —=—-—pu— 19.7
o a . Ma (19D
Derivacije Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi (19.7) po z i po ¢ glase:
O*H OE  OE O°H O0E  0’E
- =K-—+¢- ; — =K—+& — (19.8)
0z° oz 0z Ot oz ot ot or?
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’E  H  ’E_ &°H
o2 Mo 0 wa Y2

(19.9)

1z prethodnih Sest diferencijalnih jednadzbi, opisanih izrazima (19.7) - (19.9), lako se dobiju dvije
diferencijalne jednadzbe, a to su prigusene valne jednadzbe ravnog elektromagnetskog vala u vodljivom
LIH sredstvu bez izvora:

O’E OE o

azz —,U‘K‘E—,U‘g‘ét—zzo (1910)
O’H oH o’ H

azz _IU‘K.E_IU.(?.TZO (1911)

koje su, ujedno, poseban slucaj prigusenih valnih jednadzbi polja u vodljivom LIH sredstvu bez izvora,
opisanih izrazima (17.267) i (17.268), uz supstitucije:
2 2
AE = 0 f ; AH= 0 I;I
0z oz

Prigusene valne jednadzbe (19.10) i (19.11) u vremenskom se podruc¢ju mogu rijesiti metodom
separacije varijabli. Medutim, od posebnog su interesa rjeSenje ovih diferencijalnih jednadzbi za
sinusoidalno elektromagnetsko polje. Tada se koristi fazorski zapis sinusoidalnih (vremenski
harmonijskih) veli¢ina.

(19.12)

Fazorskom se transformacijom valne jednadzbe priguSenog ravnog vala iz vremenskog podrucja
transformiraju u 1D Helmholtzove homogene diferencijalne jednadzbe u fazorskom podrucju, koje
glase:

27 2
56125_72.520 N R I ) (19.13)
z

Sto je poseban sluc¢aj Helmholtzovih homogenih diferencijalnih jednadzbi (17.273), uz supstitucije
opisane izrazima (19.12).

Valna konstanta y vodljivog LIH sredstva opisana je izrazima (17.119) - (17.121).

Rjesenja 1D Helmholtzovih homogenih diferencijalnih jednadzbi (19.13) glase:

E=E-e 7 +Ey,-¢/* ; H=H-¢ " +H, e* (19.14)

gdjesu E,, E,, H,, H, nepoznate kompleksne konstante.

Iz izraza (19.7) slijedi da druga Maxwellova diferencijalna jednadzba linearno polariziranog
sinusoidalnog elektromagnetskog vala u fazorskom podrucju glasi:

oE
0z

Ako se rjesenja homogenih Helmholtzovih diferencijalnih jednadzbi, opisana izrazima izrazi (19.14),
uvrste u izraz (19.15), dobije se da je:

=—jwuH (19.15)

ofF -« 7% + B, 7)

- =—j.w.y.(ﬁl.e*7'z+ﬁz.e7'2) (19.16)
A
odakle slijedi da je:

—7-E e’ +y-E,-e* =—j.w.y.(ﬁl e 7%+ H, ~e}7'z) (19.17)
paje:

-7 E+j-ouH)e? +(7E+jouH)e* =0 (19.18)



Iz izraza (19.18), slijedi da je:

~7-E+jouH =0 ; 7 E+jo-uHy=0 (19.19)
odakle slijedi da je:
b __L&_jou_z (19.20)
H, H, e
gdje je:
z,=Ll2H__ 7 (19.21)
¥ K+j-w-¢

valna impedancija vodljivog LIH sredstva.
Valna konstanta vodljivog LIH sredstva opisana je izrazom (17.119), koji glasi:

F=a+ j B (19.22)

gdje je a prigusna konstanta, dok je £ fazna konstanta, koje su opisane izrazima (17.120) i (17.121).
Iz izraza (19.21) i (19.22), slijedi da je:

Z, = = \p+j-a)=Z,e"" 19.23
v a2+ﬁ2(ﬁ] )=Z, (19.23)

gdje je:

___CH ;= arctgg (19.24)
\Iaz + ﬂz B

Brzina Sirenja elektromagnetskog vala opisana je izrazom (17.234).

Neka je:

Z,=\Z,

E =E-¢/? . E,=E, ¢ 7" (19.25)
1 1 2 2
H =H;-e/? ; H,=H, /" (19.26)

Iz izraza (19.14), (19.22), (19.25) i (19.26), slijedi da je:

E=E,.e/0e .o @iz | g oion ploatiB): (19.27)
17 _ Hl‘ejﬂH ‘e—(a+j-ﬂ}z + Hz‘ej'ﬁﬂm ,e(aJrj'ﬂ}z (19.28)

pa je:
E=E e % . Bz-ou) ooz oilBzr o) (19.29)
H = H, e @7 i Bz-om) | H,-e @z, Bz + o) (19.30)

Iz izraza (19.29) i (19.30), slijedi da su jakost elektricnog polja i jakost magnetskog polja u
vremenskom podrucju opisane izrazima:

E(Z, t)zEdir(Z’ t)+EinV(Z’ t)z\/EEl ‘eia.z ‘COS(a)‘t—ﬂ‘Z+(01E)
(19.31)

+ﬁ.E2.e“'z‘cos(w-t+ﬂ‘2+¢21§)
H(z,8)= Hyi(2,0) + Hipy (2,0) =2 - Hy -e” 7 -cos(@-t = B2+ py)
(19.32)
+\/5.[—[2.ea'Z‘COS((O‘t‘Fﬂ‘Z"’(DzH)
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Direktni elektromagnetski val se krec¢e u smjeru osi z, a inverzni elektromagnetski val u suprotnom
smjeru. Svaki se od tih valova priguSuje u smjeru svog Sirenja.

Fazni kutovi jakosti elektricnog polja i jakosti magnetskog polja povezani su preko kuta valne
impedancije sredstva. Vrijedi da je:

E. E o )
i AT (19.33)
H, H,
é:&.eﬁ(‘/’m*‘ﬂzﬂ):_z el =7 .ej'(‘per”) (19.34)
H, H, v v
odakle slijedi da je:
E
le_1 5 PH=PIE — Py (19.35)
ZV
E
Hy="% 5 om=¢u=0 -7 (19.36)

v

Iz izraza (19.31), (19.32), (19.35) 1 (19.36), slijedi da se jakost elektricnog polja i jakost magnetskog
polja, u vremenskom podrucju, mogu opisati i sljede¢im izrazima:

E(z, t)=x/5‘E1 ‘efa'z‘cos(a)‘t—ﬂ‘z+ (olE)
(19.37)

+ﬁ.E2.e“'z-cos(w‘t+ﬂ‘2+¢21§)

H(z,t)=x/5‘§‘efalz‘005(w‘f—ﬂ‘z+(01E -9,)
v (19.38)
- ﬁ-%‘e“'Z‘COS(w‘Hﬂ‘H%E -o,)
A%

Elektromagnetski val se prigusuje u smjeru svog Sirenja. Udaljenost d duz osi z za koju je a-Az =
o-d = 1 naziva se dubinom prodiranja elektromagnetskog vala, koja je opisana izrazima (17.285) -
(17.287).

19.2. Linearno polarizirani ravni val u dobrom LIH vodicu

U dobrim vodi¢ima, uz zanemarenje pomacnih struja, vrijedi izraz (17.146) prema kojemu je:

- U-K

5 (19.39)

a =p=

pa je valna impedancija dobrog LIH vodica opisana izrazom:

7, LR _JOpK_ Y |OM s (19.40)
¥ YK K K

Iz izraza (19.37), (19.38) 1 (19.40), slijedi da se jakost elektricnog polja i jakost magnetskog polja, u
vremenskom podrucju, mogu opisati sljede¢im izrazima:

E(z, t)=x/5‘E1 ‘efa'z‘cos(a)‘t—ﬂ‘z+ (olE)
(19.41)

+\/§.E2.e“'z-cos(w‘t+ﬁ‘2+¢21§)
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H(z,t)=ﬁ‘§‘e7“'z‘cos(w-t—ﬂ-z+(olE —7z/4)
\

(19.42)
- ﬁ‘%‘e“'z‘cos(a)‘t+ﬂ‘z+¢m —7z/4)

Ovdje se moze govoriti i 0 magnetodinamickoj aproksimaciji linearno polariziranog uniformnog
ravnog vala, odnosno o difuzijskoj aproksimaciji linearno polariziranog uniformnog ravnog vala.

19.3. Linearno polarizirani ravni val u savrSenom LIH dielektriku

U miruju¢em savrsenom LIH dielektriku vrijedi izraz (17.122) prema kojemu je:

a=0 ; f=ow-\Juc¢ (19.43)
pa je valna impedancija savrSenog LIH dielektrika opisana izrazom:
ZV:J.aj.yzj..a).ﬂ:\/Zzzv ;@ =0 (19.44)
Y i-B €

odakle slijedi da valna impedancija savrSenog LIH dielektrika ima samo realni dio, pa se u tom slucaju
govori 1 0 valnom otporu savrsenog LIH dielektrika.
1z izraza (17.44), slijedi da je valna impedancija (valni otpor) vakuuma:

ZV =Z,=2,= f& =376,730313668 Q (19.45)
&

Neka je ¢ =@, =0. U tom je slucaju, prema izrazima (17.37) 1 (17.38):

E(z,t)=x/5‘E1 cos(@w-t—f-z)+ x/E‘Ez -cos(@-t+f-z) (19.46)
Ly 1)
H(z,t)zx/E‘Z—‘cos(a)‘t—ﬂ‘z)—\/E-Z—‘cos(a)-t+ﬂ-z) (19.47)

Slijedi da su direktna komponente jakosti magnetskog polja i direktna komponente jakosti
elektri¢nog polja istofazne:

Egi(z.)=N2E, -cos(wt— B-z) (19.48)
Hy (2, t)=x/5‘§‘cos(w‘t—ﬂ‘z) (19.49)
dok su inverzne komponente protufazne:
Eypy(2,)=2E, cos(a-t + f-z) (19.50)
Ey
Hinv(z,t)z—x/E-Z—‘cos(a)-t+ﬂ‘z) (19.51)

v

U posebnom slucaju kada je ¢ =@, =0 1 E| = E,, tada se radi o tzv. stojnom valu kod kojeg su
nul-tocke vala nepomicne. 1z izraza (19.45) 1 (19.46), uz supstituciju E; = E,, slijedi da je:

E(z,t)=\/5‘E1 Jcos(w-1 = B-z)+cos(w-t+ f-2)] (19.52)

H(z,t)=x/5‘§‘[cos(a)‘t—ﬂ‘z)—cos(w‘t+ﬂ‘z)] (19.53)

v
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odakle slijedi da je:
E(z,t)=2‘\/5-E1‘cos(ﬂ‘z)‘cos(a)‘t) (19.54)

H(z,t)=2.\/5.§.sin(ﬂ.z).sin(w.t) (19.55)

v

Na razmaku od jedne valne duljine (1) prostorna faza se promijeni za 2- 7 pa vrijedi da je:

B-A=2-7 : A= =2‘7” (19.56)

Y
A
gdje je v brzina vala, dok je f* frekvencija vala.

Slijedi da je za f= 50 Hz u zraku valna duljina 4 = 6000 km = 6 Mm.
Direktni i inverzni val nose sa sobom energiju koja se opisuje Poyntingovim vektorom:

[y=E xH =EH & (19.57)
Fy=E,x iy =E, H;-(-k) (19.58)

Iz izraza (12.30), slijedi da je srednja vrijednost plosne gustoce snage direktnog vala, odnosno plosna
gustoca radne snage direktnog vala opisana izrazom:
R =T, =RelE T (19.59)
dok je plosna gusto¢a radne snage inverznog vala:
P, = Iyy =RelE, 113) (19.60)

U zraku se energija sadrzana u direktnom i inverznom valu prenosi brzinom svjetlosti.

19.4. Zadaci

Zadatak 19.1. Pomoc¢u kompleksnog Poyntingovog teorema, izraCunajte unutarnju impedanciju, radni
otpor i unutarnji induktivitet po jedinici duljine pravokutnog bakrenog vodica kojim teCe sinusoidalna
elektricna struja, uz pretpostavku da je:/>>a>>b. Neka je zadano: a = 1 cm, b = 0,05 cm,
k=56 MS/m, y= p,, o= 10° rad/s. Zanemarite pomacne elektri¢ne struje.

/ /{

/

Y

Slika 19.1. Pravokutni bakreni vodic
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Rjesenje:

Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se, u dobrom vodicu, koristi magnetodinamicka aproksimacija
ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala. Fazori vektora jakosti elektri¢nog
polja i jakosti magnetskog polja leZe u ravnini (y, z) i ovise samo o varijabli x. Vrijedi da je:

E=E,j=Ej ; H=H,k=Hk (19.61)

Fazor jakosti magnetskog polja i fazor jakosti elektricnog polja opisani su 1D Helmholtzovim
homogenim diferencijalnim jednadzbama:

2

a=C g (19.62)
0x
y—
ZE=ZLE 2 (19.63)
ox
gdje je ¥ valna konstanta dobrog vodica, koja je opisana izrazom:
F=a+ j-p=(1+j)a ; a=pB= % (19.64)
Partikularno rjeSenje Helmholtzove diferencijalne jednadzbe (19.62) glasi:

H=He " +H, e~ (19.65)
gdje su H, |1 H , nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti zadane grani¢ne uvjete.
Budu¢i da je:

H| =0 (19.66)
slijedi da je:
paje:
H=H, (e —e 7 )=2. H, sh(7x) (19.68)

Preostala kompleksna konstanta H. , moze se, prema Slici 19.2, odrediti pomo¢u Ampereovog zakona.

Slika 19.2. Integracijska krivulja K

Prema Slici 19.2, vrijedi da je:
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§Q-d/=§ﬁ-dz= §E-dz=i (19.69)
K K
odakle slijedi da je:

.dz+0+j17\ dz + 0=1 (19.70)
b x=—b

Ako se izraz (19.68) uvrsti u izraz (19.70), dobije se da je:

~2-a-2-H,-sh(7-b) + 2-a-2-H, -sh(-y-b)=1 (19.71)
odakle slijedi da je: B B
Hy=—oo—t oL shlrx) (19.72)
8-a-sh(y-b) 4-a sh(y-b)

Fazor vektora jakosti elektricnog polja moze se odrediti iz prve Maxwellove diferencijalne
jednadzbe, koja u ovom slucaju glasi:

Tk
FoL]9 o o|-_L.0H (19.73)
K | Ox _ K 0x
0 0 H
odakle slijedi da je:
— — = —_ = 1 ﬁ -
EZEy.JZE.JZ__.a_.J (19.74)
K 0x
pa je:
Fot A ch(px) 5 T ch(7-x) (19.75)
k 4-a sh(y-b) ¥ 4-a sh(y-b) '
gdje je:

7 =L (19.76)
K

valna impedancija bakrenog vodica, uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja.

U ovom slucaju, fazor Poyntingovog vektora opisan je izrazom:
[=Exi' =E-0 -(jxk) =E-H" 3 (19.77)

dok je kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja ulazi u jedinicu duljine vodia opisana
izrazom:
§p,ul :P+j.Q:I2 Z&n :—§]_:d§ =_§f_1.ﬁds (19.78)
N N

koji se svodi na integraciju po dvije plohe koje su okomite na x os (Slika 19.3):

Spu= - | [E-H"T-T-ds + [E-H"-T-(-7)ds (19.79)

N S

odakle slijedi da je: | 2
Sp=—[E-H"-dS+ [E-H"-dS (19.80)

S, S,
_p’ul——(E-ﬁ*)x:b-2~a+(E-ﬁ*)x}b~2~a (19.81)
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3 Im
i’
l‘l

Slika 19.3. Integracijske plohe

Ako se izrazi (19.72) 1 (19.75) uvrste u izraz (19.81), dobije se sljedeci izraz:

7 h(r _ _
S ul:zv-l ! -"h(f b)zzv- ! ccth(7-b)=12-Z1
P> 4.-a sh(7/~b) 4.-a

odakle slijedi da je jedini¢na unutarnja impedancija vodica opisana izrazom:

=fva cth(7-b)

= 7y 1 _
Zhy=L—-ctn(y-0)
K 4-a
Za vodic¢ vrijedi da je:
Z&n :R+j‘w‘Lun :R+j‘XLun
gdje je:
R - jedini¢ni radni otpor vodica; radni otpor po jedinici duljine vodica,
L, - jedini¢ni unutarnji induktivitet vodica,
X1, - jedini¢na unutarnja induktivna reaktancija.
Za y = (1+))-a, vrijedi sljedeéi izraz:

sh(2-a-x) — j-sin(2-a-x)
ch(2-a-x)—cos(2-a-x)

cth(y-x) =

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

a:wf“”z“”‘ —187578884 m~! : 2.a-b=187578884

cth(7-b) =0,9137847048 £ —16,66524733°

Z, =4737082174-107° £ 45° Q

Z! =1082168309-107 £ 28,33475267° Q/m

R=9525133293-10"* Q/m ; X, =5136210755-10 Q/m

1
Ly =—+ Xy =5136210755-107° H/m
[

un
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Zadatak 19.2. Pomoc¢u kompleksnog Poyntingovog teorema, izraCunajte unutarnju impedanciju, radni
otpor i unutarnji induktivitet po jedinici duljine pravokutnog bakrenog vodica. Neka se vodi¢ nalazi u
utoru i neka njime teCe sinusoidalna elektri¢na struja frekvencije f = 50 Hz. Pretpostavite da je
permeabilnost Zeljeza beskonacna, da su sve silnice u bakrenom vodicu paralelne koordinatnoj osi x te
da je jakost magnetskog polja u bakrenom vodicu duz silnice konstantna. Neka je zadano: # = 2 cm,
b =8 mm, k=57 MS/m. Zanemarite pomacne elektricne struje.

I
h ®ﬂl}:x l[‘tl:nz_)c0

<

5]

- |—
Y=

Slika 19.4. Pravokutni bakreni vodic¢ u utoru
Rjesenje:
Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se, u dobrom vodicu, koristi magnetodinamicka aproksimacija
ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala. Fazori vektora jakosti elektri¢nog
polja i jakosti magnetskog polja leZe u ravnini (X, y) 1 ovise samo o varijabli z. Vrijedi da je:

E=E,j=E-j ; H=H_i=H1i (19.92)

Fazor jakosti magnetskog polja opisan je 1D Helmholtzovom diferencijalnom jednadzbom:

-
Aﬁ:i’j:ﬁ-ﬁ (19.93)
z

¢ije partikularno rjesenje glasi:
H=H;e7*+H,e* (19.94)

gdje su H, |1 H , nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti zadane grani¢ne uvjete:

— — I
=0 s H[ = (19.95)
odakle slijedi da je:
b7 J.M_'Z) (19.96)
b sh(y-h)

Fazor vektora jakosti elektricnog polja moze se odrediti iz prve Maxwellove diferencijalne
jednadzbe, koja u ovom slucaju glasi:

i] ok
E:l 0 0 9 :lé_HE (19.97)
K oz K Oz
H 0 0
odakle slijedi da je: _
Ezgy.jzg]zl.a_H.j (19.98)
K Oz
paje:
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.ch(;7-z)
RN (19.99)

gdje je ZV valna impedancija bakrenog vodica, koja je opisana izrazom (19.76).

1
b

U ovom slucaju, fazor Poyntingovog vektora opisan je izrazom:
[=Exi’ =E-0 -(jxi)=E-H"-(-k) (19.100)

dok je kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja ulazi u jedinicu duljine vodica opisana
izrazom:

Sp’u1=P+j.Q=I2.Z}nz_i:z.dg :i;]_”.l;.ﬁ.ds (19.101)

N N

koji se svodi na integraciju po dijelu plohe z = / koji pripada jedinici duljine vodica:

§p,ul = J(E'ﬁ*)z:h (EE)dS = (E'ﬁ*)z:h'b (19102)
SZ
Ako se izrazi (19.96) 1 (19.99) uvrste u izraz (19.102), dobije se sljedeci izraz:
_ _ J.T* 7. _ 2 .
Spu1=Zv'i~M =7, Letn(z-n)=12-Z), (19.103)
’ b sh(y-h) b

odakle slijedi da je jedini¢na unutarnja impedancija vodica opisana izrazom:

ZL=R+j o Ly, = -cth(?-h)z%-cth(f-h) (19.104)

N

A
b
Za y = (1+ j)-a vrijedi sljede¢i izraz:

sh(2-a-h) - j-sin(2-a-h)

cth(7h) = ch(2-a-h)—cos(2-a-h) (19.103)
Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
a=\m [y =1060723763 m™' ; 2-a-h=4,242895053 (19.106)
cth(7-h) =0,9870867411 £ 1,468072449° (19.107)
Z,=2,631736722-10"°£45° Q (19.108)
Z! =3247190531-10~* £ 46,46807245° Q/m (19.109)
R=2236530654-10"* Q/m ; X, =2354182868-107% Q/m (19.110)
Ly, =$-XLUH =7,493596808-10~7 H/m (19.111)

Zadatak 19.3. Neka se u utoru elektrinog stroja, okruzenom beskona¢no permeabilnim sredstvom,
nalazi ukupno 7 jednakih dionih pravokutnih dobrih LIH vodica istih znacajki (u, k). Neka su dioni
vodici povezani tako da kroz njih tece sinusoidalna elektri¢na struja iste efektivne vrijednosti. Pomocu
kompleksnog Poyntingovog teorema, odredite faktor porasta radnog otpora i faktor smanjenja
unutarnjeg induktiviteta uslijed potiskivanja elektricne struje (skin efekta) za pojedini dioni vodic.
Pretpostavite da su sve silnice u dionim vodi¢ima paralelne koordinatnoj osi x te da je jakost magnetskog
polja u dionim vodi¢ima duZ silnice konstantna. Zanemarite pomacne elektricne struje.
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b Hpe = ®

n-hl 7

h 4

<

Slika 19.5. Pravokutni dioni vodic¢i u utoru
Rjesenje:
Jedini¢ni radni otpor i-tog dionog vodica protjecanog vremenski konstantnom elektricnom strujom
opisan je izrazom:

R<DC: 1
! K-b-h

(19.112)

gdje je b Sirina utora, dok je / visina dionog vodica. Buduci da su svi dioni vodi¢i istih dimenzija i
nacinjeni su od istog materijala, jedini¢ni radni otpor svakog pojedinog dionog vodica je isti.
Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se raspodjela jakosti magnetskog polja u svim dionim vodi¢ima
protjecanim vremenski konstantnom elektri¢nom strujom moze opisati istim izrazom, koji glasi:
)
DC b . h
gdje je [ jakost vremenski konstantne elektri¢ne struje.

(19.113)

Slijedi da je magnetska energija pohranjena u magnetostatickom polju, po jedinici duljine i-tog
dionog vodica, opisana sljede¢im izrazom:

Wrgﬁ_g j H2b- dz—z L 1 (19.114)
(i~1)n

odakle slijedi da je jedini¢ni unutarnji induktivitet i-tog dionog vodica protjecanog vremenski
konstantnom elektricnom strujom opisan izrazom:

-h
Lll?fl:élfb-[&i-(i—l)ﬂ] (19.115)
Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se kod sinusoidalne elektricne struje, u dobrom vodicu, koristi
magnetodinamicka aproksimacija ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala.
Fazori vektora jakosti elektricnog polja i jakosti magnetskog polja leZe u ravnini (x, y) i ovise samo o
varijabli z. Vrijedi da je:

. H=H_i=H-i (19.116)

Pm
.l

E,j=Ej
Fazor jakosti magnetskog polja u dionim vodi¢ima opisan je 1D Helmholtzovom diferencijalnom

jednadzbom:

o*H =

AH = =72 (19.117)
0z’

¢ije partikularno rjeSenje u i-tom dionom vodicu glasi:
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H=A-e 7 +B-e’* ; (i-1)-h<z<ih (19.118)

gdje su Zi i B; nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti sljedeée graniéne uvijete:

_@=)r =
=) p ;M

il
e 19.119
5 ( )

odakle se dobije da je:

Aeshlp-z—pli=1)-h]-(=1)-shly-z—7i-4] (19.120)

sh(7-#)

1z izraza (19.97), slijedi da je fazor jakosti elektricnog polja u i-tom dionom vodicu opisan izrazom:

H =

S|~

Ezl'a_H:Z.i. z~ch[7/~z—7/(z—1)-h]—_(z—1)-ch[;/~z—;/-z~h] (19.121)
Kk 0z Kk b sh(y-h)
Ako se za jedinicu duljine i-tog dionog vodi¢ primijeni kompleksni Poyntingov teorem:
127} =—§I-dS =—{[-ii-dS=§E-H* -k-ii-dS (19.122)
N s s
dobije se da je:
Pz =v-E-m)_, -0-E-H)_ (19.123)
odakle slijedi da je jedini¢na unutarnja impedancija i-tog dionog vodica opisana izrazom:
= : 7 (2. oy 24ie(i-1)
Zl =R+ joo-Lyy =2 +(i=1) ) cth (7 -h)- =22 19.124
un,1 1 J un,1 b-K |:( ( ) ) (7 ) Sh(}7h) ( )
Budu¢i da je:
P2 4(i-1F =2-i-(i-1)+1 (19.125)
izraz (19.124) moze se napisati u sljede¢em obliku:
AR cth(77-h)+2-i-(i—1)-M (19.126)
bk sh(7-h)
Ako se uizraz (19.126) uvrsti supstitucija:
7h=01+j)ah=0+j)& ; E=a-h (19.127)

onda se dobije sljedeci izraz:

71 _(+))¢ '{sh(2-§)—j-sin(2-§)+2‘i'(i_1)‘ sh(¢)+ j-sin(.f)} (19.128)

uni o e ch(2-&) —cos(2-¢) ch(&)+ cos(¢)

Iz izraza (19.128) slijedi da je jedinic¢ni radni otpor i-tog dionog vodica protjecanog sinusoidalnom
elektricnom strujom opisan sljede¢im izrazom:
R = & sh(2-&)+sin (2-¢) e2.-(i-1) sh(&)—sin (&) (19.129)
b-x-h | ch(2:&)—-cos(2:¢) ch(&)+cos (&)

te da je jedini¢ni unutarnji induktivitet i-tog dionog vodic¢a protjecanog sinusoidalnom elektricnom
strujom opisan izrazom:
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5 {Sh(lf)—sin(izz;+2,i,(i_1).M} (19.130)

Wiy kb ch(2-¢) - cos(2- ch(&)+cos(¢&)
Budu¢i da je:
go @ & @ & u_ph (19.131)
2 C kho ko koa 2-a 2-& '
slijedi da je:
_ u-h sh(2-&)—sin(2-¢) (i ‘sh(§)+sin(§)
Funi Cb2-& Lh(2-§)—cos(2-.§)+2 i+6-1) ch(&)+cos(¢&) (19.132)

Ako se u pravokutnom utoru nalazi n jednakih dionih vodica visine % (Slika 19.5), kojima tece ista
sinusoidalna elektricna struja, onda potiskivanje elektri¢ne struje raste od najdonjeg dionog vodica
(vodica 1) prema najgornjem dionom vodicu (vodicu n).

Faktor porasta radnog otpora i-tog dionog vodica uslijed skin efekta definiran je sljede¢im izrazom
R

ki = (19.133)

1

dok je faktor smanjenja unutarnjeg induktiviteta i-tog dionog vodica definiran izrazom:

Lun i
o =l (19.134)

1 DC
un, i

Ako se izrazi (19.112) 1 (19.129) uvrste u izraz (19.133), dobije se da je faktor porasta radnog otpora
(ujedno i faktor porasta snage gubitaka) uslijed skin efekta u i-tom dionom vodicu opisan izrazom:

ki = (&) +i-(=1)-%:(E) 5 E=a-h (19.135)
gdje je: ( ) ( )
_ . sh(2-&)+sin(2-&

E)=E ) —eosl2.?) (19.136)
_ . sh(&)-sin(¢)

Pr(£)=2-¢ () s cos(?) (19.137)

Ako se izrazi (19.115) 1 (19.130) uvrste u izraz (19.134), dobije se da je faktor smanjenja unutarnjeg
induktiviteta uslijed skin efekta u i-tom dionom vodicu opisan izrazom:

=g O ) e (19.138)
s (2-£)sin2-2)
_ 1 sh(2-&)-sin(2-¢
¢L(§)_2 & ch(2-&)-cos(2-¢) (19-139)
1 sh(&)+sin(&)
) ) reosll) (19-140)

Na vrlo visokim frekvencijama mogu se koristiti sljede¢e aproksimacije:

3-[2-i-(i—1)+1]
2-&-[3-i-(i-1)+1]

kRiz[z.i.(i_])+]].§ ; ki =~ (19.141)
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Zadatak 19.4. 1zracunajte unutarnju impedanciju, radni otpor i unutarnji induktivitet po jedinici duljine
pravokutnog bakrenog vodica. Neka se vodi¢ nalazi u utoru i neka njime tece sinusoidalna elektri¢na
struja frekvencije /= 50 Hz. Pretpostavite da je permeabilnost zeljeza beskonacna, da su sve silnice u
bakrenom vodicu paralelne koordinatnoj osi x te da je jakost magnetskog polja u bakrenom vodicu duz
silnice konstantna. Neka je zadano: 4 =2 cm, b = 8 mm, k= 57 MS/m. Zanemarite pomacne elektricne
struje. Zadatak rijeSite koriste¢i analitiCke izraze za porast radnog otpora i smanjenje unutarnjeg
induktiviteta vodica u utoru. Vodi¢ je prikazan na Slici 19.4.

Rjesenje:
Ovaj je zadatak jednak zadatku 19.2, ali ga treba rijeSiti na drugi nacin. U sluc¢aju samo jednog dionog

vodic¢a u utoru (i = 1), prema izrazima (19.135) 1 (19.136), faktor porasta radnog otpora u vodicu uslijed
skin efekta opisan je izrazom:

L _, sh(2-&)+sin(2-8)
kr=kry =gr (£)=¢ ch(2-&)—cos(2-) S=a-h (19.142)

dok je, prema izrazima (19.138) 1 (19.139), faktor smanjenja unutarnjeg induktiviteta uslijed skin efekta
u vodicu opisan izrazom:

ho—3.0 ()3 sh(2§)-sin@-8) .
bk =3 0= ) S (19.143)

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

a=yrf-u,-x =1060723763 m™' ; E=a-h=2121447527 (19.144)
kp =2,039715957 ke =0,7155857841 (19.145)

Prema izrazu (19.112), jedini¢ni radni otpor vodica protjecanog vremenski konstantnom elektricnom
strujom opisan je izrazom:

Ry, = R™ —— 1 —1096491228-10* Q/m (19.146)
K-b-h

dok je, prema izrazu (19.112), jedini¢ni unutarnji induktivitet zadanog bakrenog vodica protjecanog
vremenski konstantnom elektriénom strujom opisan izrazom:

Loy =Loy =‘;(+'bh=1,o47197551-106 H/m (19.147)
Slijedi da je jedini¢ni radni otpor vodica protjecanog sinusoidalnom elektricnom strujom:
R=ky R,.=2,236530654- 107 Q/m (19.148)
dok je jedini¢ni unutarnji induktivitet vodica protjecanog sinusoidalnom elektri¢nom strujom:
L, =k -LP€ =7,493596808-10~ H/m (19.149)
pa je jedini¢ni induktivni otpor vodica protjecanog sinusoidalnom elektricnom strujom:
X =@- Ly, =2,354182868-107* Q/m (19.150)
Konacno je jedini¢na unutarnja impedancija vodica protjecanog sinusoidalnom elektri¢nom strujom:
Z! =R+ J- X1 =3247190531- 107 £ 46,46807245° Q/m (19.151)

Zadatak 19.5. 1zracunajte unutarnju impedanciju, radni otpor i unutarnji induktivitet po jedinici duljine
pravokutnog bakrenog vodica kojim tece sinusoidalna elektri¢na struja, uz pretpostavku da je:
{>>a>>b. Neka je zadano: a =1 cm, b= 0,05 cm, x =56 MS/m, u= y,, o = 10° rad/s. Zanemarite
pomacne elektri¢ne struje. Zadatak rijesite koriste¢i analiticke izraze za porast radnog otpora i smanjenje
unutarnjeg induktiviteta dionih vodica u utoru. Vodic je prikazan na Slici 19.1.
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Rjesenje:

Ovaj je zadatak jednak zadatku 19.1, ali ga treba rijesiti na drugi na¢in. Zadani vodi¢ se moze
promatrati kao poseban slucaj pravokutnog vodica u utoru elektri¢nog stroja jer se svaka od polovica
vodi¢a ponasa kao vodi¢ u utoru (Slika 19.4). Pritom je Sirina utora 2-a, dok je visina razmatrane
polovice stvarnog vodica u utoru . Naime, na sredini ovog vodica kao i na dnu utora jakost magnetskog
polja jednaka je nuli. Dakle, polovica ovog vodica razmatra se kao vodi¢ u utoru, dok je faktor porasta
radnog otpora kao i faktor smanjenja unutarnjeg induktiviteta uslijed skin efekta isti za polovicu vodica
i za cjelokupni vodic.

U slucaju samo jednog dionog vodica u utoru (i = 1), prema izrazima (19.135) i (19.136), faktor
porasta radnog otpora u vodicu uslijed skin efekta opisan je izrazom:

L _ . sh(2-&)+sin(2-8)
kr=kry =gr (£)=¢ ch(2-&)—cos(2-&) =a-b (19.152)

dok je, prema izrazima (19.138) 1 (19.139), faktor smanjenja unutarnjeg induktiviteta uslijed skin efekta
u vodicu opisan izrazom:

Ch 230 ()3 sh(2§)-sin@-8) .
bk =30 )= s ) S (19.153)

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

O MK 187578884 m” 5 E=a-b=0,93789442 (19.154)

o=

kg =1,066814927 ; ky =0,9809439966 (19.155)

Prema Slici 19.1, jedini¢ni radni otpor cjelokupnog vodica protjecanog vremenski konstantnom
elektriénom strujom opisan je izrazom:

1
R, =R =————=8928571429-10* Q/m (19.156)
K-4-a-
dok je, prema Slici 19.1, uz uvedene pretpostavke, koje problem svode na magnetodinamicku

aproksimaciju ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala, jakost magnetskog
polja u vodicu protjecanom vremenski konstantnom elektricnom strujom opisana izrazom:
1 I-x
Hye=--%=-——"  _p<x<bh 19.157
pe 2-a 4.-a-b ( )
gdje je I jakost vremenski konstantne elektri¢ne struje. Treba istaknuti da, kod izracuna jakosti
magnetskog polja, integracijska krivulja prolazi kroz srediSte vodica, gdje je jakost magnetskog polja
jednaka nuli.
Slijedi da je magnetska energija pohranjena u magnetostatickom polju, po jedinici duljine
cjelokupnog bakrenog vodica, opisana sljede¢im izrazom:

b
1
Woe =L [ 12 2eavdx=—- 10517 (19.158)
2 5 2
odakle slijedi da je jedini¢ni unutarnji induktivitet cjelokupnog vodica protjecanog vremenski
konstantnom elektri¢nom strujom opisan izrazom:

LPC =1“2°—'b=5,235987756-109 H/m (19.159)
-a

Slijedi da je jedini¢ni radni otpor cjelokupnog vodiCa protjecanog sinusoidalnom elektricnom
strujom:

R=ky R, =9,525133279-10* Q/m (19.160)
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dok je jedini¢ni unutarnji induktivitet cjelokupnog vodica protjecanog sinusoidalnom elektricnom
strujom:

L, =k -LP¢ =5136210755-107 H/m (19.161)
pa je jedini¢ni induktivni otpor vodica protjecanog sinusoidalnom elektricnom strujom:
Xy =@- Ly, =5136210755-10™ Q/m (19.162)

Konacno je jedini¢na unutarnja impedancija vodica protjecanog sinusoidalnom elektri¢nom strujom:

Z! =R+ J X = 1,082168309-107 £ 28,33475267° /m (19.163)
Zadatak 19.6. Pomocu kompleksnog Poyntingovog teorema, izracunajte jedini¢nu impedanciju
dvozi¢nog voda kojim tece sinusoidalna elektricna struja, uz pretpostavku da je: ¢ >>a >>b. Neka je
zadano: a = 1 cm, b= ¢ = 0,05 cm, k=56 MS/m, y= p,, v = 10° rad/s. Zanemarite poma&ne

elektri¢ne struje.

2:b 2¢ | 2b_

A
;

L 4 4 0

Slika 19.6. Dvozicni elektricni vod
Rjesenje:
Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se, u dobrim vodi¢ima, koristi magnetodinamicka aproksimacija

ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala. Fazori vektora jakosti elektri¢nog
polja i jakosti magnetskog polja leZe u ravnini (y, z) i ovise samo o varijabli x. Vrijedi da je:

E=E,j=Ej ; H=H,k=Hk (19.164)

Fazor jakosti magnetskog polja opisan je 1D Helmholtzovom homogenom diferencijalnom
jednadzbom:

y—
s =L g (19.165)
Ox
¢ije je partikularno rjeSenje glasi:
H=H,e " +H, e~ (19.166)

gdje su H, 11 H , nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti zadane grani¢ne uvjete. Uz
uvedene pretpostavke, vrijedi da je:

H=0 za |x 2c+2-b (19.167)

H=konst. za | <c (19.168)

Funkcija koja opisuje raspodjelu jakosti magnetskog polja jest parna funkcija ovisna o x, dok je
funkcija koja opisuje raspodjelu jakosti elektricnog polja neparna funkcija, takoder, ovisna o x.
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Unutarnje impedancije vodica su medusobno jednake. Stoga je dovoljno odrediti jedini¢nu unutarnju
impedanciju samo jednog vodica. Neka je to desni vodi¢ (x > 0) prikazan na Slici 19.6.

Ako se, prema Slici 19.7, primijeni Ampéreov zakon:

§Q-di=§ﬁz-dz= §17-dz= Tﬁxf dz =1 (19.169)
K K K Sa
dobije se da je: B
— 1
H, =5 (19.170)
/f I
J\K

Slika 19.7. Integracijska krivulja K

Dakle, raspodjela jakosti magnetskog polja u desnom vodicu opisana je izrazom (19.166), dok su
grani¢ni uvjeti:

i -5— ¢ 0 =0 (19.171)
x=c¢  2.q x=c+2-b
odakle slijedi sustav linearnih jednadzbi:
Hye 74 Hye7 = (19.172)
2-a
ﬁl.e*?'(c+2-b)+ ﬁz_e?-(m 2-b)=0 (19.173)
¢ija su rjeSenja:
_ ] o Te+2b) _ 7 o e+ 20)
H = 2ea Q2T _ g2¥b Hy=- P T (19.174)

Slijedi da je jakost magnetskog polja u desnom vodicu opisana izrazom:
I_ e }7-():7072-17) _ e?-(xfcflb)

H= 5 (19.175)

2-a ‘ e
Fazor vektora jakosti elektricnog polja moze se odrediti iz prve Maxwellove diferencijalne
jednadzbe, koja u ovom slucaju glasi:

i ] k
Fol]o g ol=-Ll0 5 (19.176)
K | Ox _ K Ox
0 0 H

odakle slijedi da je:
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E-E G=FE- i=—_—.2173 19.177
278y I 0x ! ( )
pa je:
o i ef?(x c 2-b)+ey(x c 2b)
L (19.178)
gdje je:
ZV=£ (19.179)

valna impedancija bakrenog vodica, uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja.
U ovom slucaju, fazor Poyntingovog vektora opisan je izrazom:

F=Exi' =E-0 -(jxk) =E-7" 3 (19.180)
dok je kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja ulazi u jedinicu duljine desnog vodica opisana
izrazom:

§p,ul :P+j-Q:[2.Z&n :—§]_:'d§ =_§f_1.ﬁd5 (19.181)
N N
koji se svodi na integraciju po plohi S koja lezi u ravnini x = ¢ (Slika 19.8):
§p,ul - JE'E* -f-(—f)-dS:(E.ﬁ*)x:c 2-a=17Zy, (19.182)

Sl
jer je fazor Poyntingovog vektora na plohi S, jednak nuli te lezi u Cetiri preostale integracijske plohe.

7y < 1> i,
i
-S 1 S 2
r"‘
¥
/ Im
K
l(’

Slika 19.8. Integracijske plohe

Iz izraza (19.178), slijedi da je:

25:b —25b

+ e

= Z,-1 e Z,-1 N
El,_.~= 2ea 2T _ S2b 2., -cth(2-7-b) (19.183)
dok iz izraza (19.174) slijedi da je:
| = (19.184)
X=c 2.a

Ako se izrazi (19.186) 1 (19.184) uvrste u izraz (19.182), dobije se sljedeci izraz:

_ _ J.JF _ 2 _
Sp’uIZZV.I Ia Cth(zyb)zzvzl_acth(zyb)zlzZle (19185)

odakle slijedi da je jedini¢na unutarnja impedancija vodica opisana izrazom:
— ZV

-cth(2-7-b) (19.186)
2-a

Z1 :Z.L.cth(z-y-b)
K



Jedini¢na unutarnja impedancija voda opisana je izrazom:

zZ =27k =%-cth(2-;7-b)=R +j @ Ly, (19.187)
gdje je:
R - jedini¢ni radni otpor voda; radni otpor po jedinici duljine voda,
L, - jedini¢ni unutarnji induktivitet voda.
Za 7 = (1+j)-a vrijedi sljedei izrazi:
cth(2.7-b) = sh(4-a-b) — j-sin(4-a-b) (19.188)

ch(4-a-b)—cos(4-a-b)

Jedini¢ni vanjski induktivitet voda moze se lako izraCunati iz magnetskog toka koji prolazi izmedu
vodica u smjeru osi z, a stvara ga homogeno magnetsko polje. Vrijedi da je:

727 H _2c c
LvaanTZ—xI_c :IL[(); (19189)
Ukupna jedini¢na impedancija voda opisana je izrazom:
Z\lloda = Zl}.n-voda + ] : a)'LVanj =R+ ] 2 (Lun + Lvanj)= R+ ] ~w-L (19190)

gdje je L ukupni jedini¢ni induktivitet voda.

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

a=1/w'g°"{ ~1875,78884 m~' ; 4.a-b= 375157768 (19.191)

cth(2-7-b) =0,9622413654 £ 1,54185187° (19.192)
Z,=4,737082174-107° £ 45° Q (19.193)

ZL oda = 4558216419107 £ 46,54185187° Q/m (19.194)

X yanj = @ Lygyi = 6,283185307-10° Q/m (19.195)

Zota = Zunovoda + J X yanj =1009129131-107> £ 71,89924283° Q/m (19.196)
R=3135253113-10° Q/m ; X, =9,591889712-10" Q/m (19.197)

Jedini¢ni radni otpor jednog vodica je:

R = §=1,567626557-1073 Q/m (19.198)

vodica
Prema izrazu (19.90), osamljeni vodi¢ istih dimenzija iz zadatka 19.1, uz iste pretpostavke, ima
jedini¢ni radni otpor:

R =9,525133293-10~* Q/m (19.199)

os—vodica
Postotni porast jedini¢nog radnog otpora vodica uslijed efekta blizine dvaju vodica je:

AR = Rvodica
R

—R .
os-vodiea . 100 = 64,5779 % (19.200)

os-vodica
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Napomena: Jedini¢na unutarnja impedancija jednog vodi¢a moze se izracunati i pomocu faktora porasta
radnog otpora i faktora smanjenja unutarnjeg induktiviteta istovrsnog vodica u utoru elektri¢nog stroja.
Pritom je Sirina zamisljenog utora 2-a, dok je visina vodica u utoru 2-b. Prema izrazu (19.152), faktor
porasta radnog otpora u vodicu uslijed skin efekta opisan je izrazom:

L _ . sh(2-&)+sin(2-8) o,
k= ke = pr ()= e A (19.201)

dok je, prema izrazu (19.153), faktor smanjenja unutarnjeg induktiviteta uslijed skin efekta u vodicu
opisan izrazom:

A _ 3 sh(2:¢)-sin(2-¢) o,
k =k =3 ¢L(§)—2‘§ e e g | STt (19.202)

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

2-§=4-a-b= 375157768 (19.203)
kg =1,755741743 ; ky =0,789894992 (19.204)

Prema Slici 19.6, jedini¢ni radni otpor jednog vodica protjecanog vremenski konstantnom
elektriénom strujom opisan je izrazom:
1

=8928571429-10* Q/m (19.205)
K-d-a-

Ry = RIDC =
paje:

R gz kg R, =1,567626557-107° Q/m

vodica —
gdje je R jedini¢ni otpor dvozicnog voda.

Prema izrazu (19.115), uz supstitucije i =1, & — 2-b, b — 2-a, jedini¢ni unutarnji induktivitet jednog
bakrenog vodica protjecanog vremenski konstantnom elektriénom strujom opisan je izrazom:

LDC i = ‘3‘0'1’ =2,094395102-10" H/m (19.206)
-a
paje:
X yvodica = @k IPC 4es = 1654352202107 Q/m (19.207)

Slijedi da je jedini¢na unutarnja impedancija vodica:

ZE =R gioa ¥ I X unvodica = 2,27910821-107° £ 46,541851863° Q/m (19.208)
pa je jedini¢na unutarnja impedancija voda:
Z) o =2-Z) =455821642-107° £ 46,541851863° Q/m (19.209)

Posljednje znamenke u rezultatima opisanim izrazima (19.194) i (19.209) razlikuju se zbog greske
zaokruZzivanja.

Zadatak 19.7. Pomoc¢u kompleksnog Poyntingovog teorema, izracunajte ukupnu jedini¢nu unutarnju
impedanciju sustava dvaju jednakih paralelnih vodica kojima tece sinusoidalna elektri¢na struja, uz
pretpostavku da je: ¢>>a>>b. Neka je zadano: a = 1 cm, b=c= 0,05 cm, x =56 MS/m, u = y,,,
© =10’ rad/s. Zanemarite pomacne elektri¢ne struje.
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2:a

h u

Slika 19.9. Dva paralelna bakrena vodica
Rjesenje:
Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se, u dobrim vodi¢ima, koristi magnetodinamicka aproksimacija

ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala. Fazori vektora jakosti elektri¢nog
polja i jakosti magnetskog polja leZe u ravnini (y, z) i ovise samo o varijabli x. Vrijedi da je:
E=E,j=Ej ; H=H,k=Hk (19.210)
Fazor jakosti magnetskog polja opisan je 1D Helmholtzovom homogenom diferencijalnom
jednadzbom:

y—
Aszl;I:_z-ﬁ (19.211)
X
¢ije partikularno rjesenje glasi:
H=H,e " +H, e~ (19.212)

gdje su H, 11 H , nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti zadane grani¢ne uvjete. Uz
uvedene pretpostavke, vrijedi da je:

H=0 za | <c 19.213)

— — 1
H=— za x>c+2:b ; H=——— za x<—(c+2-D) (19.214)
2-a 2-a
Vodi¢i su u ovom i prethodnom zadatku isti te su raspodjele jakosti magnetskog polja i jakosti
elektri¢nog polja u vodi¢ima u oba zadatka istovrsne, jer su grani¢ni uvjeti za jakost magnetskog polja
u vodi¢ima istovrsni. Stoga je jedini¢na unutarnja impedancija jednog vodica u ovom zadatku jednaka

jedini¢noj unutarnjoj impedanciji jednog vodi¢a dobivenoj u prethodnom zadatku. Prema izrazu
(19.208) vrijedi da je:

Z =R gica * ] X Lunvodica = 2,27910821-107 £ 46,541851863° Q/m (19.215)
pa je ukupna jedini¢na unutarnja impedancija dvaju paralelnih vodica:
1
Z! _Zu _ 11395541105-107° £ 46,541851863° Q/m (19.216)

un-sustava 2

Napomena: Jedini¢na unutarnja impedancija jednog vodi¢a moZze se izracunati pomoc¢u kompleksnog
Poyntingovog teorema ili pak pomocu faktora porasta radnog otpora i faktora smanjenja unutarnjeg
induktiviteta istovrsnog vodi¢a u utoru elektricnog stroja. Vanjski induktivitet je u ovom slucaju
beskonacan jer je zamisljeni povratni vodi¢ u beskonac¢nosti.
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Zadatak 19.8. Bakreni vodi€ visine 4 i Sirine b nalazi se u pravokutnom utoru i njime tece sinusoidalna
elektrina struja frekvencije f'= 50 Hz. Pretpostavite da je permeabilnost Zeljeza beskonacna, da su sve
silnice u bakrenom vodicu paralelne koordinatnoj osi x te da je jakost magnetskog polja u bakrenom
vodicu duz silnice konstantna. Zanemarite pomacne elektricne struje. Ako je na gornjem rubu vodica
(v = h) zadan fazor jakosti elektri¢nog polja E = EZ =0,0065 £ 24° V/m, izratunajte fazor jakosti
elektriénog polja na donjem rubu vodi¢a (y = 0) i fazor jakosti elektriéne struje /. Neka je zadano:
h=1cm, b=5mm, k=57 MS/m.

7
h ® PQ:K )u]_—e-—)oo

Slika 19.10. Pravokutni bakreni vodic u utoru

Rjesenje:

Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se, u dobrom vodicu, koristi magnetodinamicka aproksimacija
ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala. Fazori vektora jakosti elektricnog
polja i jakosti magnetskog polja leZe u ravnini (X, z) i ovise samo o varijabli y. Vrijedi da je:

E=E,k=Ek ; H=H_i=H-i (19.217)

Fazor jakosti magnetskog polja opisan je 1D Helmholtzovom homogenom diferencijalnom

jednadzbom:

y—
afp =2 I;I=;72-H (19.218)
oy
¢ije partikularno rjesenje glasi:
H=He 7’ +Hye™ (19.219)

gdje su H, 11 H , nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti sljede¢e grani¢ne uvjete:

Al =0 ; H|_ =+ (19.220)
y=0 y=h p
odakle slijedi da je:
ﬁ:i.m (19.221)
b sh(y-h)

Fazor vektora jakosti elektricnog polja moze se odrediti iz prve Maxwellove diferencijalne
jednadzbe, koja u ovom slucaju glasi:

i 3 k
E:l. 0 9. 0 =_l.a_H.f< (19.222)
K oy K Oy
H 0 0

odakle slijedi da je:

376



E=E,k=Ek=-——k
o K Oy
paje: .
F__ 7 1 ch(7-y)
k b sh(y-h)
Zadano je:

_F| Z_Z.i.Ch(f'h)=0,0065424°wm
y=h y=h x b sh(;/-h)

a treba izracunati:

- 7y I 1 = I 1
E,=E| =-%.—. =—-Z, =
‘ ‘yzo x b sh(y-h) Y b sh(y-h)
Iz izraza (19.225) i1 (19.226), slijedi da je:
— E, - Ey¢b
Ey=—/2 ; I=—-2—-sh(y-h
0 Ch(?h) ’ ZV S (7/ )

gdje je:
sh(y-h)=sh(a-h+ j-a-h)=sh(a-h)-cos(a-h)+ j-ch(o-h)-sin(a-h)

ch(7-h)=ch(a-h+ j-a-h)=ch(a-h)-cos(a-h)+ j-sh(a-h)-sin(a- k)

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
a=y7 f- -k =1060723763 m™' ; a-h=1060723763
sh(7-h) =1,541877778 £ 66,26502004°
ch(7-h) =1,361669857 £ 54,5557039°
Z,=2,631736722-10°,45° Q
E, =4,773550626 -10 £ —30,5557039° V/m

1=1398360172 £170,7093161° A

(19.223)

(19.224)

(19.225)

(19.226)

(19.227)

(19.228)

(19.229)

(19.230)

(19.231)

(19.232)

(19.233)

(19.234)

(19.235)

Zadatak 19.9. U pravokutnom utoru Sirine b nalazi se: a) bakreni vodi¢ visine 2-4 kojim tece
sinusoidalna elektri¢na struja 2-1, b) dva diona bakrena vodi¢a visine % kojima tee sinusoidalna
elektri¢na struja 7. Pretpostavite da je permeabilnost Zeljeza beskonac¢na, da su sve silnice u bakrenom
vodicu paralelne koordinatnoj osi x te da je jakost magnetskog polja u bakrenom vodic¢u duz silnice
konstantna. Zanemarite pomacne elektricne struje. Odredite omjer snaga gubitaka u ova dva slucaja.

Neka je zadano: 2 =1 cm, k=57 MS/m, /=50 Hz.
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Slika 19.11. Bakreni vodici u utoru
Rjesenje:
Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se, u dobrom vodicu, koristi magnetodinamicka aproksimacija

ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala. To znaci da se mogu koristiti izrazi
za faktor porasta radnog otpora u dionim vodi¢ima uslijed skin efekta.

a) Jedan vodic u utoru

Prema izrazima (19.135) - (19.137), za jedan vodic visine 2-A faktor porasta radnog otpora opisan je
izrazom:

B _ . sh(2-&)+sin(2-8) L
kra =g (£)=¢ B oo s) E=2-a-h (19.236)

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
a=yrm-f-u -k =1060723763 m™' ; 2-a-h=2121447526 (19.237)
kgra =2,039715956 (19.238)

b) Dva diona vodica u utoru

Prema izrazima (19.135) - (19.137), za dva diona vodica visine 4 faktor porasta radnog otpora opisan
je izrazima:
sh(2-&)+sin(2-&

krp1 = &+ ch(2-.§)—cos(2-.§)) ; E=a-h (19.239)
kroo =kgrp1 +4-& ‘% (19.240)
Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
a=y7 -k =1060723763 m™' ; a-h=1060723763 (19.241)
kgp; =1107367415 3 kgpy =1,910212277 (19.242)
TraZeni omjer snaga gubitaka je:
5—2'—kRa=1,351888709 (19.243)

P, krpi +kri2

Zadatak 19.10. U pravokutnom utoru Sirine b nalazi se: a) bakreni vodi¢ visine 5-4 kojim tece
sinusoidalna elektri¢na struja 5-7, b) pet dionih bakrenih vodica visine / kojima te¢e sinusoidalna
elektri¢na struja 7. Pretpostavite da je permeabilnost Zeljeza beskonac¢na, da su sve silnice u bakrenom
vodicu paralelne koordinatnoj osi x te da je jakost magnetskog polja u bakrenom vodic¢u duz silnice
konstantna. Zanemarite pomacne elektricne struje. Odredite omjer snaga gubitaka u ova dva slucaja.
Neka je zadano: # =6 mm, k=57 MS/m, =50 Hz.
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Slika 19.12. Bakreni vodici u utoru

Rjesenje:

Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se, u dobrom vodicu, koristi magnetodinamicka aproksimacija
ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala. To znaci da se mogu koristiti izrazi

za faktor porasta radnog otpora u dionim vodi¢ima uslijed skin efekta.

a) Jedan vodi¢ u utoru

Prema izrazima (19.135) - (19.137), za jedan vodic visine 5-A faktor porasta radnog otpora opisan je

izrazom:
sh(2-&)+sin(2-¢)
ch(2-&)-cos(2-&

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

kRra =¢R(§)=§'

S~

; §=5-

a-h

a=+r-f-u, -k =106,0723763 m™ ; 5.a-h=3182171289

kg =3.194003913

b) Pet dionih vodica u utoru

(19.244)

(19.245)

(19.246)

Prema izrazima (19.135) - (19.137), za pet dionih vodica visine / faktor porasta radnog otpora opisan

je izrazima
e e SR
s -1
o s 12-5 )50
b =+ 24- - =)
S
pa je:

sh(¢)-sin($)

5
o = 2 s =5y +80-¢- B

i=1
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(19.249)

(19.250)

(19.251)
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Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:

a=ym -y -k =1060723763 m™' ; a-h=0,6364342578 (19.253)
kgry; =1,014492957 ; kg =7,245559817 (19.254)
TraZeni omjer snaga gubitaka je:
ﬁzs'—kl‘azz,zomnzos (19.255)
B, kry

Zadatak 19.11. U pravokutnom utoru Sirine b nalazi se pet dionih bakrenih vodica visine / kojima tece
sinusoidalna elektri¢na struja /. Pretpostavite da je permeabilnost Zeljeza beskonaéna, da su sve silnice
u bakrenom vodicu paralelne koordinatnoj osi x te da je jakost magnetskog polja u bakrenom vodicu
duz silnice konstantna. Zanemarite pomacne elektri¢ne struje. Neka je faktor porasta radnog otpora
prvog dionog vodica 1,04 te neka je faktor porasta radnog otpora treceg dionog vodica 2,12. Izracunajte
faktore porasta radnog otpora za tri preostala diona vodica.

\
A Hpe —> O

Slika 19.13. Pet dionih vodica u pravokutnom utoru
Rjesenje:
Iz uvedenih pretpostavki slijedi da se, u dobrom vodicu, koristi magnetodinamicka aproksimacija

ravnog linearno polariziranog uniformnog elektromagnetskog vala. To znaci da se mogu koristiti izrazi
za faktor porasta radnog otpora u dionim vodi¢ima uslijed skin efekta.

Prema izrazima (19.135) - (19.137), za pet dionih vodica visine / faktor porasta radnog otpora opisan
je izrazima:
o =r(6)  Fr=yr(E) s k= o 3 k=er t 2R (19.256)

Na temelju zadanih podataka moze se formirati sljedeci sustav jednadzbi:

odakle slijedi da je:
or =104 ; ¥ =018 (19.259)
paje:
kpy =14 5 kpa=32 ; kps=464 (19.260)
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Zadatak 19.12. Odredite funkcije koje opisuju raspodjelu sinusoidalne magnetske indukcije i plosne
gustoce elektricne struje u LIH feromagnetskom limu debljine d, elektricne provodnosti x i magnetske
permeabilnosti . Neka je vektor magnetske indukcije paralelan osi z te neka je zadana jakost
magnetskog polia H =H, o ha rubovima lima (zax= t d/2). Zadatak rijeSite koristeci
magnetodinamicku aproksimaciju linearno polariziranog uniformnog ravnog vala u dobrom vodicu.

d

b

Slika 19.14. Feromagnetski lim
Rjesenje:

Budu¢i da se koristi magnetodinamicka aproksimacija ravnog linearno polariziranog uniformnog
elektromagnetskog vala, vrijedi da je:

E=E,j=Ej ; H=H,k=Hk (19.261)

Fazor jakosti magnetskog polja opisan je 1D Helmholtzovom homogenom diferencijalnom
jednadzbom:

—
Aszl;I:_z-H (19.262)
x
¢ije partikularno rjesenje glasi:
H=He "  +H, e~ (19.263)

gdje su H, 11 H , nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti zadane grani¢ne uvjete:

H| o =H, (19.264)
odakle slijedi da je:
H=H, % (19.265)
pa je raspodjela magnetske indukcije opisana izrazom:
l_i’zl_i’zz,u-ﬁz,u-ﬁo-M (19.266)

ch(7-d/2)

Fazor vektora plosne gustoce elektri¢ne struje moze se odrediti iz prve Maxwellove diferencijalne
jednadzbe, koja u ovom slucaju glasi:
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i j Kk
z:a_ 0 0 =—6—H-j (19.267)
Ox Ox
0 0 H
odakle slijedi da je:
j=73=-215 (19.268)
Oy
paje:
J:Jy=—7-ﬁo-M (19.269)
ch(y-d/2)

a to je fazor plosne gustoce vrtlozne elektricne struje koja se suprotstavlja promjeni ulancenog
magnetskog toka.

Zadatak 19.13. Neka se s dvije strane LIH feromagnetske jezgre nalazi po N vodica te neka svakim od
tih vodica tecCe sinusoidalna elektricna struja efektivne vrijednosti /, kruzne frekvencije w. Odredite
nadomjesnu impedanciju jezgre. Zadatak rijeSite koriste¢i magnetodinamicku aproksimaciju linearno
polariziranog uniformnog ravnog vala u dobrom LIH vodi¢u. Zanemarite magnetski otpor okolnog

sredstva.
b Ju, K
A 2a
|l @y
|/
v o i ’\;
Slika 19.15. Jezgra i vodici protjecani elektricnom strujom
Rjesenje:

Budu¢i da se koristi magnetodinamicka aproksimacija ravnog linearno polariziranog uniformnog
elektromagnetskog vala, vrijedi da je:
E=E,k=Ek ; H=H,j=H-j (19.270)
Fazor jakosti magnetskog polja opisan je 1D Helmholtzovom homogenom diferencijalnom
jednadzbom:
y—
Af =2 I;I=;72-H (19.271)
Ox

¢ije partikularno rjesenje glasi:
H=H,e " +H, e~ (19.272)

gdje su H, 11 H , nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti zadane grani¢ne uvjete:
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gl ANL (19.273)
x=ta h
odakle slijedi da je:
g N ..Ch({"‘) (19.274)
h ch(y-a)

Fazor vektora jakosti elektricnog polja moze se odrediti iz prve Maxwellove diferencijalne
jednadzbe, koja u ovom slucaju glasi:

i] k
E:l. 9 0 0 :la_Hf( : E:EZ.EZE.Ezl.a_H.f( (19.275)
K | Ox K Ox Kk Ox
H 0
paje: ~ ~
E:Z.N.I.sh(;:.x):ZV.N-I.sh(ﬂi-x) : szl (19.276)
k h ch(y-a) h ch(y-a) K
U ovom slucaju, fazor Poyntingovog vektora opisan je izrazom:
[=Exi' =E-H"-(kx])=—E-H" i (19.277)
dok je kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja ulazi u jezgru opisana izrazom:
Spi =P+j-Q=1*-Z=—§I-dS =T -i-7i-dS (19.278)
N s

koji se svodi na integraciju po plohi Si koja leZi uravnini x =—a te po plohi S: koja lezi u ravnini x =a
(Slika 19.16):

Sou=—(E-") 8+ (E-H)_y5,=1%Z ; §,=5,=b-h (19.279)

p,ul =

jer fazor Poyntingovog vektora lezi u Cetiri preostale integracijske plohe.

n] 1> #,

Slika 19.16. Integracijske plohe

Ako se izrazi (19.274) i (19.276) uvrste u izraz (19.279), dobije se sljedeci izraz za nadomjesnu
impedanciju feromagnetske jezgre:

2.h-N2 =

Z = p Z,th(7-a)=R+ j-o-L (19.280)

gdje je R nadomjesni radni otpor jezgre, dok je L nadomjesni induktivitet jezgre.
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Vrijedi da je:
sh(2-a-a) + j-sin(2-a-a)
ch(2-a-a)+cos(2-a-a)

th(y-a) =th(a-a+ j-a-a)= (19.281)

Napomena: Prema kompleksnom Poyntingovom teoremu u integralnom obliku, do istog se rjeSenja
ovog zadatka za R 1 L moZe do¢i i na tezi nacin pomocu izraza:

2

RP=x [EEar 5 X! _L u-[H-Ad (19.282)
2
4 4

gdje se pojavljuje potreba za koriStenjem sljedecih izraza:
sh (7 -x)- (s (7-x))" =sh(7-x)|" = Ch(2'“'x)_2c°s(2'“"‘) (19.283)
ch(§ ) eh )] =eh (7o) = R2ex)scos2-aox) (19.284)

a korisno je znati i sljedece izraze:

sh(fx)(ch()_)x))* _ sh(2-0c-x)+2j sin(2-a-x) (19285)
ch (7-)-(sh () = 2r@x) = jsin(2-a-x) (19.286)

2
1z izraza (19.283) - (19.285) lako se dobiju ve¢ koriSteni izrazi:

-y sh()7-x)_ sh(2-a-x) + j-sin(2-a-x)
(h(7-x) _ch()7-x)_ ch(2-a-x)+cos(2-a-x) (15.287)

= _ch(;7-x)_ sh(2-a-x) - j-sin(2-a-x)
cth(7x) = sh()7-x)_ ch(2-a-x)—cos(2-a-x) (15.288)

Zadatak 19.14. Na punu ravnu feromagnetsku jezgru kvadratnog poprecnog presjeka gusto je namotana
zavojnica duljine ¢ koja ima ukupno N zavoja. Neka je jezgra od LIH materijala elektri¢ne provodnosti
x 1 magnetske permeabilnosti x. Neka zavojnicom tece sinusoidalna elektricna struja efektivne
vrijednosti /, kruzne frekvencije w. Odredite nadomjesnu impedanciju jezgre i snagu gubitaka u jezgri,
uz pretpostavku da je dubina prodiranja elektromagnetskog vala u jezgru mnogo manja od duljine
njezinog brida a. Utjecaj krajeva jezgre zanemarite. Zadatak rijeSite koriste¢i magnetodinamicku
aproksimaciju linearno polariziranog uniformnog ravnog vala u dobrom vodicu.

I!::

[
[ =]

Slika 19.17. Zavojnica namotana na ravnu feromagnetsku jezgru
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Rjesenje:
Zbog pretpostavke da je dubina prodiranja vala u jezgru mnogo manja od duljine njezinog brida
(d =1/a << a) te zbog zanemarenja utjecaja krajeva jezgre, moze se zasebno promatrati svaka od Cetiri

grani¢ne plohe. Drugim rijeima, razmatra se samo jedna Cetvrtina namota ispred feromagnetskog
sredstva koje se proteze do beskonac¢nosti (Slika 19.18).

A

0.,0.0.0.0.0.0.0.0.0.0,0
|
|
l
I

\L );

Slika 19.18. Cetvrtina namota ispred feromagnetskog sredstva

Budu¢i da se koristi magnetodinamicka aproksimacija ravnog linearno polariziranog uniformnog
elektromagnetskog vala, vrijedi da je:

I}

=E,j=Ej ; H=H,k=Hk (19.289)

b=y

Fazor jakosti magnetskog polja opisan je 1D Helmholtzovom homogenom diferencijalnom
jednadzbom:

y—
Aszl;I:_z-H (19.290)
X
¢ije partikularno rjesenje glasi:
H=He " +H, e~ (19.291)

gdje su H, 11 H , nepoznate kompleksne konstante, koje trebaju zadovoljiti zadane grani¢ne uvjete:

gl =Nt H =0 (19.292)

x=0 Vi xom
odakle slijedi da je:
H=

o7 (19.293)

Fazor vektora jakosti elektricnog polja moze se odrediti iz prve Maxwellove diferencijalne
jednadzbe, koja u ovom slucaju glasi:

i J k
Fol 2 o o=l (19.294)
K | Ox K Ox
0 0 H
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odakle slijedi da je:

- —_ = —_ = 1 5ﬁ -
pa je:
F-LNL ez NA oy (19.296)
xk ! l
gdje je:
zZ, =L (19.297)
K

valna impedancija jezgre, uz zanemarenje pomacnih elektri¢nih struja.
U ovom slucaju, fazor Poyntingovog vektora opisan je izrazom:

F=Exil’ =E-0" (jxk) =E-H" 3 (19.298)

dok je kompleksna prividna elektromagnetska snaga koja ulazi u jezgru kroz sve Cetiri grani¢ne ploha
opisana izrazom:

§p,ul =P+j.Q=[2 .22_4.§;£.d§ =_4.§f._{.ﬁ.d5 (19.299)
N N
koji se svodi na integraciju po plohi S koja lezi u ravnini x=0 pa je:

Spoul =4-(E-ﬁ*)x:0-51 =17 ; S;=a-! (19.300)

Ako se izrazi (19.293) i (19.296) uvrste u izraz (19.300), dobije se sljedeci izraz za nadomjesnu
impedanciju feromagnetske jezgre:

=R+ jo-L=R+j X{ (19.301)

|
=
‘N
{Q
X I

1

gdje je R nadomjesni radni otpor jezgre, L nadomjesni induktivitet jezgre, dok je X; nadomjesna
induktivna reaktancija jezgre.

Buduéi daje 7 = (1+/)-a, iz izraza (19.301), slijedi da je:

2 2
R=x =422 _y Noa jou (19.302)
V4 K Y4 2K

pa je snaga gubitaka jezgre:

(19.303)

dok je jalova snaga u jezgri:

Nz-a-lz‘ w-u

0=1%-X, =4
2.k

oy (19.304)

Zadatak 19.15. U beskonacno dugom utoru usjecenom u beskonacno permeabilni poluprostor nalaze se
dva tanka elektricna vodica u obliku tanke strujne trake, kojima je jedini¢ni radni otpor R. Neka su trake
spojene na pocetku i u beskonacnosti te neka njima tece ukupna sinusoidalna elektricna struja efektivne
vrijednosti /. Odredite: a) elektri¢nu struju pojedinog vodica, b) razmotrite utjecaj preplitanja na
raspodjelu ukupne elektricne struje po vodic¢ima. Pretpostavite da je magnetsko polje izmedu traka
homogeno te da su silnice paralelne osi y.
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Slika 19.19. Dvije strujne trake u beskonacno dugom utoru

Rjesenje:
a) Raspodjela ukupne elektri¢ne struje po vodi¢ima

Izmedu strujnih traka fazor jakosti magnetskog polja opisan je izrazom:
i (19.305)

s

I

|
T[.
|
Tltl
o |5

Promatra se jedinica duljine utora i strujnih traka, a koristi se Sema prikazana na Slici 19.20. Za tu

zamiSljenu petlju vrijedi Faradayev zakon elektromagnetske indukcije:

— — I
Emd=—j-w-q5=—j-w-y072-h (19.306)
gdje je:
= I I
D =py—=-h-l=pu,—=-h (19.307)
b b
magnetski tok po jedinici duljine utora, dok je Eind EMS inducirana u zamisljenoj petlji.
e 5
R I
I . !
<3 A ®H -
Eind
R I,
. —
h I m 7
Slika 19.20. Zamisljena petlja pridruzena jedinicnoj duljini utora
Inducirana EMS tjera elektricnu struju kroz zamisljenu petlju, koja je opisana izrazom:
- K I, h
I .= 2Zind il 22 19.308
ind 2.R J Ho 2.R-b ( )
dok su fazori elektri¢nih struja u trakama opisani izrazima:
- I
(19.309)

Iy = 12=5+Iind

—Ling

N |~

Iz sustava triju linearnih jednadzbi, opisanih izrazima (19.308) i (19.309), dobiju se sljedeci izrazi:
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(19.310)

I+j 0 u h
Ry
_ R-b - - 1 -
I = o I = 1
2+ @y —— 24 j-@-
J Ho R-b J Ho R-b
Za w =0 vrijedi da je:
- - T
1= =7 (19.311)
dok za @ — oo vrijedi da je:
L=1 ; I1,=0 (19.312)

b) Utjecaj preplitanja na raspodjelu ukupne elektri¢ne struje po vodi¢ima
Svrha preplitanja vodica jest to da vodic¢ima teku elektricne struje istog iznosa, odnosno da vrijedi

izraz (19.311).
Zadatak 19.16. 1zracunajte frekvenciju ravnog elektromagnetskog vala koji se u vodljivom LIH sredstvu

giba faznom brzinom v = 2,236 m/s. Neka su znacajke sredstva: x« =10 MS/m, p, = 1000, & =11.

(19.313)

Iz izraza (17.120) 1 (17.121), slijedi da je fazna konstanta vodljivog sredstva opisana izrazom:

Rjesenje:
ﬂz\/ a)‘8+\/(a)‘8)2 + K2 1/(0—2;1

dok je fazna brzina vala opisana izrazom:
@
v=— (19.314)
p
Iz izraza (19.313) 1 (19.314), slijedi da je:
vz(a)‘8+ (w‘8)2+/c2)‘w—;l=a)2 (19.315)
paje:
(w‘8)2+/c2=a)‘ 22—8 (19.316)
M-V
odakle se, nakon kvadriranja izraza (19.316), lako dobije sljede¢i izraz:
2
MUKV
0=—F——— (19.317)
241 —y‘g‘vz
Dakle, frekvencija ravnog vala je:
2
f= HKY ~ 4999696 kHz (19.318)
4‘72"\/1—;1‘8‘\/2
(19.319)

MKV

/= 4-7

Ako se zanemare pomacne elektri¢ne struje, onda je:
2
=4,999696 kHz

$to znaci da je numericki rezultat ostao isti.
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Zadatak 19.17. lzracunajte faznu brzinu ravnog elektromagnetskog sinusoidalnog vala frekvencije
f = 10 MHz koji se giba u vodljivom LIH sredstvu. Neka su znacajke sredstva: ¥ = 10 MS/m,
#.=1000, & =11.

Rjesenje:

Fazna brzina vala je, prema prethodnom zadatku, opisana sljede¢im izrazom:

v = % = @ =99,99999997 m/s (19.320)
oreeflwefon? [
gdijeje w=2-7-f.
Ako se zanemare pomacne elektri¢ne struje, onda je:
2-w
v=_[—— =100 m/s (19.321)
HoK

Zadatak 19.18. 1zracunajte faznu brzinu ravnog elektromagnetskog sinusoidalnog vala frekvencije
/=150 MHz koji se giba u LIH tlu. Neka su znacajke tla: & = 0,001 S/m, x4 =1, ¢, =10.

Rjesenje:

Fazna brzina vala je, prema prethodnim zadacima, opisana sljede¢im izrazom:

=7,070969467 -10° m/s (19.322)

v

_w_ @
P o ssf@ef +1 \/wzﬂ

gdjeje w=2-7- f.
Ako se zanemare pomacne struje, onda je:

2.
v= |2 27,071067812-10° m/s (19.323)
MoK

Zadatak 19.19. Neka je jakost elektricnog polja u zraku opisana  sljede¢éim  izrazom:
E(z,t)=50-cos(w-1—f-2) -1 V/m. Odredite izraz za trenutnu i srednju vrijednost elektromagnetske
snage koja prolazi kroz zamis$ljeni krug u ravnini z=a kojemu je srediSte na osi z pravokutnog
koordinatnog sustava. Neka je polumjer kruga » = 2,5 m. Neka se linearno polarizirani ravni val giba u
smjeru koordinatne osi z.

Rjesenje:
Zadana jakost elektricnog polja opisana je izrazom:

E(z,6)=50-cos(w-t— f-z)-1 V/m (19.324)
pa, iz izraza (19.48) i (19.49), slijedi da je:

H(z,t)=;—0-cos(w.t—ﬁ.z).j A/m (19.325)

v

gdje je, prema izrazu (19.45), valni otpor zraka:
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Z,= }ﬂ =376,730313668 Q (19.326)
&9

Trenutna vrijednost elektromagnetske snage koja prolazi kroz zadani krug opisana je izrazom:

p=1| k-S=(Exd)_, k-S=E(@t) -H(a rx (19.327)

gdje je Poyntingov vektor I po svom fizikalnom znaCenju vektor plosne gustoée trenutne
elektromagnetske snage, a njegova mjerna jedinica je W/m?.
Ako se izrazi (19.324) 1 (19.325) uvrste u izraz (19.327), dobije se sljede¢i izraz:

502 2 2
p:Z—-cos (w-t = B-a)y-r*-m (19.328)

v

Ako se uvrste zadani podaci, dobije se da je:
p =130,2984746-cos*(w-t — f-a) W (19.329)

Da bi se lakSe izraCunala srednja vrijednost elektromagnetske snage koja prolazi kroz zamisljeni
krug, izraz (19.329) moZe se napisati u sljedecem obliku:

_130,2984746 [

> 1+cosQQ-w-t-2-f-a)| W (19.330)

odakle slijedi da je trazena srednja vrijednost elektromagnetske snage:

P,

Sr

zwzés,mzm W (19.331)

Isti rezultat daje i sljedec¢i izraz:

130,297
Psr :Eef‘Hef‘rz‘n:

=651492343 W (19.332)
gdje je:
E.; - efektivna vrijednost sinusoidalne jakosti elektricnog polja,

€

H ; - efektivna vrijednost sinusoidalne jakosti magnetskog polja.
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20. SINUSOIDALNI RAVNI VAL NA GRANICIDVAJU SREDSTAVA

Neka je granica koja dijeli dva poluprostora ravnina. Neka je svaki poluprostor ispunjen LIH
sredstvom.

Kada elektromagnetski ravni val iz prvog sredstva naide na grani¢nu ravninu, on izazove polarizaciju
drugog sredstva te se u njemu induciraju vrtlozne elektri¢ne struje ako je drugo sredstvo vodljivo. Drugo
se sredstvo opire nadiranju vala polarizacijom i induciranim elektricnim strujama, $to je analogno
djelovanju sekundara transformatora. Opiranje sredstva uzrokuje refleksiju i lom elektromagnetskog
vala. Elektromagnetsko polje polariziranih dipola i1 vrtloznih struja pribraja se upadnom
elektromagnetskom polju.

20.1. Snellovi zakoni

Vazno je istaknuti da se elektromagnetski ravni val pri upadu na granicu dvaju LIH sredstava ponasa
poput svjetlosti.

Neka ravni linearno polarizirani elektromagnetski val iz sredstva 1 upada na granicu sredstva 2. Neka
se upadni val giba u smjeru jedini¢nog vektora 7, reflektirani val u smjeru jedini¢nog vektora 7, a
prolazni val u smjeru jedini¢nog vektora 7, (Slika 20.1). Sva tri jedini¢na vektora leze u istoj ravnini.
Neka je ravni elektromagnetski val sinusoidalan.

\
1 n
[ ]
AR .
7. "y 9 91 i
b X
72 7y 4
e
Iy

Slika 20.1. Upadni, reflektirani i prolazni val

Upadni ravni val upada pod kutom 9, u odnosu na jedini¢nu normalu n razdjelne ravnine dvaju
sredstava. Reflektirani val se odbija pod kutom 9, u odnosu na jedini¢nu normalu 7 razdjelne ravnine
dvaju sredstava. Prolazni val s koordinatnom osi z zatvara kut 9, koji je u opéem sluc¢aju kompleksna
veli¢ina (Slika 20.1).

Znacajke dvaju LIH sredstava sadrZane su u valnim konstantama tih sredstva: y,1y,.

Za upadnu sinusoidalnu jakost elektri¢nog polja, u fazorskom podrucju, vrijedi jednadzba:

(20.1)

S

7

Slika 20.2. Projekcija vektora r na jedinicne vektore n,, n, i n,

391



1z izraza (20.1) slijedi da upadni val ima samo direktnu komponentu, a njegovo se §irenje izrazava

preko vektora 7.
U vremenskom podrucju, izraz (20.1) glasi:

E’u = Re[\/E.Eu _ej-w-z] ZRC[\/E‘EO ,6*71"70‘7 ‘ej-a)-z

Na myjestu upada elektromagnetskog vala vrijedi da je:

Sy =ny-r=0

Za upadnu sinusoidalnu jakost magnetskog polja, u fazorskom podrucju, vrijedi jednadzba:

jer je:

Er ZEI ,e*}’l'sr =E1 ,e*}’l'"l"’

gdje su vektori 7, 1 7 prikazani na Slikama 20.1 i 20.2-b.

U vremenskom podrucju izraz (20.7) glasi:

E = Re[ﬁ.Er ,ej-w-t] ~Re [\Eﬁl Lo PT ot

Za reflektiranu sinusoidalnu jakost magnetskog polja, u fazorskom podrucju, vrijedi jednadzba:

jer je:

ExH,=I=TIii . H ==L
=1 7221 T A 1" > 1 7
1

Za prolaznu sinusoidalnu jakost elektri¢nog polja, u fazorskom podrucju, vrijedi jednadzba:

Do ., S T
EP—EQ e =E,-e

gdje su vektori 7, i 7 prikazani na Slikama 20.1 i 20.2-c.

U vremenskom podrucju izraz (20.12) glasi:

Ep :Re[\/a.Ep ,ej'w'l] ZRG[\/E‘Ez _67}72-}72-}7 ‘ej-a)-t

Za prolaznu sinusoidalnu jakost magnetskog polja, u fazorskom podrucju, vrijedi jednadzba:

7o ., 72 VT
Ep—ﬂz € =H,-e

Lako se moZe pokazati da vrijedi jednadZba:
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(20.5)

(20.6)

(20.7)

(20.8)

(20.9)

(20.10)

(20.11)

(20.12)

(20.13)

(20.14)



(20.15)
jer je:

EyxHo=[,=Iyi, ; H,==% (20.16
2 2 2 2°12 2

Tangencijalne komponente jakosti elektricnog polja i jakosti magnetskog polja moraju biti
kontinuirane pa vrijede sljedece jednadzbe:

ﬁx(Eu+Er)=ﬁpr ; ﬁx(ﬁu+ﬁr)=ﬁxﬁp (20.17)
paje:
i x (Eo.e* AT L E e 71"”): ixE,-e T (20.18)
7i % (ﬁo.e%ﬁof +ﬁ1.e*71"71'7) —fixH,-e T (20.19)
Sto znaci da moraju biti ispunjeni sljedec¢i uvjeti:
ﬁx(E0+El)=ﬁxE2 ; ﬁx(ﬁ0+ﬁl)=ﬁxﬁ2 (20.20)
Yyl P =gy iy = Yoy T (20.21)
Iz izraza (20.21) i Slike 20.1, slijedi da je:
7,-r-sing, =7, -r-sin9, =7, r-sin %, (20.22)
odakle slijede Snellovi zakoni:
9 =49, (20.23)
sin®, =ZL sin 8, (20.24)

72

odnosno Snellov zakon refleksije (odbijanja) elektromagnetskog vala i Snellov zakon prolaza
(transmisije; loma) elektromagnetskog vala.

Iz Snellovog zakona prolaza (20.24) slijedi da je, u opéem slucaju, sinus kuta loma kompleksna

veliCina pa je tada i kut loma kompleksna velic¢ina. U posebnom slucaju, kada su oba sredstva savrSeni
LIH dielektrici, vrijedi da je:

sindy, 7 _Jomea mea v (20.25)

sindy 7, j‘w‘\/ﬂz‘gz \/ﬂz‘gz Vi

gdje su v; 1 v, brzine elektromagnetskog vala u pojedinom sredstvu, koje ne ovise o frekvenciji. Vazno
je uociti da je u ovom slucaju kut loma realna veli¢ina.

Nadalje, ako za savrSene LIH dielektrike vrijedi da je z= u,,onda je:

sin ¢ & & n c c
LiLCR L /—rl =—L=n, ; m=—; n=— (20.26)
sin 9, & En Ny v vy

gdje su n; 1 n, indeksi loma pojedinog savrSenog LIH dielektrika, n,, relativni indeks loma dvaju
savrSenih LIH dielektrika, dok je ¢ brzina svjetlosti u vakuumu.
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20.2. Fresnelove jednadzbe

Na granici dvaju sredstava (z = 0) vrijede tzv. Fresnelove jednadzbe za jakost elektricnog polja:

ix(E,+E, )=iixE, (20.27)
x| X Eo  mxE | o M xEy (20.28)
Zl Zl Z2
gdje je:
. E _ Wy xE . hyxE
Hy="220 o H =RoSh == (20.29)
1 1 2

Posebno je vazno razmotriti dva slucaja kada je:
a) vektor jakosti elektri¢nog polja okomit na upadnu ravninu,
b) vektor jakosti elektricnog polja lezi u upadnoj ravnini.

Prema Slici 20.1, upadna ravnina jest ravnina u kojoj leze jedini¢ni vektori 7n,, n;, n, i n.

U opc¢em slucaju, vektor jakosti elektricnog polja moze se rastaviti na ove dvije komponente.
Fresnelove jednadzbe (20.27) i (20.28) koriste se ako je vektor jakosti elektricnog polja okomit na
upadnu ravninu, a tada vektor jakosti magnetskog polja lezi u upadnoj ravnini.

Na granici dvaju sredstava (z = 0) vrijede Fresnelove jednadzbe za jakost magnetskog polja:

ix(l o+ d,)=iixi, (20.30)
Zy-iix iy x Hy + ity x ) = Zy-ix(iiy <, ) (20.31)

gdje je:
Eoz_zl‘(ﬁoxﬁo) ; Elz—z‘(ﬁlxﬁl) ; Ezz_zz‘(ﬁzxﬁz) (20.32)

Fresnelove jednadzbe (20.30) i (20.31) koriste se ako vektor jakosti elektri¢nog polja lezi u upadnoj
ravnini, a tada je vektor jakosti magnetskog polja okomit na upadnu ravninu.

20.3. Vektor jakosti elektri¢nog polja okomit na upadnu ravninu

Neka je vektor jakosti elektricnog polja okomit na upadnu ravninu (Slika 20.3). U tom se slucaju za
odredivanje izraza za koeficijente refleksije (odbijanja) i transmisije (prolaza) mogu koristiti Fresnelove
jednadzbe za jakost elektri¢nog polja (20.27) 1 (20.28) jer je elektri¢no polje tangencijalno u odnosu na
grani¢nu ravninu. Treba zadovoljiti kontinuitet tangencijalnih komponenti vektora jakosti elektri¢nog
polja i vektora jakosti magnetskog polja. Za tangencijalne komponente vektora jakosti elektri¢nog polja
vrijedi da je:

Ew=E,; Ey=E ; Ey=E, (20.33)

dok, prema Slici 20.3, za tangencijalne komponente vektora jakosti magnetskog polja vrijedi da je:

Hy, =—H,-cos8, ; H,=H-cos$ ; H, =—H, cos$ (20.34)
odakle slijedi da je:
H,, =—;~cos,90 ; H,, =;-cos,90 0 H,y, =—§~cos§2 (20.35)
Z Z Zy
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Slika 20.3. Vektor jakosti elektricnog polja okomit na upadnu ravninu

1z zahtjeva da tangencijalne komponente jakosti polja budu kontinuirane, slijedi da je:

Ey +E,=Ey, ; Hy +H, =H, (20.36)
pa, uz uvazavanje izraza (20.33) i (20.35), lako se dobije sljede¢i sustav linearnih jednadzbi:
E,+E =E, (20.37)
E,-cos 9, — E,-cos 9, =Z—1-17?2~cos§2 (20.38)
2

Da bi se dobili izrazi za koeficijent refleksije i koeficijent transmisije za jakost elektricnog polja,
jednadzbe (20.37) i (20.38) mogu se iskazati na sljedeci nacin:

E,—E,=E, (20.39)
E+ZL.%% 5 _F (20.40)

Z, cos9,

odakle slijedi da je:
LB - I B (20.41)
Z, cosd, Z, cosd,
1+ 2%V E B (20.42)
Z, cosd,

Iz izraza (20.41) i (20.42), lako se dobije da je:

7 —
cos Y, — Z—l -cos %,

_ _ _ 2.cosd _
E = £2 E, ; Ey= % E (20.43)
V4 — V4 —
cos Y, +Z—1-cos.92 cos Y, +Z—1‘cos 9,
2 2

Koeficijent refleksije (odbijanja) za jakost elektricnog polja jest omjer tangencijalnih komponenti
vektora jakosti elektricnog polja:
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z COSSO—%‘COS@
i =__Y=f1= 2 (20.44)

7 _
cos J, + = -cos S,
Zy

dok je koeficijent transmisije (prolaza) za jakost elektri¢nog polja opisan izrazom:

2:008% 45" (20.45)
Z —

cos Y, + = -cosP
Zy

Iz izraza (20.35) i (20.45), slijedi da je koeficijent refleksije za jakost magnetskog polja opisan
sljede¢im izrazom:

7 z %‘cos@—cos%
ph-fn_ B ce_2 (20.46)
0x EO

Ss

1 —_
——-cos$, +cos
7 2 0
ili drukcije pisano:
- Z
cos$, — 72 -cos 9,
pil= - (20.47)
— Z2
cos$, + =-cos Y,
Z

1z izraza (20.35) i (20.45), slijedi da je koeficijent transmisije (prolaza) za jakost magnetskog polja
opisan izrazom:

u Hy, E, Zj-cos$ _p Z;-cosI; 2-cos 9
it s 272'21 ‘;‘())Ssiz :Tf.zl ‘::)SS% _ C;S‘gz (20.48)
ox T 42 0 2 0 cos$ + 22 -cosd,
Z
te vrijedi da je:
My 5t (20.49)

Koeficijent refleksije i koeficijent prolaza su kompleksne veliCine, $to znaci da se odbijeni i prolazni
val razlikuju po modulu i po fazi od upadnog vala.

20.4. Vektor jakosti elektri¢nog polja lezi u upadnoj ravnini

Ako vektor jakosti elektri¢nog polja lezi u upadnoj ravnini, onda je vektor jakosti magnetskog polja
okomit na upadnu ravninu (Slika 20.4).

U ovom se slucaju za odredivanje izraza za koeficijente refleksije (odbijanja) i transmisije (prolaza)
mogu koristiti Fresnelove jednadZbe za jakost magnetskog polja (20.30) 1 (20.31) jer je magnetsko polje
tangencijalno u odnosu na grani¢nu ravninu. Treba zadovoljiti kontinuitet tangencijalnih komponenti
vektora jakosti elektrinog polja i vektora jakosti magnetskog polja. Za tangencijalne komponente
vektora jakosti magnetskog polja vrijedi da je:

Hy=H, ; Hy=H, ; Hy, =H, (20.50)
dok, prema Slici 20.4, za tangencijalne komponente vektora jakosti elektricnog polja vrijedi da je:
E, =E,-cos9, ; E,=—-E-cos8 ; E, =E,-cosd (20.51)
odakle slijedi da je:
396



Ey =Z,-Hy-cos9, ; E=—Zy-Hy-cos8, ; E, =Z, -H,-cos (20.52)

G T
7 NP :
72 7y P 1
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zv HS :p

Slika 20.4. Vektor jakosti elektricnog polja leZi u upadnoj ravnini
1z zahtjeva da tangencijalne komponente jakosti polja budu kontinuirane, slijedi da je:
Hy +H,=H,, ; Ey +E,=E,, (20.53)
pa, uz uvazavanje izraza (20.50) i (20.52), lako se dobije sljede¢i sustav linearnih jednadzbi:
H,+H =H, (20.54)
H,-cos 9, — H,-cos 9, =7?~I72~cos§2 (20.55)

Da bi se dobili izrazi za koeficijent refleksije i koeficijent transmisije za jakost magnetskog polja,
jednadzbe (20.54) i (20.55) mogu se iskazati na sljedeci nacin:

H -H,=H, (20.56)
- 7 9 —
g+2.% 5 g (20.57)
Z, cos9,
odakle slijedi da je:
1+22.008% | g g [1-Z2 009 (20.58)
Z, cosd, Z, cosd,
1+ 2.9\ g oq7 (20.59)
Z, cosd,

Iz izraza (20.58) i (20.59), lako se dobije da je:
COSSO—%‘COS@ 5 g
H = Zl H, ; H,= 8% .H, (20.60)
—_ Z —_
cos g, + =2 -cos cos 9, + =2 -cos 9,
Z Z

Koeficijent refleksije (odbijanja) za jakost magnetskog polja jest omjer tangencijalnih komponenti
vektora jakosti magnetskog polja:
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b 008190—%‘00852
Ppar ==~ === 1 (20.61)

7 —_
cos 9, + =2 -cos I,
Z

dok je koeficijent transmisije (prolaza) za jakost magnetskog polja opisan izrazom:

2e05%h 145 (20.62)

7 —_
cos 9, + =2 -cos 3,
Z

Iz izraza (20.52) i (20.61), slijedi da je koeficijent refleksije za jakost elektricnog polja opisan
sljede¢im izrazom:

3 7 %‘cosgz—cosé’o
Prar == ===t == Ppar == (20.63)
E,, H, ) _
—-cos$, +cosY,
Z
ili drukcije pisano:
cos % —Z—l‘cos&’o
Poar = 2 (20.64)
— Zl
cos$, + = -cos Y,
Z,

1z izraza (20.52) i (20.62), slijedi da je koeficijent transmisije (prolaza) za jakost elektri¢nog polja
opisan izrazom:

& Ey,, H, Z,cos$ _u Z,cosS 2-cos
par == - = par‘ p— = p— (2065)
Ew H, Z, -cosd, Z, -cos 9, - Z
cos Y, + = -cos Y,
Zy
te vrijedi da je:
;;Ear :1+15§ar (20.66)

I u ovom su slucaju, koeficijent refleksije i koeficijent prolaza kompleksne veliCine, Sto znaci da se
odbijeni i prolazni val razlikuju po modulu i po fazi od upadnog vala.

Vazno je istaknuti da, prema izrazima (20.46) i (20.63), vrijedi da je:

PL==PL i Pow=—Pou (20.67)

20.5. Okomiti upad sinusoidalnog ravnog vala

Neka ravni linearno polarizirani elektromagnetski val iz sredstva 1 upada okomito na granicu
sredstva 2. U ovom slucaju jakost elektricnog polja i jakost magnetskog polja imaju samo tangencijalne
komponente, a upadnih ravnina ima beskona¢no mnogo.

Okomiti upad ravnog elektromagnetskog vala moze se razmatrati kao poseban slucaj prethodno
razmatranih dvaju slucajeva kosih upada ravnog elektromagnetskog vala, za koji vrijedi da je:

9y=9=%=0 ; cosY =cosy =cosH =1 (20.68)

U ovom posebnom slucaju, Fresnelove jednadzbe za jakost elektricnog polja (20.37) i (20.38)
poprimaju novi oblik:
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o . _ 7 _
2

odakle se lako dobije da su koeficijenti refleksije 1 koeficijenti prolaza:

_ E -7, _ E _
E() Zl +ZZ E() Zl +ZZ
_ _ Z,-Z _ _ 2.7,
Pu=—pPp=——> ; Ty=l+py=—- (20.71)
Z,+Z, Z,+Z,

U ovom posebnom slucaju, Fresnelove jednadzbe za jakost magnetskog polja (20.54) i (20.55)
poprimaju novi oblik:

1

odakle se lako dobije da su koeficijenti refleksije 1 koeficijenti prolaza:

py=th_ =2 o M 5 24 20.73)
Hy 7Z,+Z, H, Z+ 7,
_ _ Z,-7Z _ _ 2z
Pe=—pu=="——2" i Tp=lepg=——2 (20.74)
Z+7, Z+Z,

Zakljucak: Za tangencijalne komponente jakosti elektricnog polja i jakosti magnetskog polja ravnog
sinusoidalnog vala vrijedi da je:

1+15=f 5 1+15J_ = z_-J_ 5 1_i_ll_)par :_par (2075)

Medutim, kod primjene metode oslikavanja u elektrostatici, magnetostatici i kod stacionarnih
strujnih polja za koeficijent refleksije kg 1 koeficijent transmisije .k vrijedi da je:

kg +kp =1 (20.76)
20.6. Upad ravnog vala na granicu savrSenog dielektrika i dobrog vodic¢a

Neka ravni linearno polarizirani elektromagnetski val iz savrSenog LIH dielektrika (sredstva 1) upada
koso na granicu dobrog LIH vodic¢a (sredstvo 2), Sto je prikazano na Slici 20.5.

=1

Slika 20.5. Upad ravnog vala iz savrsenog dielektrika na granicu
s dobrim vodicem
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Za savrSeni LIH dielektrik vrijede sljedeéi izrazi:
=0y & (20.77)

dok za dobar LIH vodi¢ vrijede izrazi:
Vo =l -py iy €77 (20.78)

Prema izrazima (20.24), (20.77) i (20.78), vrijedi da je:

sind, =LL.sing, = o7/, |[LHE Gng (20.79)
Vo) Hy Ky
[2AE g (20.80)
Hy Ky

cak i za vrlo visoke frekvencije reda GHz, slijedi da je:

Buduc¢i da vrijedi da je:

sindy, =0 ;9 ~0 (20.81)

S$to znaci da se u dobrom vodicu prolazni elektromagnetski val $iri priblizno okomito u odnosu na
povrsinu vodica, odnosno priblizno okomito u odnosu na grani¢nu ravninu savrSenog dielektrika i

dobrog vodica (Slika 20.5).
Zy _ Myt _ /s, |28 (20.82)
Zy M7 Hi K

U ovom slucaju vrijedi da je:
paizizraza (20.44) - (20.47) ili pak iz izraza (20.61) - (20.64) slijedi da su koeficijenti refleksije i prolaza
jakosti elektriénog polja i jakosti magnetskog polja:

pp~—1 ; 15=0 ; py=l ; Ty=2 (20.83)

Sto znaCi da je koeficijent prolaza elektricnog polja zanemariv u odnosu na koeficijent prolaza
magnetskog polja. Vazno je istaknuti da je dubina prodiranja elektromagnetskog vala u dobar vodi¢ vrlo
malena, odnosno da elektromagnetski val ne prodire u supravodic.

20.7. Zadaci

Zadatak 20.1. Neka je Vektor jakosti upadnog elektricnog polja opisan sljede¢éim izrazom:

, =100-cos(w-t—6-7-z)- i V/m. Neka u trenutku 7 = 0 elektromagnetski linearno polarizirani
smusmdalm ravni val upada okomito na grani¢nu ravninu izmedu sredstva 1 (=1, &, = 4, k¥ =0)
1sredstva2 (u,=4, £,=9, k,=0). Za upadni, reflektirani i prolazni val napiSite izraze koji opisuju
vremensku ovisnost vektora jakosti elektricnog polja i vektora jakosti magnetskog polja.

] Ey
f u

Hy: & L

3, &3 l
z

Slika 20.6. Okomiti upad ravnog vala na granicu dvaju savrsenih LIH dielektrika
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Rjesenje:
Zadani vektor jakosti upadnog elektricnog polja ravnog linearno polariziranog vala opisan je
izrazom:

E, =100-cos(w-t— f-z)-1=100-cos(w-t —6-7-z)-1 V/m (20.84)

odakle slijedi da je fazna konstanta sredstva 1:

Bi=o - =067 (20.85)
pa je fazna konstanta sredstva 2:
Br= P M:_g.ﬂl:]g.ﬂ (20.86)
Hi1 "€

Valni otpor sredstva 1 opisan je izrazom:

Z, = / il =188,3651568 Q (20.87)
&

dok je valni otpor sredstva 2 opisan izrazom:

Z,= |22 =2511535424 @ (20.88)
&

Koeficijenti refleksije i prolaza (transmisije) za jakost elektricnog polja su:

L=z 1 2% 8 (20.89)

Pe= T2 +2, 7

CZ+Zy, T

1z izraza (20.84) slijedi da je vektor jakosti upadnog magnetskog polja opisan sljede¢im izrazom:

E, - =
H, =7“‘ 7=0,5308837456-cos(w-t—6-7-2z)-j] A/m (20.90)
1

Vektor jakosti reflektiranog elektri¢nog polja opisan je izrazom:
= < 100 <
E . =p,-100-cos(w-t+6-7-2) 1 V/sz‘cos(w‘t +6-7-2)-1 V/m (20.91)

pa je vektor jakosti reflektiranog magnetskog polja opisan sljede¢im izrazom:

H, = —%.jz —0,07584053509 - cos(w 1+ 6-7-z)- ] A/m (20.92)

T
1
Vektor jakosti prolaznog (transmitiranog) elektri¢nog polja opisan je izrazom:

Ep=TE‘IOO‘COS(a)*t—IS‘ﬂ*Z)‘_i. V/ng‘cos(w-t—l&ﬂ‘z)f V/m (20.93)

pa je vektor jakosti prolaznog magnetskog polja opisan sljede¢im izrazom:

E, - .
A, =Z—p-j =0,4550432105 - cos(w -t —18-7-2)- ] A/m (20.94)
2
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21. ELEKTROENERGETSKI PRIJENOSNI VODOVI

Elektri¢ni vod je skup od jednog ili viSe vodica, izolatora i razli¢ite druge opreme koji sluzi za
prijenos, raspodjelu i razvodenje elektricne energije ili u telekomunikacijske svrhe.

Elektroenergetski prijenosni vodovi sluze za prijenos elektri¢ne energije na vece udaljenosti te za
njezinu raspodjelu. U pravilu su visokonaponski, a mogu biti: nadzemni (zracni) prijenosni vodovi i
kabelski prijenosni vodovi. Kabelski prijenosni vodovi mogu biti podzemni ili pak podvodni.

Telekomunikacijski prijenosni vodovi sluze za prijenos i razvodenje analognih ili digitalnih signala
u javnim i posebnim mrezama te telekomunikacijskim instalacijama u gradevinama i drugim objektima.
U elektronici se za prijenos elektromagnetske energije na visokim frekvencijama koriste i Suplje metalne
cijevi koje se nazivaju valovodima, dok se na vrlo visokim frekvencijama koriste i dielektri¢ni valovodi.

U ovom udzbeniku, koji je namijenjen studentima iz polja elektrotehnike, grana elektroenergetike i
elektrostrojarstva, razmatrat ¢e se samo teorija elektroenergetskih prijenosnih vodova.

Za numericko modeliranje elektroenergetskih prijenosnih vodova mogu se koristiti elektromagnetski
modeli, koji su utemeljeni na Maxwellovim diferencijalnim jednadzbama, gdje su svi dijelovi
elektroenergetskog voda medusobno elektromagnetski spregnuti. Medutim, elektromagnetski modeli
elektricnih mreza, Cije su sastavnice i elektroenergetski prijenosni vodovi, spadaju u napredne
numericke modele i nece biti razmatrani u ovom udzbeniku.

U ovom poglavlju ¢e se razmatrati numericki model elektroenergetskog prijenosnog voda (engl. 7TLM
— Transmission Line Model), §to je aproksimacija zbivanja u elektromagnetskom polju, koja se dobije
iz Maxwellovih diferencijalnih jednadzbi.

Pojednostavljena teorija elektroenergetskog prijenosnog voda izvodi se iz teorije elektromagnetskog
polja, a u njoj se vektori jakosti elektricnog polja i jakosti magnetskog polja zamjenjuju elektricnim
strujama u vodi¢ima i elektriénim naponima izmedu vodica (poprecnim elektri¢nim naponima). Ustvari,
prijenosni vodovi se modeliraju poput elektricnih mreza s koncentriranim parametrima, $to znaci da se
koriste Kirchhoffovi zakoni, ali su parametri prijenosnog voda raspodijeljeni. To znaci da su (poprecni)
elektri¢ni napon i elektricna struja duz prijenosnog voda promjenjivi. Ovakav pojednostavljeni model
prijenosnog voda omogucéuje numericko modeliranje elektroenergetskih prijenosnih vodova
protjecanih: vremenski konstantnim elektricnim strujama, sinusoidalnim elektriénim strujama i
tranzijentnim elektri¢nim strujama. Drugim rije¢ima, numericki model elektroenergetskog prijenosnog
voda (TLM) sluzi za numeri¢ko modeliranje sinusoidalnih elektricnih mreza i prijelaznih pojava u
elektricnim mrezama i na elektroenergetskim prijenosnim vodovima.

21.1. JednadzZbe dvozZi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda

Neka su R, L, C'i G radni otpor, induktivitet, kapacitet i odvod po jedinici duljine elektroenergetskog
prijenosnog voda. Ovi se parametri zovu primarnim parametrima elektri¢nog voda ili pak jedini¢nim
parametrima elektricnog voda. Elektri¢ni napon izmedu vodica i elektricne struje u vodi¢ima ovise o
polozaju tocke promatranja duz voda, odnosno o koordinati z (Slika 21.1).

—— ]
> Z

_y

Slika 21.1. Dvozicni elektroenergetski prijenosni vod

Vazno je podsjetiti se da u vremenski promjenjivom elektromagnetskom polju elektri¢ni napon ovisi
o krivulji integracije pa kod elektricnog voda napon izmedu dvije tocke nije jednoznacan. Poprecni
elektri¢ni napon jest poseban slucaj elektricnog napona izmedu dviju tocaka koji je jednak razlici
skalarnih elektri¢nih potencijala izmedu tih to¢aka. Ono §to se ovdje naziva elektricnim naponom jest
poprecni elektricni napon. U tom kontekstu elektricni napon uzduz voda (uzduzni elektri¢ni napon)
moze se zvati padom elektri¢nog napona.
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Promjena elektri¢nog napona (elektricnog potencijala) duz vodica postoji i kod elektricnih mreza s
koncentriranim parametrima, ali promjena elektri¢ne struje duz elektricnog vodica jest novi pojam. Ona
nastaje iz dva razloga. Prvi razlog je to Sto izolator izmedu elektricnih vodica nije savrSen, dok je drugi
razlog to §to izmedu elektri¢nih vodica postoji kapacitivna sprega pa kapacitivna komponenta elektri¢ne
struje prelazi iz jednog elektricnog vodica u drugi.

Diferencijalne jednadzbe dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda slijede iz Maxwellovih
diferencijalnih jednadzbi za infinitezimalni dio elektroenergetskog prijenosnog voda duljine dz.

Prva diferencijalna jednadzba dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda moze se izvesti iz

prvog Kirchhoffovog zakona, koji vrijedi za infinitezimalni odsjecak elektroenergetskog prijenosnog
voda duljine dz (Slike 21.2).

. Oi
i —>t —> [ +—dz
Oz S,
u p ) oi
u H+P—"-(Z —_ 3 i —>] —> i+ —dz
2 0z
: . Oi
[ Ie— |+ —-dz u l
| dz &

Slika 21.2. Elektricni naponi i elektricne struje infinitezimalnog odsjecka dvozZicnog
elektroenergetskog prijenosnog voda

Prema prvom Kirchhoffovom zakonu, zbroj elektri¢nih struja koje ulaze u volumen zatvoren plohom
S (Slika 21.2) jednak je zbroju elektri¢nih struja koje izlaze iz tog volumena:

ou

i=(i+ﬁ.dzJ+(G.dz).u+(c.dz). > 21.1)

4

gdje se za elektri¢nu struju koju odvodi infinitezimalni odvod G-dz i pomacnu elektricnu struju koju
odvodi infinitezimalni kapacitet C-dz uzima da je elektri¢ni napon u konstantan duz infinitezimalnog
odsjecka elektroenergetskog prijenosnog voda.

Iz izraza (21.1), lako se dobije opcepoznata prva diferencijalna jednadzba dvozi¢nog
elektroenergetskog prijenosnog voda, koja glasi:

—ﬂzG‘u+C-a—u (21.2)
Oz ot

1 moZe se opisati nadomjesnom Semom prikazanom na Slici 20.3.

i—>e ® >i+g-dz
I

C-dz

T

l d |

< 1

Slika 21.3. Nadomjesna Sema za prvu diferencijalnu jednadzbu dvozicnog elektroenergetskog
prijenosnog voda

Druga diferencijalna jednadzba dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda moze se izvesti iz
Faradayevog zakona elektromagnetske indukcije, odnosno iz druge Maxwellove integralne jednadzbe
(6.95), koja glasi:
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§E.di = === (21.3)

koja vrijedi i za infinitezimalni odsjec¢ak dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda (Slika 21.4).

(/I

i > [+ —-dz
A B Oz
ou
u u+—-dz| 5.
oz
) \!‘D C\( ar
i i+—-dz
N dz N (/.a
™~ rd

Slika 21.4. Infinitezimalni odsjecak dvozicnog elektroenergetskog prijenosnog voda

Unutar vodica vektor jakosti elektricnog polja ima uzduznu komponentu, a izmedu vodica postoji
poprecna komponenta vektora jakosti elektrinog polja. Pravokutna integracijska krivulja K, naznacena
u izrazu (21.3), prema Slici 21.4 definirana je tockama A, B, Ci D.

Prema izrazu (21.3) i Slici 21.4, vrijedi da je:

B c D A Py
[E-dF +[E-d7 + [E-dF +[E-dil ==Ly -dz-— (21.4)
A B c D ot
gdje je L,y jedinicni vanjski induktivitet elektroenergetskog prijenosnog voda.
Nadalje vrijedi da je:
O
jE d/+jE d7 =Redz-i+ Ly, -dz-— (21.5)
A p ot
C A ou
[E-a7 +[E-a (u+— dzJ == .dz (21.6)
B D Z z

gdje je L, jedini¢ni unutarnji induktivitet elektroenergetskog prijenosnog voda.

Iz izraza (21.4) — (21.6), lako se dobije opéepoznata druga diferencijalna jednadzba dvozi¢nog
elektroenergetskog prijenosnog voda, koja glasi:

—a—qu +LQ 21.7)
oz ot
gdje je:
L =Ly + Lygyi (21.8)

Jedini¢ni radni otpor elektroenergetskog prijenosnog voda R i jedini¢ni unutarnji induktivitet
elektroenergetskog prijenosnog voda L, jednaki su ukupnom elektricnom otporu i ukupnom
unutarnjem induktivitetu obaju vodica dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda. Jedini¢ni radni
otpor i jedini¢ni unutarnji induktivitet elektroenergetskog prijenosnog voda frekvencijski su ovisni
parametri pa se u numerickim modelima mogu aproksimirati jedini¢nim radnim otporom i jedini¢nim
unutarnjim induktivitetom elektroenergetskog prijenosnog voda koji vrijede za vremenski konstantnu
elektri¢nu struju.

Druga diferencijalna jednadzba dvozicnog elektroenergetskog prijenosnog voda (21.7) moze se
opisati nadomjesnom Semom prikazanom na Slici 21.5. Ako se na nadomjesnu Semu primjeni drugi
Kirchhoffov zakon, slijedi da je:
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R-dz-i+L-dz‘%+u+a—u-dz—u=0 (21.9)
4

odakle se lako dobije druga diferencijalna jednadzba elektroenergetskog prijenosnog voda (21.7).

i R-dz L-dz
_)._:_rwv\_.

u u—i—a—u-dz

z
A\ 4

dz

& \l
< el

Slika 21.5. Nadomjesna Sema za drugu diferencijalnu jednadzbu dvozicnog elektroenergetskog
prijenosnog voda

Dakle, diferencijalne jednadbe dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda“ glase:

Ou Ol

~H_Ri+LE (21.10)
oz ot

9 Gyt 21.11)
0oz ot

a to su parcijalne diferencijalne jednadzbe prvog reda koje ne uzimaju u racun medusobnu
elektromagnetsku spregu izmedu infinitezimalnih odsjecaka voda.

Diferencijalne jednadzbe (21.10) i (21.11) mogu se derivirati po z i po ¢ pa se dobiju sljedeci izrazi:

) . 2. 2 ; 2
(Qu_pot g, 0 Qw _pooi 00 (21.12)
922 oz oz ot 0z ot ot or?
2. 2 2. 2
L0 _gou o 0w O 0 O (21.13)
022 oz dzdt 9z 0t ot ot

Iz diferencijalnih jednadzbi (21.10) - (21.13), lako se dobiju sljedece parcijalne diferencijalne
jednadzbe drugog reda’:

2 2
U R Gt (R.C+L.G).a—“ yL.c.om (21.14)
oz ot or*

2. . 2.
Ol RGai+ (R.C+L.G)@ v 0.2t (21.15)
oz* ot or

U fazorskom podrucju, parcijalne diferencijalne jednadzbe voda prvog reda (21.10) i (21.11) se
transformiraju u sljedece parcijalne diferencijalne jednadzbe:

ou

—=—(R+jwlL)l (21.16)
0z

Z_Iz_(G+j.w.C).(7 (21.17)
Z

dok se parcijalne diferencijalne jednadzbe voda drugog reda (21.14) i (21.15), sli¢no kao kod ravnog
elektromagnetskog vala, transformiraju u Helmholtzove homogene diferencijalne jednadzbe:

* U literaturi neki autori ove diferencijalne jednadzbe nazivaju telegrafskim jednadZbama voda
U literaturi neki autori ove diferencijalne jednadzbe nazivaju telegrafskim jednadzbama voda
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—=7>-U (21.18)
Oz

-
—jzyz.i (21.19)
0Oz

gdje je valna konstanta prijenosnog voda 7 opisana sljede¢im izrazom:

7=A (R+j-0-1)-(G+j-0-C) (21.20)

Rjesenja Helmholtzovih homogenih diferencijalnih jednadzbi (21.18) 1 (21.19) opisana su sljede¢im
izrazima:

U=4d,-e 77+ 4,-e* (21.21)

I=B-e 7" +B,-e* (21.22)

gdje su Zl Zz,l?l i B, nepoznate kompleksne konstante koje se odreduju na temelju zadovoljenja
zadanih grani¢nih uvjeta.

Ako se izrazi (21.21) 1 (21.22) uvrste u izraz (21.16), dobije se sljedeci izraz:

7.(—711.57'2+Zz-eﬁ):—(R+j-a).L).(z_;l-e*7'Z+§2.e7'2) (21.23)
odakle slijedi da je:
74 +R+j wL)B e +[ydy+(R+j -0 L)B,] e =0 (21.24)
pa je:
5.4, +(R+j-@-L)-B =0 (21.25)
7-Ay+(R+j-w-L)By,=0 (21.26)

Iz izraza (21.25) i (21.26), slijedi da je:

A_ 4 _Rijol_ (21.27)
B, B, 7

gdje je ZC valna impedancija prijenosnog voda, koja je poznata i pod nazivom: karakteristiCna
impedancijom prijenosnog voda.

1z izraza (21.21) 1 (21.27) slijedi da je valna impedancija prijenosnog voda opisana izrazom:

7 :R+j-a)‘L: 14 _ R+j-w-L _7 . (21.28)
¢ 7 G+j-w-C G+j-wC ¢

Iako se moze uspostaviti analogija izmedu jednadzbi dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda
i jednadzbi ravnog vala, valnu impedanciju prijenosnog voda treba fizikalno razlikovati od valne
impedancije sredstva koja se pojavljuje kod ravnog sinusoidalnog vala.

Valna konstanta prijenosnog voda moZe se opisati sljede¢im izrazom:
y=a+j-p (21.29)

gdje je a prigusna konstanta prijenosnog voda, dok je S fazna konstanta prijenosnog voda.

Brzina Sirenja elektromagnetskog vala duz prijenosnog voda, odnosno fazna brzina
elektromagnetskog vala definirana je izrazom:
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@
y= = (21.30)
B
Neka je:
Zl zAl,ej'fﬂlu : Zz =A2.ej'¢’2u (21.31)
B, zBl,ej-wli . B, zgz.ef"/’zi (21.32)
1z izraza (21.21), (21.22), (21.31) 1 (21.32), slijedi da je:
U=d-e0n .o~ @Bz g oion platiB)z (21.33)
T=B e/ o~ @tiB): | g i larip): (21.34)
pa je:
U = 4 e @7 g Bz 4y-e @z Bz + o) (21.35)
I = B, ,efa-Z_e*j'(ﬁ-Zﬂﬂu) +B,-e a-Z,ej'(ﬂ-ZHﬂzi) (21.36)

Iz izraza (21.35) i (21.36), slijedi da su jakost elektricnog polja i jakost magnetskog polja u
vremenskom podrucju opisane izrazima:

u(z,t)=udir(z,t)+uinv(z,t)zx/E‘Al e  ¥F -cos(a)‘t—ﬂ‘z+¢1u)
(21.37)
24y e %F cos(@-t+ -z +¢y,)

i(z,t)=ig.(z,8) + iy (2, ) =x/5‘Bl e” %7 ‘cos(a)‘t -pz+ (011)
(21.38)
++2 B, e %? cos(@-t+f-z+¢y)
Direktni elektromagnetski val se krec¢e u smjeru osi z, a inverzni elektromagnetski val u suprotnom
smjeru. Svaki se od tih valova priguSuje u smjeru svog Sirenja.

Fazni kutovi elektricnog napona i elektricne struje povezani su preko kuta valne impedancije
prijenosnog voda. Vrijedi da je:

é :ﬁ,ej‘(fﬂm*(ﬂn) =Zc~ej'(p° (21.39)
B, B
A A il —o : :
722—2'61(('0211 @21)=_Zc,e](pc =ZC,e](‘pc+”) (2140)
B, B,
odakle slijedi da je:
A
Bi=—L . oi=gn -9 (21.41)
ZC
4,
Bz=Z— S PN =P P T (21.42)

Iz izraza (21.37), (21.38), (21.41) i (21.42), slijedi da se elektri¢ni napon i elektricna struja u
vremenskom podrucju mogu opisati i sljede¢im izrazima:

u(z, ) =24, -e % cos(wt—B-z+@, ) +2- 4, -e ¥ -cos O-t+-z+ @, (21.43)
1 lu 2
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i(z,t)=\/5‘?‘e‘“ ccos(@-t=f-z+ ¢, -0,
C

(21.44)
A .
—\/E‘Z—z‘eaz cos(@-t+ -z + @y, — @)
C
21.2. Dvozi¢ni elektroenergetski prijenosni vod bez gubitaka

Za dvozi¢ni elektroenergetski prijenosni vod bez gubitaka vrijedi da je:
R=G=0 (21.45)
a=0 ; pB=w-\L-C ; y=jw,LC (21.46)
Zoez |t . oo 1 (21.47)

Sto znaci da je Sirenje elektromagnetskog vala duz dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda bez
gubitaka analogno Sirenju ravnog elektromagnetskog vala u savrSenom LIH dielektriku.

U ovom posebnom slucaju, fazna brzina vala ne ovisi o frekvenciji, a na razmaku od jedne valne
duljine (1) prostorna faza se promijeni za 2- 7 pa vrijede izrazi:
2 1 \Z

A=2. © A= - -
p i B fAL-C f

Neka su vodici osamljenog zracnog dvozicnog elektroenergetskog prijenosnog voda razmaknuti za
d (Slika 21. 6) te neka je polumjer obaju vodica 7, 1 d >>r,.

(21.48)

Slika 21.6. Zracni dvozicni elektroenergetski prijenosni vod

Uz zanemarenje gubitaka osamljenog zracnog dvozi¢nog elektroenergetskog prijenosnog voda te uz
zanemarenje unutarnjeg induktiviteta voda, jedini¢ni induktivitet i jedini¢ni kapacitet voda opisani su
sljede¢im izrazima:

L=Lygy="2 nd . =T (21.49)
T d
o
pa je, prema izrazima (21.47), fazna brzina vala jednaka brzini svjetlosti:
! L. c (21.50)

V= =
\/L‘C \/,Uo‘go

dok je valna impedancija prijenosnog voda, koja se u ovom slucaju svodi na valni otpor prijenosnog

voda, opisana izrazom:
Zo—z = L1 [A g d 1, 2 (21.51)
C r \s r, 7« 7

gdje je valni otpor zraka Z, opisan izrazom (19.45).
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Dakle, u slucaju zracnog dvozicnog elektroenergetskog prijenosnog voda bez gubitaka,
elektromagnetska energija se energija duz voda prenosi brzinom svjetlosti.

Neka su vodici koaksijalnog (suosnog) dvozicnog kabelskog prijenosnog voda prikazani na Slici 21.7.

)

Slika 21.7. Koaksijalni dvoZicni kabelski prijenosni vod

Uz zanemarenje gubitaka dvozi¢nog koaksijalnog kabelskog prijenosnog voda te uz zanemarenje
unutarnjeg induktiviteta obaju vodica, jedini¢ni induktivitet i jedini¢ni kapacitet voda opisani su
sljede¢im izrazima:

L=t 2 . c2EE (21.52)
2 n In’2
n
pa je, prema izrazima (21.47), fazna brzina vala:
N S N (21.53)
\/LC \//ug \//ur‘gr

dok je valna impedancija koaksijalnog kabelskog prijenosnog voda, koja se u ovom slucaju svodi na
valni otpor koaksijalnog kabelskog prijenosnog voda, opisana izrazom:

Z,=7,=, £=L.\/Z.1n’”—2 (21.54)
C 27 \e 14

21.3. Elektri¢ni napon i elektri¢na struja duz dvozi¢nog prijenosnog voda

Neka su elektriéni napon i elektricna struja sinusoidalni. U tom slu€aju, oni su opisani izrazima
(21.21) 1 (21.22), koji glase:

U=4-e7 +4,-¢’* ; [=B-e 7" +B,-e* (21.55)

— — _ 4 4 -
U=d-e77+dy-e"* ; I==L.e77 2.7 (21.56)
ZC ZC
Sustav linearnih jednadzbi (21.56) u matricnom zapisu glasi:
— ~7z 7z _
i e e 1
=] o7 77 | (21.57)
1 = —= A
ZC ZC 2
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Neka je duljina dvoZzi¢nog prijenosnog voda ¢ te neka je pocetak voda z=z,, a kraj voda z =1z,
(Slike 21.8 1 21.9).

R L,C G L

¥t

®—

ta

2
®
¢

z =) z=zp=2+

Slika 21.8. Jednozicni prikaz dvozicnog prijenosnog voda

I, 1 R L C,G,/ 21
): : >
U U,

Slika 21.9. Pojednostavijeni prikaz elektricnih napona i elektricnih
struja dvozicnog prijenosnog voda

1z izraza (21.57), slijedi da su elektri¢ni napon i elektri¢na struja na pocetku voda opisani sljede¢im
matri¢nim izrazom:

. —7z 77 _
U, ¢ ¢ 4,
(= e*}7'21 e}7'21 N (2158)
1 = ——=—| |4
1 Zc Zc 2

gdje je:
U, - fazor elektri¢nog napona na pocetku dvoziénog prijenosnog voda,

I, | - fazor elektri¢ne struje na pocetku dvoZzi¢nog prijenosnog voda.

Nakon invertiranja matrice sustava linearnih jednadzbi (21.58), dobije se da je:

677'21 _ 721

— - _ola | = e e _
4 7 2 U, U,
Mol e R 2L (21.59)
AZ 2 3 e_}/ 1 o 7z [1 e*}"zl B ZC .e*}"zl [1
Z, 2 2

Iz matri¢nih izraza (21.57) 1 (21.59), lako se dobije da su raspodjela elektricnog napona i raspodjela
elektricne struje duz dvozi¢nog prijenosnog voda, izrazene preko elektricnog napona i elektricne struje
na pocetku prijenosnog voda, opisane sljede¢im matri¢nim izrazom:

[7 e e C U
2 2 1
O 77| 7z - .- (21.60)
e 1 Z. e’

c c 2 2

koji, nakon mnoZenja matrica, poprima novi oblik:

_ ch(7-(z-z)) -Zosh(7-(z-2))|
{}z | . (21.61)

—oosh((-2) en((-2) | (7

C

gdje je:
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6}7'(2*21) + 6*7'(2*21)

ch(7-(z-2))= . (21.62)

Fle=) _ 7lea)

sh(7-(z—2))= . (21.63)

Iz matri¢nog izraza (21.61), slijedi da su elektri¢ni napon i elektri¢na struja na kraju dvozi¢nog
prijenosnog voda, izrazeni preko elektricnog napona i elektri¢ne struje na pocetku prijenosnog voda,
opisani sljede¢im matri¢nim izrazom:

ch(y-¢) —Z sh(7-0)

=l < (21.64)
{12} —=—sh(y-0) ch(y-1) {11}

C
gdje je:
U, - fazor elektriénog napona na kraju dvozi¢nog prijenosnog voda,

I , - fazor elektri¢ne struje na kraju dvoZi¢nog prijenosnog voda.

Nakon invertiranja matrice sustava linearnih jednadzbi (21.64), dobije se da je:

ch(y-¢) Z-sh(y-¢)

U, U,
=l o (21.65)
{11 } = sh(7-0) ch(y-) {12}

C

Sto opisuje elektricni napon i elektri¢nu struju na po€etku dvozi¢nog prijenosnog voda preko elektricnog
napona i elektri¢ne struje na kraju prijenosnog voda.

21.4. Izrazavanje elektri¢nih struja u rubnim to¢kama prijenosnog voda preko elektri¢nih
napona

Iz rjeSenja Helmholtzovih nehomogenih diferencijalnih jednadzbi prijenosnog voda, opisanih

izrazima (21.56), slijedi da je:
l71 eV Gl Zl
= . (21.66)
U2 67}7'22 6}7'22 A2

I_l 1
g 4 (21.67)
L Ze| g7n _gia | |4

Nakon invertiranja matrice sustava linearnih jednadzbi (21.66), dobije se da je:

A] 1 6}7'22

—_elA l71
[ 4 (21.68)
4| 2sh(F-0) | _ra gra | |T,

pa se, nakon uvrstenja izraza (21.68) u izraz (21.67), dobije da je:

411



1_1 1 e VA _la el el Ul
) T — . o (21.69)
L] 2:Zesh(7t) | g7z _gu|| _y7a 74 | |0,

koji, nakon mnoZenja matrica, poprima novi oblik:

{;1} . 2-ch(y-0) -2 {(71}
i ST S— d (21.70)
I,] 2:Zosh(y-¢) 2 —2.ch(7-0)| (T

odakle slijedi konacni izraz:

1 1
I | Zth(7-0)  Zsh(y0) , Uy (21.71)
i 1 1 U, |

Zosh(7-0)  Zoth(7-0)

21.5. TKE - sustav jednadzbi dionice dvoZi¢nog prijenosnog voda

Ako se koristi tehnika konacnih elemenata (TKE), onda za dionicu dvoZi¢nog prijenosnog voda
prikazanu na Slici 21.9 treba uvesti nove oznake prikazane na Slici 21.10, gdje je:

U, a1 - fazor elektri¢nog napona lokalnog ¢vora 1 dvo¢vornog kona¢nog elementa,
U, .o - fazor elektri€nog napona lokalnog ¢vora 2 dvo¢vornog kona¢nog elementa,
I, - fazor elektri¢ne struje lokalnog &vora 1 dvoévornog kona¢nog elementa,

I, - fazor elektri¢ne struje lokalnog &vora 2 dvoévornog kona¢nog elementa.

I, | R L.C,G,! zZ I,
——  ——) € ————————
Unl Un2

Slika 21.10. Elektricni naponi i elektricne struje dvocvornog konacnog elementa

Na temelju usporedbe veli¢ina na Slikama 21.9 1 21.10, lako je zakljuciti da vrijede sljede¢i izrazi:

Uny=U ; Uyn=Uy, ; Iy=L ; IL,=-1, (21.72)

Prema izrazima (21.71) i (21.72), u tehnici kona¢nih elemenata potpuni lokalni sustav linearnih
jednadzbi dionice dvozi¢nog prijenosnog voda (dvocvornog kona¢nog elementa) glasi:

1 1

Zow(p0)  Zesh(0)| [Un] 1
Z,-th(y-0) Z-sh(7-1) { nl}:{ “1} (21.73)

1 1
Zosh(y-0)  Zgth(y-0)

dok nepotpuni lokalni sustav linearnih jednadzbi dionice dvozi¢nog prijenosnog voda glasi:
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Zoth(7-0)  Zosh(7-0) '{Unl}z{o} (21.74)
0

Un 2

U tehnici kona¢nih elemenata, nepotpuni globalni sustav linearnih jednadzbi dobije se ukljucivanjem
nepotpunih lokalnih sustava linearnih jednadzbi u nepotpuni globalni sustav linearnih jednadzbi.
Vektori elektri¢nih struja koje ulaze u lokalne ¢vorove konacnih elemenata mogu se proglasiti nul-
vektorima jer je, prema prvom Kirchhoffovom zakonu, suma elektri¢nih struja koje ulaze u globalne
¢vorove jednaka nuli. Nakon toga se nepotpuni globalni sustav linearnih jednadzbi upotpunjuje tako da
se u njega ukljuce zadani globalni elektri¢ni naponi i/ili zadane globalne elektricne struje. Mrezu
konacnih elemenata moze tvoriti viSe dionica dvozi¢nog prijenosnog voda i, u opéem slucaju, konacni
elementi neke druge vrste kao $to su npr. konacni elementi s koncentriranim parametrima.

21.6. Optereceni dvoZicni prijenosni vod

Neka je dvozi¢ni vod optereéen impedancijom Z, .- Tada se rjeSenja Helmholtzovih homogenih
diferencijalnih jednadzbi prijenosnog voda (21.18) 1 (21.19) opisana izrazima (21.56), koji glase:

_ -4 4
U=A4-e 7" +4,-¢" I=Zrl-e*“—z—2-e“ (21.75)

C C

mogu se u ¢voru 2 (na kraju voda prema Slici 21.9) napisati u sljede¢em obliku:

Uy =Ugyy +Upy 5 I = Zdir - Z—mv (21.76)

S

C C
gdje je:
U, 4ir - direktna komponenta fazora elektri€énog napona na kraju voda,

U,,, - iInverzna komponenta fazora elektri¢cnog napona na kraju voda.

Sustav linearnih jednadzbi (21.76) u matricnom zapisu glasi:

! ! Udir Uz [_2 'Zt _ Zt
1 -1 | = = =1, (21.77)
Z, Z, | Uiy ) ) 1
gdje je:

Nakon invertiranja matrice sustava linearnih jednadzbi (21.77), dobije se da je:

Uu| 1[0 % .{Z}:i_, Z,+Z, o179

U 2|1 -Z 1) % |Z-Z '
odakle slijedi da je:

Udirz(zt’LZc)‘l_z .U :(Zt_zc)‘iz (21.80)

Slijedi da su koeficijent refleksije i koeficijent prolaza elektricnog napona opisani izrazima:
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2.

Z
=t ¢ . 7 =l+p, = =L 21.81
b Udir t T4 b Pu Zt + Zc ( )
pa su koeficijent refleksije i koeficijent prolaza elektricne struje opisani izrazima:
_ _  Z,-7Z, _ _2Z
PimT P (+Z, e Z+Z, (21.52)
U slucaju kada je impedancija opterecenja jednaka valnoj impedanciji prijenosnog voda:
Z, =7, (21.83)

takvo se opterecenje naziva prirodnim opterecenjem prijenosnog voda, odnosno kaze se da je ovakvo
opterecenje prilagodeno prijenosnom vodu. U tom slucaju nema refleksije vala jer vrijedi da je:

Pu=P=0 : 7,=f=1 (21.84)

U slucaju praznog hoda, impedancija opterecenja je beskonacna:

Z, > o (21.85)
pa vrijedi da je:
pu=l 5 7,=2  p=-1, 7=0 (21.86)

u 1
U slucaju kratkog spoja, impedancija opterecenja jednaka je nuli:

Z, =0 (21.87)
pa vrijedi da je:
pu=-1 5 7,=0 ; p=1; 7,=2 (21.88)

21.7. Mjerenje valne impedancije dvoZi¢nog prijenosnog voda

Valna impedancija dvozi¢nog prijenosnog voda moze se izracunati iz podataka dobivenih pokusom
praznog hoda i pokusom kratkog spoja.

Iz rjeSenja Helmholtzovih nehomogenih diferencijalnih jednadzbi dobiven je sustav linearnih
jednadzbi (21.65), koji glasi:

ch(y-¢) Z-shiy-¢)

0, U,
I o (21.89)
{11 } Z—-sh(w) ch(y-¢) {12}

C

gdje se elektricni napon i elektricna struja na pocetku dvozicnog prijenosnog voda izrazeni preko
elektrinog napona i elektri¢ne struje na kraju voda.

U praznom hodu (i 5 = 0) mjere se elektrini napon i elektricna struja na pocetku dvozi¢nog
prijenosnog voda i, prema izrazu (21.89), izraZzavaju se preko elektricnog napona na kraju voda:

— — _ U
Upph =Uspp-ch(7-0) 5 Ty = %ph.sh(y.g) (21.90)

C

odakle slijedi da je ulazna impedancija praznog hoda dvozi¢nog prijenosnog voda:

= Uph = _
Zul,ph=ﬁ=ZC‘cth(7‘f) (21.91)
’p
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U kratkom spoju (l7 5 =0) mjere se elektricni napon i elektricna struja na pocetku dvozi¢nog
prijenosnog voda i, prema izrazu (21.89), izraZzavaju se preko elektri¢ne struje na kraju voda:

Upys =Lhys Ze sh(y-0) I ks Ziz,ks‘Ch(f‘f) (21.92)

odakle slijedi da je ulazna impedancija kratkog spoja dvozi¢nog prijenosnog voda:

T =2 2 7 th(7-1) (21.93)
T s
Slijedi da je:
Zoph  Zuys =Z¢ -cth(y-£)-th(7 - 0)=Z] (21.94)
paje:

Zc = V Zul,ph : Zul,ks =

Dakle, prema izrazu (21.95), iz izmjerenih elektricnih napona i elektricnih struja na pocetku
dvozi¢nog prijenosnog voda u praznom hodu i u kratkom spoju moze se izraCunati valna impedancija
dvozi¢nog prijenosnog voda.

(21.95)

21.8. Val na granici dvaju prijenosnih vodova bez gubitaka

Neka val proizvoljnog oblika nailazi homogenim dvozi¢nim prijenosnim vodom bez gubitaka valnog
otpora (impedancije) Z; na granicu s homogenim dvozi¢nim prijenosnim vodom bez gubitaka valnog
otpora Z, (Slika 21.11).

Valni otpor prijenosnog voda bez gubitaka ne ovisi o frekvenciji, a na granici dvaju dvozi¢nih
prijenosnih vodova bez gubitaka, u viemenskom podrucju, vrijede jednadzbe:

ug tup=uy o ig i =iy (21.96)
gdje je:
uy - dolazni elektri¢ni napon,
u, - reflektirani elektricni napon,
uy, - prolazni elektri¢ni napon,
iy - jakost dolazne elektri¢ne struje,
i, - jakost reflektirane elektri¢ne struje,
iy, - jakost prolazne elektri¢ne struje.
Ug
4) z 7
I { |
Slika 21.11. Upad vala na granicu dvaju prijenosnih vodova bez gubitaka
Vrijedi da je:
id=2—‘j : i;—é—j : ip=;—z (21.97)



pa se sustav linearnih jednadzbi (21.96) moze napisati i u sljedecem obliku:

Ug Uy _Up

ud+ur=up 5 Zl Zl—Zz

odakle je:
Up — U, =—Ug

Z
U +—-u
2

p~Ud

(21.98)

(21.99)

(21.100)

Ako se zele odrediti koeficijenti refleksije i prolaza elektricnog napona, treba reflektirani i prolazni
elektri¢ni napon izraziti pomocu dolaznog elektricnog napona. Iz sustava linearnih jednadzbi (21.99) i

(21.100) lako se dobije da je:

odakle slijedi da su koeficijenti refleksije i prolaza elektricnog napona:

Z,— 2, up _ 2-2,
Yug 7+ 7, Yug 7+ 7, b

dok su koeficijenti refleksije i prolaza elektri¢ne struje:

Pi="pPy = s n=l+p=
7+ 7, 7+ 7,

21.9. Petersenovo pravilo

(21.101)

(21.102)

(21.103)

(21.104)

Refleksiju i prolaz vala na granici dvaju dvozi¢nih prijenosnih vodova bez gubitaka, iz prethodnog
potpoglavlja, moZe se sagledati i pomocu Petersenovog pravila za koje vrijedi nadomjesna Sema

prikazana na Slici 21.12.

+

b

Slika 21.12. Nadomjesna Sema Petersenovog pravila

Prema Slici 21.12, jakost prolazne elektri¢ne struje opisana je sljede¢im izrazom:

2‘ud

l. =
" Zi+ 2,
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pa je, prema (21.97), prolazni elektri¢ni napon opisan sljede¢im izrazom:

2-7
u, =i -Z, = 2 uy (21.106)
Z+2Z,

odakle slijedi da je koeficijent prolaza elektricnog napona:

u 2.7
T, == 2 (21.106)

Nakon toga je lako dobiti izraze za preostale koeficijente refleksije i prolaza jer je:

pu=7,-1; p=—p,=l-7, ; 77=1+p,=2-1, (21.107)

21.10. Koncentrirani otpor izmedu dva dvoZi¢na prijenosna voda bez gubitaka

Neka je izmedu dva dvozi¢na prijenosna voda bez gubitaka ubacen koncentrirani radni otpor R (Slika
21.13). Neka val proizvoljnog oblika nailazi homogenim dvoZzi¢nim prijenosnim vodom bez gubitaka
valnog otpora (valne impedancije) Z;. Treba odrediti izraz za pad (poprecnog) elektricnog napona na
otporu R.

Uq
Z, R Z,

A B
Slika 21.13. Koncentrirani otpor R izmedu dva dvozicna prijenosna voda bez gubitaka

Iz izraza (21.103) i (21.104) slijedi da su koeficijenti refleksije i prolaza elektricnog napona u
tockama A i B opisani sljede¢im izrazima:

_up _(Z3+R)-7) 21.108
Pon = Z, +(Z, +R) (21.108)
Upa _ 2-(Z, +R)
ug 7, +(Z, +R)

TuA =

(21.109)

u .
rp =B 22 (21.110)
ug  (Z,+R)+2,

Sto znaci da se u promatranoj tocki koncentrirani radni otpor i valni otpor prijenosnog voda kojemu ne
pripada ta tocka zbrajaju.

Pad (poprecnog) napona na otporu R, odnosno uzduzni napon na otporu R, opisan je izrazom:

2-R

- 21.111
Z,+Zy+R ¢ ( )

Ug = (TuA —TuB ) Uy

Do istog se rjeSenja moze do¢i pomocu Petersenovog pravila, a u ovom slucaju nadomjesna Sema
Petersenovog pravila prikazana je na Slici 21.14. Vrijedi da je:

2‘ud

—=d 21.112
Z,+(Z, +R) ( )

lp zlpA zlpB =

paje:
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U, =i -R = : u 21.113
R Z,+Z,+R ¢ ( )
dok je:
, 2.7,
Up =i Ly= —— 2y 21.114
PP TR 2 v Z,+R G ( )
1
Z P
+ R
D
Z2

Slika 21.14. Nadomjesna Sema Petersenovog pravila za koncentrirani otpor izmedu dvaju
prijenosnih vodova bez gubitaka

Elektri¢ni napon reflektiranog i prolaznog vala u ¢voru A je:

Upp = Upp — Ug (21.115)
wn =i (R4 7y) =2 G2t R)_ (21.116)
pA TP "7z, +(z,+R) ¢
odakle slijedi da je:
Z,-Z, +R
u, = L2741k 21.117
ATz +Z,+R ¢ ( )

21.11. Grananje dvozi¢nih prijenosnih vodova bez gubitaka

Pomocu Petersenovog pravila moze se razmatrati i upad vala u ¢vor u kojem se granaju vodovi bez
gubitaka (Slika 21.15), gdje je R,, otpor uzemljenja. Pripadna nadomjesna Sema Petersenovog pravila
prikazana je na Slici 21.16.

Slika 21.15. Grananje dvozicnih prijenosnih vodova bez gubitaka

418



Slika 21.16. Nadomjesna Sema Petersenovog pravila za grananje
prijenosnih vodova bez gubitaka

Otpor Z,, paralelno povezanih vodova u tocki B, ukljuCujuéi otpor uzemljenja, opisan je sljede¢im

izrazom:
1
Zp = - (21.118)
1 1
=y
Ruz i=1 Ri+Z‘

1

Iz nadomjesne Seme, prikazane na Slici 21.16, slijedi da je jakost prolazne elektri¢ne struje opisana
sljede¢im izrazom:

2‘ud
iy =i\ =ig= —————— 21.119
PR TR Zy+ R+ 2, ( )
pa je pad elektri€nog napona na otporu R4 opisan izrazom:
2-R
up, =iyRy = ———9——u, (21.120)
¢ Zy+Ry+2Z,
dok je elektri¢ni napon u tocki B:
7 22 21.121)
ug =uyp=i L, = ——————-U .
BT Tz R+ 2,
Elektri¢ni napon reflektiranog i prolaznog vala u ¢voru A je:
Upp = Upp — Ug (21.122)
2-(Ry+2,)
upy =upy =i \Ry+Z, |]=———— L= u 21.123
A PA p(d p) Zd+Rd+Zp d ( )
odakle slijedi da je:
(z, +Ry)- 24

U p = ‘U 21.124
A m d ( )

21.12. Serijsko povezivanje dionica dvozZi¢nog prijenosnog voda

Dionice dvozi¢nog prijenosnog voda, u fazorskom podrucju, mogu se promatrati kao ¢etveropoli.
Prije razvoja naprednih numerickih metoda, teorija Cetveropola imala je znacajnu primjenu u analizi
elektroenergetskih prijenosnih vodova.

Dvije serijski povezane dionice dvozi¢nog prijenosnog voda prikazane su na Slici 21.17, a na Slici
21.18 dan je njihov pojednostavljeni prikaz.
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Slika 21.17. Serijski povezane dvije dionice dvozicnog prijenosnog voda

I 1 2 3 I
—)_*_—)
Ul (72 U3

Slika 21.18. Pojednostavijeni prikaz serijski povezanih dviju dionica
dvozicnog prijenosnog voda

Prema izrazu (21.65), za prvu dionicu dvozi¢nog prijenosnog voda vrijedi sljedeci izraz:

U, Ch(771‘€1) ch‘sh(ﬂfl) U, [] U,
- ~ - < Tr=nfe (21.125)
{fl} %Cl‘Sh(?/l‘fl) Ch(ﬂ/l‘fl) {12} 1 {12}

gdje je:

Ch(?l‘fl) ch‘Sh(ﬂ‘fl)
7o 21.126
[1] %-sh(fl‘fl) Ch(fl‘fl) ( )
cl

prijenosna matrica prve dionice dvozi¢nog prijenosnog voda, odnosno matrica prvog cetveropola.

Prema izrazu (21.65), za drugu dionicu dvozi¢nog prijenosnog voda vrijedi sljede¢i izraz:

Uz ch(fz‘fz) Zcz‘Sh(yz‘fz) 173 [ ] U3
_ | ) ) . =1 | (21.127)
gdje je:
Ch(?72‘fz) Zcz‘Sh(?72‘€2)
[T]: | ) ) (21.128)
Z_‘Sh(?/z‘fz) ch(7,-¢,)
c2

prijenosna matrica druge dionice dvozi¢nog prijenosnog voda, odnosno matrica drugog ¢etveropola.

Budu¢i da postoji kontinuitet elektricnog napona i elektricne struje na spoju dviju dionica
prijenosnog voda, za dvije serijski povezane dionice prijenosnog voda vrijedi sljede¢i izraz:

{U} AHEH - S

I I3 I

Ako dvozicni prijenosni vod tvori n serijski povezanih dionica prijenosnog voda, onda vrijedi
sljededi izraz:
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l7i — l7i+1
C=[ETE s i=12,0n (21.130)
I iy

gdje je prijenosna matrica i-te dionice prijenosnog voda opisana izrazom:

ch(7-4;)  Zg-sh(7-4;)
i _ 21.131
[ ] %-sh(?i‘fi) Ch(fi‘fi) ( )

C1

Slijedi da se elektri¢ni napon i elektricna struja na pocetku cjelokupnog voda mogu izraziti preko
elektricnog napona i elektri¢ne struje na kraju voda na sljedec¢i nacin:

ekl .

gdje je, dakle, prijenosna matrica cjelokupnog voda [1_" ] opisana sljede¢im izrazom:
-5} B} -7 ]-T117] (21.133)

21.13. Zadaci

Zadatak 21.1. Nadzemni dvozi¢ni elektroenergetski prijenosni vod bez gubitaka valnog otpora
Z, =400 Q prelazi u kabelski prijenosni vod bez gubitaka valnog otpora Z,= 50 Q. Odredite koeficijente
refleksije 1 prolaza elektricnog napona i elektricne struje na granici prelaska nadzemnog prijenosnog
voda u kabelski prijenosni vod.

Z, Z
| |

Slika 21.19. Prijelaz nadzemnog voda u kabelski vod
Rjesenje:
Prema potpoglavlju 21.8, poSavsi od sustava dviju linearnih jednadzbi:

Ug Uy _Up

Ug +u. =u, ; = 21.134
d r P Z] Zl Zz ( )
lako se mogu dobiti izrazi za koeficijente refleksije i prolaza elektricnog napona:
Z, -7 u 2-Z 2
po=_Lza 1o M 24 g, 2 (21.135)
dok su koeficijenti refleksije i prolaza elektri¢ne struje:
Z\—-Z, 17 2-Z 16
pi=—p, =2 =" . r=l4p = L —— (21.136)
Zy+z, 9 Z+zZ, 9

Do istog se rjeSenja moze doci i pomocu Petersenovog pravila, §to je opisano u potpoglavlju 21.9.

421



Zadatak 21.2. Dvozicni elektroenergetski prijenosni vod bez gubitaka sastavljen je iz dva dijela:
nadzemnog prijenosnog voda (L, =3,48 mH/km; C,, =0,0219 pF/km ) i kabelskog prijenosnog voda
(L, =0,696 mH/km; C,, = 0,438 pF/km ). Neka pravokutni prenaponski val elektricnog napona 17,3
kV nailazi sa strane nadzemnog voda. Odredite prolaznu i reflektiranu komponentu elektricnog napona
i elektri¢ne struje na mjestu prelaska nadzemnog prijenosnog voda u kabelski prijenosni vod.

Rjesenje:

Ako se zanemare gubici dvozi¢nog voda, onda se valna impedancija voda svodi na valni otpor voda,
koji je opisan izrazom:

Z=7=,= (21.137)

gdje su L i C jedini¢ni induktivitet voda i jedini¢ni kapacitet voda.

Slijedi da je valni otpor nadzemnog prijenosnog voda:

L 48-1073
Z, =27, = |2 = 3,48-10 - =398,6277833 Q (21.138)
C, \0,0219-10

dok je valni otpor kabelskog prijenosnog voda:

L 1073
Zy =7, = | =X = 0,696 076 =39,86277833 Q (21.139)
C., V0,438-10

Koeficijenti refleksije i prolaza elektricnog napona su:

— u .
Pu =4=M=_2 ;T =P _ 2:2, =1+ p, zl (21.140)
ug 72,+72 11 Uy 2, +72 11
1742 1747

pa je reflektirana komponenta elektricnog napona:

U, = p,-uy =—14,15454545 kV (21.141)

dok je prolazna komponenta elektri¢nog napona:

Uy =7, Uq = 3,145454545 kV (21.142)
Jakost dolazne elektricne struje je:
iy =2—d =43,39888168 A (21.143)
1

dok je reflektirana komponenta jakosti elektricne struje:
i, =—;—f ~3550817592 A (21.144)
1

a prolazna komponenta jakosti elektri¢ne struje je:

u
i =Z—p =789070576 A (21.145)
2
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Zadatak 21.3. Dvozicni elektroenergetski prijenosni vod bez gubitaka sastavljen je iz dva dijela:
osamljenog nadzemnog prijenosnog voda (7, =5 mm;d =1m; 7, <<d ) 1 kabelskog prijenosnog voda
(n=lcm;r, =2cm; &, =2,1; 4, =1). Neka pravokutni val elektri¢nog napona 17,5 kV nailazi sa strane
nadzemnog voda. IzraCunajte elektri¢ni napon na mjestu prelaska nadzemnog prijenosnog voda u
kabelski prijenosni vod i to u trenutku dolaska vala na to mjesto. Prilikom izracuna jedini¢nog
induktiviteta i kapaciteta, pretpostavite da su nadzemni vod i kabelski vod beskonac¢no dugi. Zanemarite
unutarnji induktivitet vodica i utjecaj zemlje na znacajke nadzemnog voda.

Slika 21.20. Parametri dvozZicnog nadzemnog voda i dvozicnog kabelskog voda
Rjesenje:
Za osamljeni dvozi¢ni nadzemni elektroenergetski prijenosni vod, uz uvedena zanemarenja, lako se
dobiju sljededi izrazi za jedinicni (vanjski) induktivitet 1 jedini¢ni kapacitet:
Ho 4 7 &g

. Gy = (21.146)

In—
o

L. =

nv

T N

dok za dvozicni kabelski prijenosni vod, uz uvedena zanemarenja, izrazi za jedini¢ni induktivitet i
jedini¢ni kapacitet glase:

L, =_2ﬂo w2 g =2 (21.147)
TR n'2
i

Slijedi da je valni otpor nadzemnog prijenosnog voda:

Z,=2,, = /ﬁzl. /ﬂ.lni=635,3582359 (21.148)
Chhn 7 \e& 7,

dok je valni otpor kabelskog prijenosnog voda:

Zy=7Zp = | T o L[ 3009567916565 0 (21.149)
Cow 27 \ege i

Elektri¢ni napon na mjestu prelaska nadzemnog prijenosnog voda u kabelski prijenosni vod i to u
trenutku dolaska vala na to mjesto jednak je prolaznom elektricnom naponu:

__27
Pz+z,

‘ug =1,511617865 kV (21.150)
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Zadatak 21.4. Elektroenergetski prijenosni vod bez gubitaka valnog otpora Z =400 Q presjecen je i na
to je mjesto umetnut koncentrirani radni otpor R = 100 Q. Odredite pad napona na radnom otporu,
prolazni elektri¢ni napon i reflektirani elektri¢ni napon ako na mjesto diskontinuiteta upada pravokutni
prenaponski val uy =U, =17 kV.

Slika 21.21. Upad prenaponskog vala na mjesto diskontinuiteta

Rjesenje:

Zadatak se moze lako rijesiti pomocu Petersenovog pravila (Slika 21.22).

+

B

Slika 21.22. Nadomjesna Sema Petersenovog pravila

Prema Petersenovom pravilu, prolazna elektri¢na struja opisana je izrazom:

. 2-U,
=i, =i =20 21.151
PUPATE T ). Z 4R ( )
dok je pad (poprecnog) elektricnog napona na radnom otporu:
2-R
ug =iy R=———-U,=37777777778 kV (21.152)
2-Z+R
Nadalje je, prolazni elektri¢ni napon u tocki B:
B ., 27 3 K
Uy, =Upg =iy —m‘UO—IS,llllllllll \Y (21.153)
dok je reflektirani elektricni napon u tocki A:
R u
Uy =upp =t +upg —U, =m‘UO =7R =18888888889 kV (21.154)

Zadatak 21.5. 1zmedu dva elektroenergetska prijenosna voda bez gubitaka umetnuta je savrSena
zavojnica induktiviteta L. Odredite prolazni elektricni napon u tocki B, pad elektricnog napona na
zavojnici i reflektirani elektricni napon u tocki A u ovisnosti o vremenu ako u trenutku ¢ = 0 na zavojnicu
upada pravokutni prenaponski val uy =U,,.

Ul]
Z L Z,

A B
Slika 21.23. Upad prenaponskog vala na mjesto diskontinuiteta
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Rjesenje:

Zadatak se moze lako rijesiti pomocu Petersenovog pravila (Slika 21.24).

—
| SR |
VA I
L
Z;

Slika 21.24. Nadomjesna Sema Petersenovog pravila

Prema Petersenovom pravilu, vrijedi da je:

di,
2.U0=ip.(zl+zz)+L-E (21.155)

odakle slijedi diferencijalna jednadzba:

T-—E 4 = ; T=
dt Zy+Z, Z\+7Z,

(21.156)
gdje je T vremenska konstanta.

Diferencijalna jednadzba (21.156) moze se rijesiti metodom separacije varijabli tako da se u prvom
koraku ova diferencijalna jednadzba napise u sljede¢em obliku:

di dt
— P = 21.157
—5T T (21.157)
P Z+z,
pa se potom integrira lijeva i desna strana izraza (21.157). Nakon integracije dobije se da je:
InK +1In| i, - 20 | __L (21.158)
Z,+7, T
ili druk¢ije pisano:
In| K | i, - 20 || __L (21.159)
Z,+7, T
paje:
K- ip—ﬂ =e /T (21.160)
Z+2,

2: .
R (21.161)
Zi+Z, K

Izraz (21.161) treba zadovoljiti zadani pocetni uvjet:

il =0 (21.162)

odakle slijedi da je:
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1 2.-U,

-0 (21.
K AR
pa konacni izraz koji opisuje jakost prolazne elektri¢ne struje glasi:
S - 2-U, ~t/T
i =i =i = d1-¢ 21.
P~ °pA T 'pB Z,+7, ( ) (
Prolazni elektri¢ni napon u tocki B opisan je izrazom:
2.U,-Z
Uy, =up =i Zy ="V =2 (1 /T 21.
p~“pB T p 2 Z,+2Z, ( ) (
Pad poprecnog elektricnog napona na zavojnici (koncentriranom induktivitetu) opisan je izrazom:
di
u =L-—L=2.U,-¢"'" 21.
L ’y 0 (

Reflektirani elektricni napon u tocki A moze se dobiti iz sljedeceg izraza:
U = up

pa iz prethodnih triju izraza slijedi da je:

VARVA 2-7Z _
ugp =Uy- 22— U, L_.o7t/T 1.
VAR Z1+272,
U posebnom slucaju kada je Z, =Z, =Z, vrijedi da je:
U L
ipzipAzipB=7°.(1—e*’/T)  T=0r— 21.
7 ~t/T
up—upB—lp~Z—U0~(1—e ) (21.
u, =2-Uy-e /T 1.
U =Uye /T (1.

A_UOZuL+upB_UO (21

163)

164)

165)

166)

167)

168)

169)

170)
171)

172)

Zadatak 21.6. 1zmedu dva elektroenergetska prijenosna voda bez gubitaka paralelno je spojen savrSeni
elektricni kondenzator kapaciteta C. Odredite izraze za elektricni napon kondenzatora, prolazni
elektri¢ni napon, reflektirani elektricni napon, prolaznu elektricnu struju, reflektiranu elektri¢nu struju i
elektri¢nu struju kondenzatora u ovisnosti o vremenu ako u trenutku # = 0 u toc¢ku A upada pravokutni

prenaponski val uy =U,,. Neka je na pocetku prijelazne pojave elektri¢ni kondenzator prazan.

Z'\

2

—> Z|

A
%
Slika 21.25. Upad prenaponskog vala na mjesto diskontinuiteta
Rjesenje:
Zadatak se moze lako rijesiti pomocu Petersenovog pravila (Slika 21.26).
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[J A

Zl
| — °
| S |
l

Slika 21.26. Nadomjesna Sema Petersenovog pravila

Prema Petersenovom pravilu, vrijedi da je:

2-Uy =2 iy +i )+ Z, i, (21.173)
Elektri¢ni napon kondenzatora jednak je prolaznom elektricnom naponu u tocki A te vrijedi da je:
Iy .
uczung.gzc-dzzzp.zz (21.174)
odakle slijedi da je:
i.=C-Z ai, (21.175)
i,=C-Zy — .
c 2 dt

Ako se izraz (21.175) uvrsti u izraz (21.173), dobije se sljedec¢a diferencijalna jednadzba:

diy . _ 22U, . _CZZ

T — Iy = 5
dt Zy+Z, Zy+2Z,

(21.176)
gdje je T vremenska konstanta.

Diferencijalna jednadzba (21.176) moze se rijesiti metodom separacije varijabli tako da se u prvom
koraku ova diferencijalna jednadzba napise u sljede¢em obliku:

di dt
— P = 21.177
—5T T (21.177)
P Z+z,
pa se potom integrira lijeva i desna strana izraza (21.177). Nakon integracije dobije se da je:
InK +1In| i, - 20 | __L (21.178)
Z,+7, T
ili druk¢ije pisano:
In| K | i, - 2:Uo || __L (21.179)
Z,+7, T
paje:
K- ip—ﬂ =e /T (21.180)
Z+2,

2: :
=Sy Lo (21.181)
Zi+Z, K

Izraz (21.181) treba zadovoljiti zadani pocetni uvjet:
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iy = 0
odakle slijedi da je:
12U,
K  Z,+Z,

pa izraz koji opisuje prolaznu elektri¢nu struju glasi:

- Zzl ‘JFUZO2 ‘(1 _e—t/T)

Elektri¢ni napon kondenzatora i prolazni elektri¢ni napon u tocki A opisani su izrazom:

2.U, Z _
o Zs 2—02.(1_6 ’/T)
Z1+27Z,

dok je reflektirani elektricni napon u tocki A opisan izrazom:
u, =u, —U,
pa iz prethodnih dvaju izraza slijedi da je:

Zy—27 2-Z _
ur:Uo‘ 2 1_U0‘ 2 .e t/T
Z1+272, Z1+272,

1z izraza (21.175) i (21.184), slijedi da je jakost elektricne struje kondenzatora:

di 2-C-Z, 1 _ 22U,
i,=CZy —2=Uy, =22 /T o220 o t/T
dt Zy+Z, T Z

Jakost reflektirane elektricne struje opisana je izrazom:
po M Yo 2122 Uy 2:Zy v
Yz, 7y Li+Z, 7y 7+ 7,

dok je jakost dolazne elektricne struje opisana izrazom:

ug _Uy
Z, %

Iy=
U posebnom slucaju kada je Z, =Z, = Z, vrijedi da je:

i:%.(l—e’”) S

P 2
uczupzip~Z=U0~(l—eft/T)
u,=—Uye ''T
2-U, _ U, _ U
i, = Zo‘ t/T : lr=70‘e t/T : ld=70
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