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1. Uvod

U danasnje vrijeme, racunala su neizostavan dio inZenjerskog projektiranja. Projektiranje
kao inZenjerska disciplina samo po sebi je multidisciplinarno: podrazumijeva racunalno mo-
deliranje, numericko rjeSavanje parcijalnih i obi¢nih diferencijalnih jednadzbi te Cesto i op-
timiranje. Kod provodenja numerickih analiza, oko 80% od ukupnog vremena potrebnog
za analizu potroS$i se na prevodenje geometrije iz raCunalnog modela u model prikladan za
analizu. Ovaj segment projektiranja je izuzetno bitan, pogotovo ako se uzme u obzir da inZe-
njerski modeli postaju sve sloZeniji, a posljedi¢no i numericke analize postaju kompleksnije
i vremenski zahtjevnije, slika 1.1. Potreba za prilagodavanjem racunalnog modela nume-
rickoj analizi (konkretno, metodi konacnih elemenata) posljedica je zasebnog razvijanja tih
dviju disciplina; iako je rije€ o istim objektima, matematicki zapis geometrija je u potpunosti
drugaciji. U novije vrijeme, skupina istraZzivaca predlozila je novi koncept izogeometrijske

analize, koja za cilj ima ujediniti te dvije discipline [1, 2]. Osnovna ideja izogeometrij-
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Slika 1.1: Dijagram sloZenosti inZenjerskih modela i potrebnog vremena za proizvodnju [2]

ske analize je koriStenje egzaktne geometrije raCunalnog modela za numericku analizu, a
ne aproksimirane kao S$to je sluc¢aj u metodi konacnih elemenata. To je postignuto koriste-
njem NURBS i B-Spline baznih funkcija (koje su gotovo pa standard u alatima raCunalnog
modeliranja), kao baznih funkcija za aproksimaciju polja od interesa u numerickoj analizi,

te su se zbog svojih dobrih matematickih svojstava pokazali kao dobra alternativa baznim



funkcijama metode konacnih elemenata. Jedan od nedostataka kod koriStenja NURBS i B-
Spline funkcija je nemogucnost lokalnog 1 adaptivnog profinjenja mreze, zbog njihove tenzor
produkt prirode. U tu svrhu, razvijene su strategije adaptivnog profinjavanja mreze koje se
temelje na drugim parametrizacijama, poput T-Splineova, PHT-Splineova, LR-Splineova ili
na hijerarijskom pristupu.

Strukturalna optimizacija je iterativan postupak koji podrazumijeva postupke racunalne
mehanike, bududéi da je funkcija cilja sustava koji se optimira naj¢esce opisana parcijalnim
diferencijalnim jednadZbama. Problemi strukturalne optimizacije tipi¢no se mogu podijeliti
u tri kategorije: optimizacija veli€ina, optimizacija oblika te optimizacija topologije.
Buduci da je rijeC o iterativnom procesu u kojem je iterativno potrebno i rjeSavanje parcijal-
nih diferencijalnih jednadzbi, metode izogeometrijske analize pogodne su i kod optimiranja
struktura: mreZa elemenata je implicitno ugradena u geometrijski zapis te nema potrebe za
premreZavanjem i prilagodavanjem geometrija analizi, a kontrolne tocke parametarskog za-
pisa geometrije se ujedno namecu i kao logican odabir za varijable optimiranja. Kako kod
izogeometrijskih metoda profinjavanjem mreZe geometrija ostaje nepromijenjena, moguc je
i odabir relativno malog broja varijabli optimiranja koriStenjem kontrolnih toc¢aka koje odre-
duju ’grubu’ mrezu, dok se koriStenjem ’fine’ mreze za analizu postize odredena tocnost
diskretizacijskog modela.

Ovaj kvalifikacijski rad daje pregled strategija adaptivnog profinjavanja mreze u izogo-
metrijskoj analizi te pregled metoda strukturalne optimizacije koje za rjeSavanje paricijalnih
diferencijalnih jednadZbi takoder koriste izogeometrijske metode.

U poglavlju 2 opisana je B-Spline parametrizacija i njeno racionalno proSirenje, odnosno
NURBS. Nadalje, dati su izrazi za primjenu izogeometrijske analize za problem linearne
elasticnosti, te u konacnici usporedba izogeometrijskih metoda sa klasicnom metodom ko-
nacnih elemenata. U poglavlju 3 opisane su neke od strategija adaptivnog profinjavanja
mreze te njihova implementacija u izogeometrijskim metodama, s naglaskom na hijerarhij-
skim splineovima i hijerarhijskim splineovima sa skracenom bazom, te je u poglavlju 3.4.1
dat kratki pregled znacajnijih radova iz tog podrucja istraZivanja. SljedeCe poglavlje, po-
glavlje 4, obraduje podrucje istraZivanja izogeometrijskih metoda u problemima strukturalne
optimizacije, te se poseban naglasak stavlja na topoloSku optimizaciju, konkretno level-set
metode. Dat je i kratki pregled relevantne literature iz tog podrucja istraZzivanja. U poglavlju

5 ukratko su izneseni izazovi i smjernice za daljnje istraZivanje, kao 1 sam zakljucak.



2. Izogeometrijska analiza

Izogeometrijska analiza je relativno nov pojam kad je rije¢ o numerickim metodama. Rijec
je o inZenjerskoj metodi kojoj je cilj integracija alata za opis geometrije i alata za numericku
analizu u svrhu smanjivanja sveukupnog vremena potrebnog za analizu modela. Primje-
rice, kod strukturne analize metodom konacnih elemenata (za prosje¢no sloZen problem),
oko 80% ukupnog vremena analize potro$i se za geometrijski dio (generiranje modela i
mreze). Od tog vremena samo 20% otpada na generiranje numeriCke mreZe, a preostalih
60% vremena otpada na takozvanu ’pripremu geometrije’[2], odnosno drugim rijeima na

geometrijsko opisivanje modela na analizi svojstven nacin , slika 2.1. Takva mreZa konac-
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Slika 2.1: Procjena relativnog utro$ka vremena po komponentama generiranja modela za analizu i
procesa analize, prema podacima Nacionalnog laboratorija Sandia, preuzeto iz [2]

nih elemenata samo je aproksimacija CAD geometrije, ¢ime je ve u startu uvedena greska
u rezultat. Iako je Cest slucaj u praksi da je ta greSka zanemariva, u raznim specijalnim
slucajevima male geometrijske 'nesavrSenosti’ koje su posljedica aproksimacije stvarne ge-
ometrije imaju znacajan utjecaj na to¢nost rezultata, kao primjerice kod proracuna izvijanja

tankostijenih konstrukcija, proracuna rubnog sloja kod aerodinamicnih i hidrodinami¢nih



konfiguracija itd. Osim toga, jaz izmedu zapisa geometrije i diskretizacije polja problema je
jos dublji ako u cjelokupni proces raunalom potpomognutog inZenjerstva ukljuc¢imo i do-
datne module koji pretpostavljaju iterativne procese, poput optimizacije oblika, topologije i
sl.

Iako ideja o koriStenju egzaktnog geometrijskog zapisa (tj. spline-ova) u kontekstu ana-
lize postoji od prije (npr. [3], [4]), pravu revoluciju u numerickim metodama je 2003. godine
na sveuciliStu u Austenu u Texasu sa svojim timom pokrenuo Thomas J. Hughes [1], te prvi
put uveo 1 na neki nacin brendirao pojam izogeometrijske analize. Kako je receno, CAD
(eng. Computer Aided Design) 1 FEA (eng. Finite Element Analysis) za istu geometriju
imaju drugacije matematicke zapise, te je Hughes tu vidio prostor za ’ujedinjenjem’, od-
nosno smatrao je da je moguce rekonstruirati postupak numeric¢ke analize unutar geometrij-
skih okvira CAD alata. Kako bi se to realiziralo bilo je potrebno fokusirati se na jedinstven
geometrijski pristup koji se moze koristiti izravno u analizi. U inZenjerstvu, jedan od najvise
koriStenih geometrijskih zapisa je NURBS (eng. Non-Uniform Rational B-Spline) zapis,
te je kao takav logican odabir za temelj izogeometrijskoj analizi. Od objavljivanja prvog
rada [1], izogeometrijske metode pronasle su svoju primjenu u Sirokom spektru numeric¢kih
problema, od strukturalnih analiza [5], [6], analiza velikih deformacija [7], modeliranja tur-
bulencije [8], [9], analize interakcije fluida i struktura [10], [11], optimizacije oblika [12],
[13], primijenjene numeric¢ke analize u medicini [14] itd.

U ovom poglavlju dat ¢e se uvod u izogeometrijsku analizu i pregled razvoja same me-
tode, pocevsi od parametrizacije geometrije kao uvoda u spline-ove koji ¢e se zatim pojasniti
u kontekstu numericke analize (za problem linearne elasti¢nosti). Dalje ¢e se dati algoritam-
ska usporedba izogeometrijske analize i metode konacnih elemenata, te u konacnici pregled

dostupnih implementacija same metode.

2.1. Parametrizacija geometrije

U racunalnom modeliranju uobicajen je parametarski zapis geometrije. Od razlicitih para-
metarskih krivulja, najcesce koriSten geometrijski pristup temelji se na NURBS (eng. Non
Uniform Rational B-Spline), odnosno teZinskom, racionalnom B-Spline parametarskom za-
pisu, te se kao takav namece kao logi¢na pocetna tocka za izogeometrijsku analizu. Osim
Sto su Siroko zastupljeni, B-Splineovi posjeduju dobra i za analizu pogodna matematicka
svojstva, kao §to su: ne-negativnost po cijelom podrucju definiranosti, svojstvo ’dijeljenja
jedinice’ (eng. partition of unity), C’~! kontinuitet (gdje je p stupanj polinoma B-Spline
bazne funkcije) itd.



2.1.1. B-Spline krivulje i plohe

Prvi pojam koji je potrebno definirati kod B-Spline geometrija je vektor ¢vorova. Vektor
¢vorova u jednoj dimenziji je rastuci niz koordinata u parametarskom prostoru (najcesée
definiran kao [0,1]): E={&;,&,....En4pr1} gdjeje & eRi-ticvor (i=1,2,...,n+p+1), p
stupanj polinoma a n broj baznih funkcija i kontrolnih to¢aka. U vektoru ¢vorova odredene
koordinate mogu se ponavljati m puta, ¢ime se gubi kontinuitet geometrije: CP~"~1. Ako se
pocetni i zadnji ¢vor ponavljaju p + 1 puta, govorimo o otvorenom vektoru ¢vorova.

B-Spline krivulja (slika 2.2 ) definira se kao linearna kombinacija B-Spline baznih funk-
cija i kontrolnih to¢aka prema sljede¢em izrazu:

C(&) =) Ni,(6)B; (2.1)

gdje je B; i-ta kontrolna tocka, a N; , (&) i-ta bazna funkcija. B-Spline bazne funkcije zadane
su rekurzivnom Cox-de Boorovom formulom ([15],[16]), pocevsi s p = O:

1 if & <& <&y
Nio(§) = ’ (2.2)
0 otherwise

Za p =1,2,3,... zadane su sljede¢im izrazom:

&5 Nip 1(&”@1\@“%1@) (2.3)

Eiip—& Eivpr1—&it1

Ni,p(&)

B-Spline krivulje ne prolaze kroz kontrolne tocke, osim u slucaju da je broj ponavljanja
odredenog ¢vora m jednak stupnju polinoma bazne funkcije p, i u slucaju otvorenog vektora
¢vorova gdje su prvi i posljednji ¢vor interpolirajuci, kao na slici 2.2.

Analogno s krivuljama, B-Spline plohe definiraju se kao linearna kombinacija
mreze kontrolnih toCaka B, ;,i = 1,2,..n;j = 1,2,...,m 1 B-Spline baznih funkcija
Nip(&) i Mj4(m), definiranih nad vektorima ¢vorova Z = {&,&,....6ppr1} 1 H =
Mum2, o Maprt }

Z Z Nip(& (M)Bi; (2.4)

i=1j=

2.1.2. NURBS krivulje i plohe

Glavni nedostatak B-Spline krivulje je nemogucnost opisivanja racionalnih krivulja poput
kruznice i sl. NURBS krivulje s druge strane, egzaktno opisuju racionalne krivulje, a de-

finiraju se na sljedec¢i nacin, linearnom kombinacijom kontrolnih tocaka i NURBS baznih
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Slika 2.2: B-Spline kvadratna krivulja i odgovarajuce bazne funkcije, preuzeto iz [2]

funkcija:
n

C(&) =) Ri,(€)B; (2.5)

i=1
gdje je R; ,(§) i-ta NURBS bazna funkcija definirana kako slijedi:

Ni,p(&)wi

Ri»(€) = m

(2.6)
w; je i-ti kontrolni teZinski faktor. NURBS bazne funkcije za definiranje racionalnih povrSina

opisane su izrazom:

Nip (E.»)ijq(n)wi.,j

R{Lq &7“ = n m
1 W= Fr e N ©M;, (i

2.7)

Ukoliko se uzme u obzir da B-Spline bazne funkcije zadovoljavaju partition of unity svojstvo
1 tezinski faktori se postave na konstantnu vrijednost ¢ # 0, jasno se vidi da su B-Spline
krivulje 1 plohe zapravo specijalan slu¢aj NURBS krivulja, odnosno ploha.

2.2. Spline kao osnova numericke analize problema

linearne elasti¢cnosti

Za vecinu numeric¢kih metoda, osnovne kriterije konvergencije zadovoljavaju bilo koje glatke
izoparametarske bazne funkcije koje zadovoljavaju svojstvo dijeljenja jedinice (eng. pariti-

tion of unity). Dovoljni uvjeti za osnovni dokaz konvergencije za Siru klasu problema is-



punjavaju bazne funkcije koje zadovoljavaju svojstva C! kontinuiteta unutar elementa, C°
kontinuiteta na rubovima elementa, te uvjet potpunosti (eng. completeness). Sto se tice prva
dva svojstva, u poglavlju 2.1.1 reeno je da su B-Spline bazne funkcije kontinuiteta CP~"~1
(odnosno C? u slucaju vektora ¢vorova bez ponavljanja), dok se dokaz da NURBS i B-Spline
geometrije ispunjavaju uvjet potpunosti moze pronaci u [2].

Kako je receno, u izogeometrijskoj analizi se koriste iste bazne funkcije za modeliranje
geometrije i polja od interesa, dakle izogeometrijska analiza kao takva je takoder izoparame-
tarska metoda. Pojam izoparametarskog koncepta jako je raSiren i u okviru metode konacnih
elemenata: odabrana baza aproksimira nepoznato polje rjeSenja i poznatu geometriju. U
slu€aju izogeometrijske analize izoparametarski koncept je suprotno usmjeren: baza koja
egzaktno opisuje geometriju (2.8) se uzima i koristi za aproksimaciju polja rjeSenja, npr.

pomaka (2.9). U toj jednadzbi d4 su kontrolne varijable, koje je potrebno odrediti.

Qe

x(€) eon X
x(8) =4 ¥() :;Na(i) y

z(§) Z

(2.8)

QR

Q0

Npp

W"(€) =Y Na(€)da (2.9)
A=t

Jaka formulacija problema linearne elasti¢nosti, koriste¢i Einsteinov notacijski zapis,

glasi: Neka je f;: Q - R, g; : I'p, = R i h; : Ty, — R, pronadi pomak u; : Q — R takav

da vrijedi:
0;jj+/fi=0 na Q (2.10a)
ui=g; na Ip, (2.10b)
Z,’jnj = l’l,’ na FN[ (2100)

gdje je 0;; tenzor naprezanja, definiran prema izrazima (2.11) 1 (2.12)

gyj = 11 2.11)
Cij = Cijki€ki (2.12)

U jednadzbi (2.12), ¢;ji su elastiCni koeficijenti deifinirani prema izrazu (2.14), te za homo-
gen izotropan materijal vrijede simetrije (2.13). U tom izrazu A i u su tzv. Laméovi parame-
tri, koji su izrazeni preko Youngeovog modula i Poissonovog koeficijenta, prema izrazima
(2.15)1(2.16).

Cijkl = Cklij (2.13a)

Cijki = Cjikl (2.13b)



Cijkl = Cijlk (2.13¢)

Cijii = MO;jO; 4 (0% 8 j; + 6;18 jx.) (2.14)
VE

A= (1+v)(1—2v) 2.15)
E

oo+ (210

Postoje razli¢ite numericke tehnike kojima se pristupa rjeSavanju problema kao Sto je
(2.10). U metodi konaénih elemenata, ako nije drugacije naglaSeno podrazumijeva se da je
rije¢ o Galerkinovoj metodi. Neke od drugih znacajnijih tehnika su kolokacijske metode,
FEA metoda najmanjih kvadrata, bezmrezne metode itd. Sve te tehnike primjenjive su i
na NURBS pristup, odnosno u kontekstu izogeometrijske analize. Dalje u tekstu ée biti
raspisani vazniji izrazi Galerkinovog pristupa u okviru izogeometrije za problem linearne
elasti¢nosti. Detaljan izvod moZe se pronaci u [2]. Prvi korak je definiranje slabe (varijacij-
ske) formulacije problema (2.17):

Neka je f; : Q - R,g; : I'p, = R 1 h; : I'y; — R, pronadi pomak u; :€ §; takav da za svaki

w; € V; vrijedi
d
/W(i j)0ijd2 = / w,-fidQ—f—Z </ w,-h,-dl“) (2.17)
Q Q =1 /Iy,

Drugacije zapisano:
a(w,u) = L(w) (2.18)

Gdje su
a(wau):/Qw(i,j)cijklu(k,l)dg (2.19)

d
Lw) = [ wifid2+Y, ( / w,-h,-dr) (2.20)
i=1 N

Da bi se ovaj problem zapisao kao sustav algebarskih jednadzbi, prostor probnih i tezinskih
funkcija definira se na kona¢nim prostorima koji su definirani izoparametarskim NURBS
bazama, S" c Si V' C V:

a(wh ") = L(wh) (2.21)

Neka je g" € S" (gdje gf‘|rDi = gi). Za bilo koji u” € 8", moZemo pisati sljedece

u' =v 4 g (2.22)

gdje je v € S". Dekompoziciju (2.22) moZemo koristiti te izraz (2.21) zapisati kako slijedi

a(w" v") = L(w") —a(w", g") (2.23)



Ako u izraz (2.22) uvrstimo parametrizaciju (2.9), i-tu komponentu u” moZemo pisati:

W)=Y Nadu+ Y Npgis= Y, Nadiu+g/ (2.24)
Aen—ng; Beng, Aen—ng;

Na isti nadin zapisujemo parametrizaciju i-te komponente testne funkcije w” € V"

wh="Y Nicu (2.25)
Aen—ng,

Globalna matri¢na jednadzba problema glasi:

Kd=F (2.26)

2.3. Usporedba izogeometrijske analize sa klasicnom

metodom konacnih elemenata

Za izogeometrijsku analizu kakva je opisana u prethodnom tekstu moze se re¢i da se svodi
na Galerkinove konacne elemente, te se razlikuje od konvencionalne metode u koriStenim
baznim funkcijama. Ova 'mala’ ralzika ima ogromne implikacije kad je rije¢ o implementa-
ciji. U ovoj sekciji rada dat ¢e se kratki pregled sli¢nosti i razlika ovih dviju metoda, prema
autorima [2]. Arhitektura klasicnog koda metode konac¢nih elemenata prikazana je na slici
2.3. U zelenim blokovima dijagrama toka oznaceni su moduli koji moraju biti izmijenjeni
kod prevodenja arhitekture koda sa metode konacnih elemenata na izogeometrijske postupke.
Ulazni podaci se mijenjaju, kao i struktura podataka za povezivanje (eng. connectivity ar-
ray) buduci da ovise o izboru baze. Shodno odabiru baze, blok naredbi koji evaluira bazne
funkcije i njihove derivacije mora biti azuriran. Na koncu, potrebno je prilagoditi i format
izlaznih podataka kako bi bio specifi¢an za odabranu bazu, odnosno B-Splineu ili racionalnoj
varijanti, NURBS-u.
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Slika 2.3: Dijagram toka klasicnog koda metode konacnih elemenata. U zelenim blok naredbama
oznacene su rutine koje moraju biti izmijenjene kako bi se kod preveo’ na izogeometrijske postupke

(za jedan patch). [2]

Izogeometrijska analiza

Metoda konacnih elemenata

Egzaktan zapis geometrije

Kontrolne tocke

Kontrolne varijable (kod polja interesa)

Bazne funkcije ne interpoliraju kontrolne tocke i
varijable

NURBS baza

Visok i lako kontroliran kontinuitet

Pozitivna baza

Convex hull svojstvo zadovoljeno

Aproksimirana geometrija

Cvorovi

Cvorne varijable

Bazne funkcije interpoliraju ¢vorove i ¢vorne va-
rijable

Polinomna baza

C? kontinuitet

Baza ne nuZno pozitivna

Convex hull svojstvo nije zadovoljeno

Tablica 2.1: Razlike izmedu izogeometrijske analize temeljene na NURBS parametarskom zapisu i

konvencionalne metode konacnih elemenata

Neke od najizraZenijih i najznacajnijih razlika izdvojene su u tablici 2.1.

Glavna 1

najznacajnija razlika, kako je ve¢ i spomenuto, je ta Sto se u sluaju izogeometrijske

razlike koristi egzaktna geometrija na svim razinama diskretizacije, dok metoda konacnih
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elemenata koristi polinomne aproksimacije po dijelovima. Ova geometrijska egzaktnost
utjeCe pozitivno na to¢nost izraCunatih polja od interesa, ali 1 na cijeli proces analize buduci
da u slucaju premreZavanja geometrija ostaje ista, za razliku od konacnih elemenata. Druga
velika razlika je u tome $to kod izogeometrijske analize kontrolne tocke i kontrolne varijable
nisu interpoliraju¢e te ih ne moZemo kao kod konacnih elemenata interpretirati same za
sebe ve¢ iskljucivo u linearnoj kombinaciji s baznim funkcijama. Ostala svojstva navedena

u tablici 2.1 odnose se na svojstva koja pripadaju bazi.

Izogeometrijska analiza i metoda konacnih
elemenata

Izoparametarski koncept
Galerkinova metoda
Arhitektura koda

Pojasna Sirina matrica
Svojstvo dijeljenja jedinice
Zadovoljavanje patch testova

Tablica 2.2: Zajednicka svojstva izogeometrijske analize temeljene na NURBS parametarskom zapisu
i konvencionalne metode kona¢nih elemenata

Sli¢nosti izmedu metoda navedene su u tablici 2.2. Obje metode su izoparametarske im-
plementacije Galerkinove metode te stoga imaju slicnu arhitekturu koda, kao Sto je prethodno
spomenuto 1 slikovito prikazano, slika 2.3. Obje metode koriste baze sa kompaktnim supor-
tima, te stoga dijele pojasnu Sirinu matrica za dati red polinoma. Obje baze zadovoljavaju

svojstvo dijeljenja jedinice (eng. partition of unity).
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3. Adaptivne metode profinjivanja izogeometrijske

mreze

Tocnost kod numerickih metoda poput konacnih elemenata i izogeometrijske analize ovisi
o veliCini elemenata te iste mreZe. Kod izogeometrijske analize numericka mreZa je doduse
izravno ugradena u geometrijski zapis problema i velik broj istth moze se geometrijski opi-
sati s jednostavnim NURBS parametarskim zapisom koji se sastoji od malog broja baznih
funkcija i kontrolnih tocaka. Tako je npr. Cetvrtinu ploce s rupom moguce egzaktno opisati
NURBS plohom sa 12 kontrolnih toc¢aka, prema slici 3.1b (u gornjem lijevom kutu veéim
crvenim krugom prikazane su dvije tocke koje se preklapaju kako bi se egzaktno opisao kut
ploce). S druge strane, takav zapis definira mreZu sa samo 2 elementa (slika 3.1a) na kojima
se vr$i numericka integracija te se numericka aproksimacija rjeSenja znacajno razlikuje od
stvarnog.

Klasi¢ne metode profinjavanja mreZe poput h-, p- i k-profinjavanja su globalnog karaktera.

(a) MreZa elemenata (b) Kontrolni poligon (poligon kontrolnih tocaka)

Slika 3.1: Prikaz 1/4 plo¢e s rupom, poligon kontrolnih tocaka i odgovaraju¢a numericka mreza

Medutim, mnogi problemi Cesto zahtijevaju lokalna poboljSanja mreZe (npr. podrucja kon-
centracije naprezanja i sl.), $to se kosi s tenzor-produkt prirodom B-Splinea, i posljedi¢no
NURBS-a. Osim toga, poZeljno je da i broj stupnjeva slobode bude Sto je moguce manji
bududi da rjeSavanje takvih problema zahtijeva jako puno racunalnog napora i vremena. Iz
tog razloga metode adaptivnog profinjavanja mreze su od velikog interesa u izogeometrijskoj
analizi.

Adaptivno lokalno profinjavanje mreZe je iterativan postupak, te mozemo izdvojiti Cetiri os-

novna koraka:
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RIESAVANIJE — PROCJENA GRESKE — OZNACAVANIJE — PREMREZAVANJE
U prvom koraku, problem se rjeSava na inicijalnoj mreZi (koja se sastoji od malog broja ele-
menata), zatim se racuna procjena lokalnog odstupanja aproksimiranog rjesenja od egzakt-
nog. Na temelju procijenjene greske, vr$i se odabir elemenata M C Q (Q oznacava aktivnu
mreZu) koji se profinjavaju (moguce je i umjesto elemenata oznacavati bazne funkcije, [17])

, te se zatim vr$i samo prefinjavanje prema odredenoj strategiji.

3.1. Strategije adaptivnog profinjavanja mreze

Nedostatak standardnog NURBS zapisa je nemoguénost lokalnog profinjavanja mreZe, $to
je posljedica njihove tenzor-produkt prirode, slika 3.2a. Lokalno profinjavanje koriStenjem
standardnog NURBS zapisa je moguce samo koriStenjem viSe NURBS entiteta koji opisuju
istu strukturu po dijelovima, dok je na razini svakog zasebnog NURBS-a koji tvori tzv. mul-

tipatch profinjavanje globalnog karaktera, slika 3.2b. Ovakav pristup lokalnom profinjavanju

(a) Globalno ’Sirenje’ refinement-a zbog tenzor- (b) Lokalni refinement postignut koriStenjem mul-
produkt prirode NURBS-a tipatch-a

Slika 3.2: Lokalni refinement postignut koriStenjem tzv. multipatch-a; na razini svakog zasebnog
patch-a, refinement je globalan

mreZe, iako mogu¢, u adaptivnim metodama i nema neku primjenu zbog komplicirane imple-
mentacije, potrebe za uvodenjem dodatnih ogranicenja kojima bi se osigurala kontinuiranost

funkcija na spojevima itd. Kao alternativa NURBS-u, objavljena je nekolicina radova koji

a. NURBS

a. NURBS b. T-spline

Slika 3.3: Usporedba NURBS parametarskog zapisa i T-Spline zapisa, slika preuzeta iz [18]
koriste parametrizacije koje nadilaze tenzor-produkt prirodu B-Splinea, poput hijerarhijskih
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splineova, T-Splineova, LR-Splineova, PHT-Splineova i sl. T-Splineovi, uvedeni 2003.go-
dine [19], svoju Siroku primjenu su nasli u modeliranju 1 raCunalnoj grafici (slika 3.3), me-
dutim u kontekstu izogeometrijske analize pokazali su neke nedostatke (kao Sto su linearna
ovisnost T-Spline baznih funkcija u nekim slucajevima i sl.) [18, 20], koji su u meduvre-
menu rijeSeni odredenim intervencijama i restrikcijama [21, 22]. Medu svim navedenim
parametrizacijama, hijerarhijski splineovi su se pokazali kao najjednostavniji za definiranje
1 implementiranje u samoj izogeometrijskoj analizi [23]. Kako predstavljaju sredis$nji dio

istraZzivanja ovog rada, bit e pojaSnjeni u zasebnom podpoglavlju.

3.1.1. Hijerarhijski B-spline

Hijerarhijski B-Spline koncept uveden je u radu Forseya 1 Bartelsa [24] u svrhu lokalnog
manipuliranja plohama: autori su modificirali postojee plohe na nacin da su na novom
levelu dodavali ugnijeZzdene vektore ¢vorova nad kojima su definirali tenzor-produkt spline-
ove koji bi zatim linearnom kombinacijom opisivali bazne funkcije iz niZzeg levela. Na taj
nacin autori su egzaktnije opisivali detalje na dijelu domene koji su zahtijevali finiju mreZzu,

dok je na ostalom dijelu dovoljno to¢no bilo koristiti grublju mrezu.

[ . H
\ j i

(a) Niz poddomena (I = 0,1,2) (osjencene povr- (b) Niz hijerarhijskih mreza (I =0, 1,2)
Sine)

Slika 3.4: Niz ugnijezdenih prostora na kojima su definirane podddomene Qg 2 Q; D Q, (lijeva slika)
i odgovarajuée mreZe elemenata (desna slika). Elemente definiraju ugnijeZdeni vektori ¢vorova. Slika
preuzeta iz [25]

Ovdje Ce se opisati osnovni pojmovi i definicije kod konstruiranja hijerarhijskih B-
Splineova, prateci radove [23, 17] .
U sustini, moZemo reci da je za definiranje hijerarhije B-Splineova potreban niz ugnije-
Zdenih prostora (slika 3.4) nad kojima su definirane bazne funkcije medusobno povezane
nekom metodom profinjavanja mreZe (najcesce je rije€ o h-refinementu, odnosno ubacivanju
novih ¢vorova). Ideja hijerarhijskih splineova zasniva se na izrazu (3.1) koji kaZe da se i-ta
B-Spline bazna funkcija levela [ moZe zapisati kao linearna kombinacija B-Spline funkcija

levela [ + 1:
Niti

Bis = Z Ck,i+1 (Bi,l)Bk,lJrl 3.1
k=1

gdje je N;41 ukupan broj baznih funkcija levela /41, a ¢k /41 (Bi;) su ne-negativni koeficijenti

transformacije izmedu levela. Pri tom, vazno je naglasiti da je za svaku funkciju i, uslijed
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Knot spans to be refined
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Level k=0

Level k=1

Level k=2

4
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W
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Level k=3
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Parameter space £

Slika 3.5: Hijerahijski koncept: B-Splineovi (p = 3) k-te razine moogu biti opisani kao linearna
kombinacija (izraz 3.1) splineova (k + 1)-ve razine [26]

lokalne linearne neovisnosti B-splineova, broj koeficijenata koji je razli¢it od nula oreden
rasponom (suportom) te funkcije i metodom profinjavanja mreZe izmedu uzastopnih levela.
Kako je vec receno, da bi se definirao hijerarhijski B-Spline, potrebno je razmatrati niz
ugnijezdenih tenzor-produkt prostora {5 };cn,, definiranih na zatvorenoj parametarskoj do-

meni Q = [0,1]¢ C R%:
SHCSHCSHCSHC... (3.2)

koji su definirani stupnjem polinoma p i vektorom ¢vorova (poglavlje 2.1). Za l € Ny, B-
Spline prostor baznih funkcija §; definira se kao B; := {B,;|i = 1,...,N;}, gdje je N; di-
menzija prostora .5;. MreZu elemenata povezanih sa svakim B; prostorom B-Spline baz-
nih funkcija oznacavamo kao Q;, te za svaki Q € Q; kaZzemo da je element levela /. Skup

Q, :={Q0,Q1,...,Q,}, n € N, definira se kao poddomena n-te razine ako:
A=0i002..020,.10Q,=0 (3.3)
gdje je svaka poddomena €; skup elemenata levela / — 1.

Definicija 1 Neka je {S;}icw, niz prostora definiranih izrazom 3.2, odgovarajucih B-Spline
baza {B}en, | Qn := {Q0,Q1,...,Q,}, n € N hijerarhija poddomena n razina. Hijerarhij-
ske B-Spline baze H = H(Q,,), uzevsi H := H,_| definirane su rekurzijom:

Hy := By
Hyr :={B C H| suport p ¢ Q11 }U
{BC Bi|suport C Q11}, [=0,..,n—-2
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Hijerarhijska mreZa dana je sljede¢im izrazom:

n—1
0:=J{QeQcuAQe Q1 }
1=0

Konstruiranje hijerarhijskih splineova se moZe jednostavno poopciti na racionalne spli-
neove [17], odnosno NURBS hijerarhijski spline, ako se na prostorima {Sl}le}leNo (izraz
3.2) umjesto B-Spline prostora definira niz NURBS prostora &, := {R;;|i = 1,...,N;}, gdje
je N; dimenzija prostora §;. Racionalne NURBS bazne funkcije definirane su kako slijedi
(poglavlje 2.1.2):

_ wisbis

Ry = (3.4)
w

gdje je w € So, a w;; i-ti koeficijent za zapis linearne kombinacije B-splinea u B;, odnosno
w= Z]JYIZI w;B;, i ne mijenja se tijekom profinjavanja. UvrStavanjem u (3.1), dobije se

sli¢na veza izmedu funkcija NURBS prostora [17]:

Niyi Nip
Wit Xl a1 (Big)Bri+1
Ry = —=+=1 ” l = ) crir1(Rin)Re 41 (3.5)
=1

gdje je cki+1(Ri1) = cki4+1(Big)wit/Wi+1. Algoritam konstruiranja hijerarhijskih NURBS
prostora analogan je algoritmu iz Definicije 1.

U poglavlju 2 vec je reCeno da B-Spline i NURSB parametrizacije posjeduju mnoga za
analizu dobra svojstva, poput lokalne linearne neovisnosti, baznih funkcija koje su po cijelom
parametarskom podruc¢ju ne-negativne te lokaliziranog suporta (na najvise p + 1 elemenata),
te imaju svojstvo dijeljenja jedinice (eng. paritition of unity). Medutim, osnovni nedostatak
hijerarhijskih splineova je taj Sto bez dodatnih intervencija ne zadrzavaju svojstvo dijeljenja
jedinice (iako je svojstvo zadovoljeno po levelima). Jedan od nacina zadovoljavanja tog

svojstva je racunanje koeficijenata ag:

Y agB(x) =1 (3.6)

BeH

gdje je & € Q, a za koeficijent ag moZe se pokazati da je ag > 0 [17]. U nastavku Ce se dat opis
modificiranih hijerarhijskih splineova, tzv. hijerarhijskih B-Splineova sa skra¢enom bazom,
koji zadrzavaju jednostavnost i efikasnost klasi¢nog hijerarhijskog pristupa (Definicija 1),

dok oporavljaju svojstvo dijeljenja jedinice.

3.1.2. Hijerarhijski B-spline sa skra¢enom bazom

Hijerarhijski B-Splineovi sa skraCenom bazom (eng. Truncated hierarchical B-Spline) u
kontekstu izogeoemtrijske analize uvedeni su u radovima [27, 25]. Konstrukcija hijerarhije

splineova temelji se na tzv. operatoru skraCivanja (eng. truncation operator) [28], kojim se
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eliminira doprinos funkcija viSih (’finijih’) nivoa na niZim: ukoliko je u izrazu (3.1) neka
od baznih funkcija levela [/ + 1 sadrzana u poddomeni viSeg levela €2;, 1, njen doprinos u
opisivanju funkcije B;; se uklanja (ck+1(Bis) = 0, izraz 3.8). THB-Splineovi oporavljaju
za analizu vazno svojstvo dijeljenja jedinice (Teorem 10, [28]), koje klasicni HB-Splineovi
nisu zadovoljavali, te samo skraivanje suporta baznih funkcija vodi do rjedih matrica u
izogeometrijskoj analizi, Sto u konacnici znaci da je potrebno manje vremena za slaganje
matrice krutosti, manje memorije za pohranu i moguée manje vremena za rjeSavanje diskret-
nog problema. Ova svojstva ¢ine THB-Splineove prikladnima za razvoj adaptivnih metoda
profinjavanja mreze.

Prije definiranja THB-Splineova, potrebno je definirati operator skradivanja:

Nit1
truncry 1 (Big) == Y hyt (Bit)Brirts za Bis € B (3.7)
k=1

gdje su koeficijenti ¢ ;. | (B;) definirani kako slijedi:

0 ako je Br 41 € Hip1 N By

Ck,I+1 (Bi,l) inace

crir1(Bir) = (3.8)

Sada se THB-spline bazni prostor 7 := 7, definira sljede¢om rekurzivnom formulom:

T := By
Ti 41 :={trunc; 1 (B) |B € L A suport B¢ Q11 }U 3.9
{BC Bi|suport BC Q1}, [=0,..,n—2

Primjenom (3.7) na 3;;, ta funkcija viSe nije funkcija iz B;, ve¢ mora biti definirana u okviru

By gdje je I’ > [ najvisi level funkcije koja *skracuje’ B;;. Iterativna konstrukcija hijerarhij-

IR AN
0.0, SAN TR V.01 AN

(a) Ugnijezdeni niz poddomena (b) HB-Splineovi (c) THB-Splineovi

Slika 3.6: Usporedni prikaz HB (3.6b) i THB-splineova (3.6¢) definiranih na hijerarhijskoj mreZi,
(3.6a), slika preuzeta iz [28]

skih splineova i hijerarhijskih splineova sa skraCenom bazom za p = 2 usporedno je prika-
zana na slici 3.6, na 1D primjeru, a za 2D primjer (za domenu 1 mreZu definirane na slici
3.4), na slici 3.7.
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(a) B-spline funk- (b) HB-spline funk-
cije, [ =0 cije, [ =0

==

(c) B-spline funk- (d) HB-spline funk- (e) THB -spline THB-spline
cije, [ =1 cije, [ =0 funkcije, B-spline bazne funkcije
bazne funkcije / =0 levela 2 (unija (d) i
skradene u odnosu (e))
na level 1)

(g) B-spline funk- (h) HB-spline funk- (i) THB-spline  (j) THB-spline
cije, l =2 cije, [ =2 funkcije, B-spline bazne funkcije
bazne funkcije /=0 levela 3 (unija (h) i
il =1 skraene u (i)
odnosu na level 2)

Slika 3.7: Tlocrtni prikaz HB i THB-spline baznih funkcija definiranih za hijerarhijski prikaz domena
sa slike 3.4, slika preuzeta iz [25]

3.2. Procjena greske

Kad je rije¢ o procjeni greSke misli se prvenstveno na procjenu greSke diskretizacije, te mo-
zemo izdvojiti dva razlicita pristupa [29]: a priori procjenu greske koja pruza informaciju o
asimptotskom ponaSanju diskretizacijske greske, ali ne daje stvarnu i kvantitativnu procjenu,
te a posteriori pristup koji daje stvarnu procjenu greske na temelju trenutnog aproksimacij-
skog rjesenja, te se stoga upravo taj pristup i koristi u adaptivnim metodama. Za procjenu
a posteriori greske postoje razliCiti pristupi, od standadrnih procjena na temelju energijske
norme residuala ||u — uy||g, gdje je uy aproksimacija od u, do tzv. goal-oriented procjeni-

telja, koji za cilj imaju izraCunati procjenu greSke odredene velicine od interesa (primjerice
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naprezanja ili deformacije u strukturnim analizama). Kako bi bila osigurana optimalna br-
zina konvergencije procesa, procjena greSke mg mora biti stabilna, pouzdana (C-1q mora
biti gornja granica greske) i efikasna (c-Mq mora biti donja granica greske), gdje su Ci c
konstante koje nisu ovisne o razini profinjavanja ili o diskretnom rjesenju.

Za odredivanje procjene greSke moZemo reci da je zasebna grana istraZivanja u kontekstu
numerickih metoda i za metodu konacnih elemenata je dostupna opsezna literatura. Kod
izogeometrijske analize ova grana istrazivanja je joS u ranom stadiju razvoja; postoji tek
nekolicina radova na tu temu, od Cega se dva rada posebno izdvajaju, [30] i [31]. U oba
rada autori adaptivno profinjavanje mreze temelje na hijerarhijskoj konfiguraciji. Autori u
radu [30] razmatraju procjenu pogreske na osnovi residuala za jednostavan elipticki problem
(Poissonova jednadZzba) na razini elementa , te daju izvode u kojima dokazuju da je lokalni
indikator pogreSke (jednadzba 3.10) a posteriori gornja i donja granica greSke. U radu [31]
autori takoder razvijaju procjenitelj pogreske za linearni elipti¢ki problem drugog reda, ali

na razini baznih funkcija (izraz 3.11).
1

. 2\’
o ._hQ(/F(Q) 1 + Aupl ) (3.10)

1

= AuP(BoF1) ) 11
e hﬁ(/l*"(suppﬁ)|f+ unl (P )> G.11)

U ovom kvalifikacijskom radu je izneseno tek onoliko koliko je potrebno za razumijevanje

procjene greske i primjenu u kontekstu adaptivnog profinjavanja izogeometrijske mreze.

3.3. Strategije oznacavanja

Za izracunatu lokalnu procjenu pogreske N (Q), za svaki Q € Q i zadani parametar ozna-

Cavanja 0 € [0, 1], najcesce koristene strategije oznacavanja su sljedece:

 Dorfler strategija oznacavanja [32]: Za profinjavanje se oznacavaju elementi M C Q,
s najveCim indikatorom pogreSke. Ukupan broj oznacenih elemenata ovisi o fiksnom
parametru oznacavanja koji definira koliki postotak ukupnog indikatora pogreske se

uzima u obzir za profinjavanje:

Y Mq(Q)>6- ) nq(Q) (3.12)
oeM oeQ

 Kvantilna strategija oznacavanja: Oznacava se najvise 0 - 100% elemenata M C Q s

najve¢om akumuliranom pogreskom Y pcq Mg (Q):

M <0-#Q (3.13)

19



Ova strategija koriStena je u radu [20].

* Maximum strategija oznacavanja, [33]: Oznacavaju se svi elementi M C Q kojima je

procjenjena pogreska veca od 0 - Myay, gdje je Nimax = MaxpecqNo(Q):

M ={0 € Qne(Q) = 8 Nmar} (3.14)

3.4. Implementacija HB-splineova i THB-splineova u
izogeometrijskoj analizi

Kako je u poglavlju 2 detaljnije pojaSnjeno na problemu linearne elasti¢nosti, polazi$na tocka
1izogeometrijske analize je varijacijska formulacija parcijalne diferencijalne jednadzbe od

interesa, koja glasi: pronadi u € V takav da vrijedi
a(u,v) =(f,v), WwevV

gdje su a(u,v) i (f,v) bilenarna forma i linearni operator, a odabir diskretnog prostora tes-
tnih funkcija V. C W ovisi o rubnim uvjetima problema. Fizikalna domena Q odredena je
parametrizacijom F : Q — Q C R’, gdje je Q parametarska domena (Q = [0,1])),ar>d.

Ideja hijerarhijskog profinjavanja u izogeometrijskoj analizi u suStini znaci da umjesto

NURBS parametrizacije za F izaberemo HB ili THB-spline parametrizaciju:

F(x)= ) CpB(%)
BeH
gdje je X vektor parametarskih koordinata, a Cg vektor kontrolnih toCaka svake bazne funk-

cije. Diskretni prostor tada je definiran kao:
W =span{BoF ! Bec H} =span{BoF !|Bc T}, vkeQ

Kod implementacije hijerarhijskih splineova i izogeometrijskih metoda najveci izazov je sla-
ganje matrica, buduci da integrali koje je potrebno racunati moguce ukljucuju aktivne bazne
funkcije razlicitih razina i moguce su definirani nad aktivnim elementima tre¢ih razina [17].
U dostupnoj literaturi postoji viSe razli€itih pristupa ovom problemu. U ovom dijelu teksta
dat ¢e se osnovni pojmovi i ideje za koje se moZe reci da su zajednicki nazivnik svih pred-
loZenih postupaka, dok ¢e njihove sli¢nosti i razlike biti spomenute i opisane dalje u tekstu
kroz pregled literature.

Za element Q kaZe se da je aktivan ako je dio hijerarhijske mreze: Qe Q. Ako vrijedi
Q € N Q, kaze se da je Q aktivan element razine /, a ako je Q € QN Q C Q. rijec

je o neaktivnom elementu razine /. Analogno definiciji aktivnih i neaktivnih elemenata,
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definiraju se aktivne i neaktivne bazne funkcije. Za baznu funkciju 3 kaZe se da je aktivna
ako je dio hijerarhijske baze B € H, odnosno B € 7 ako je dio THB-Spline baze. Ako je
Be TIA := H N B, kaze se da je aktivna funkcija razine [, odnosno neaktivna funkcija levela
I ako je B € FP := H\ H+1 tj. ako se suport bazne funkcije B preklapa s poddomenom
viSe razine (suport B € €;,1). Vazno je primijetiti da je funkcija levela / aktivna ako su svi
elementi unutar suporta te funkcije levela [ ili viSeg (te da je bar jedan od njih levela /), a
neaktivna ako su svi elementi tog levela unutar suporta te funkcije deaktivirani, slika 3.8.

Definiranjem aktivnih elemenata i baznih funkcija, te temeljem izraza 3.1 mozZe se definirati

Slika 3.8: Hijerarhijska mreza definirana s 3 razine (/ = {0, 1,2}) B-Spline baznih funkcija (p =2,q =
2). Suport aktivne bazne funkcije / = 1 prikazan je plavom punom linijom a neaktivne crvenom
isprekidanom linijjom. Rozom isprekidanom linijom oznacena je pasivna bazna funkcija, odnosno

......

procedura slaganja globalnih matrica u 3 koraka:

1. Za sve aktivne elemente raCunaju se lokalne matrice, bez obzira doprinose li bazne

funkcije nad tim elementom hijerarhijskoj bazi ili ne.

2. Kad su izracunate lokalne matrice elemenata, za svaki hijerarhijski level formiraju se

globalne matrice.

3. Globalne matrice svakog zasebnog levela kombiniraju se putem transformacijske ma-
trice podjele C; (eng. hierarchical subdivision operator) u globalan sustav jednadzbi

cijelog hijerarhijskog modela.

Prva dva koraka su standardni postupci izogeometrijske analize, samo sada iterativno pri-
mijenjeni na uzastopne levele. Transformacijska matrica podjele C; koja sadrZi koeficijente
za transformaciju iz hijerarhijske baze (do levela /) u B-spline bazu B; i moZe se definirati

rekurzivno [17]:

1. Co=1y
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2. Cl—H = [Cll+1C[, IH_]], zal = 0,...,1’1—2.

U prvom bloku matrice Cll+1 racunaju se koeficijenti transformacije uzastopnih levela do
levelal+ 1(0 < k <[+1), al;; je matrica koja ukljucuje doprinos aktivnih funkcija levela

[+ 1. Koeficijenti transformacije uzastopnih levela definirani su izrazom 3.1, odnosno:

(CzHl)ki:CkJH(Bi,z), i=1,..Ni, k=1,....N11

Za B-Splineove dimenzije r > 1, matrica Cl[Jrl racuna se kao Kronecker tenzor produkt ma-

trica koje odgovaraju 1D slucaju.

3.4.1. Pregled literature

Vuong i suradnici u radu [23] prvi istraZuju teoretska svojstva i prikladnost hijerarhijskih
splineova (koji su do tada bili uglavnom koriSteni u raCunalnoj grafici i modeliranju [24]) za
adaptivno lokalno profinjavanje u kontekstu izogeometrijske analize. Pokazali su da hijerar-
hijski splineovi zadovoljavaju svojstvo lokalne linearne neovisnosti te uvodenjem tezinskih
baznih funkcija w modificiraju prostor hijerarhijskih baznih funkcija # u tzv. srodan prostor

hijerarhijskih teZinskih baza W, koji zadovoljava svojstvo dijeljenja jedinice:

W={o=wp:peHAl=Y wgB} (3.15)
BeH

PredloZeni hijerarhijski pristup kombiniraju s a posteriori estimatorom te adaptivno rjesa-
vaju nekoliko test primjera na kvadratnoj parametarskoj domeni (Qq = [0, 1]?), koristeéi h-
refinement medu levelima. Dolaze do zakljucka da takav pristup ima potencijala za adap-
tivne metode i daljnje istrazivanje. IstiCu da je potrebno istraZiti proSirenje na multipatch
probleme, te proSirenje na druge hijerarhijske koncepte s manje restrikcija u svrhu posti-
zanja rjedih matrica, odnosno lokaliziranijeg profinjavanja. Schillinger 1 suradnici [26], uz
kroz rad ve¢ spomenuta dobra svojstva hijerarhijskih splineova, isti¢u jo$ neke prednosti koje

hijerarhijske splineove ¢ine dobrim odabirom za adaptivne metode:

* princip profinjavanja koji se temelji na B-Spline podjeli (odnosno svojstvu B-Spline
funkcije da se moZe prikazati kao linearna kombinacija skracenih, translatiranih i ska-
liranih kopija same sebe) osigurava odrZavanje linearne neovisnosti kroz proces profi-

njavanja i osigurava maksimalnu glatkoéu NURBS-a kroz proces profinjavanja

* buduci da se hijerarhijski pristup u osnovi temelji na tenzor-produkt B-Splineovima,

moze se jednostavno poopditi na viSe dimenzije

* hijerarhijska organizacija baznih funkcija se jednostavno moZe implementirati u pos-

tojeci ’stablo’ koncept strukturiranja podataka, slika 3.9
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Slika 3.9: ... [26]

* u metodi konacnih elemenata postoje slicne tehnike adaptivnog profinjavanja mreze
koje mogu olak$ati razumijevanje i implementaciju postupaka sa hijerahijskim B-
Spline i NURBS funkcijama.

Jedan od nedostataka kod hijerarhijskog B-Spline koncepta kakav su predstavili Vuong i su-
radnici [23] je taj Sto je suport baznih funkcija moguce velik (Sto je veéi p), Sto posljedi¢no
moze znacCiti relativno velik broj baznih funkcija iz viSe razlicitih levela koje su aktivne
na odredenom dijelu parametarske domene. Taj nedostatak su Schillinger i suradnici [26]
pokusali ublaziti hp-d-profinjavanjem [34], koji pokazuje vecu lokaliziranost postupka u od-
nosu na A-refinement. U susStini, autori na primjeru profinjavanja jednog odabranog elementa
objasnjavaju svoj postupak: iz novog, viSeg levela dodaju se 3 (za kubi¢ne B-Spline bazne
funkcije) bazne funkcije definirane nad elementom koji se profinjava, slika 3.10. Kod Sirenja
koncepta na viSe elemenata (slika 3.5) potrebno je voditi raCuna o minimalnom broju B-
Spline funkcija iz finijeg levela koji moze opisati uzastopan niz finih B-Spline funkcija; kod
ovakvog pristupa postoji moguénost uvodenja linearne ovisnosti medu funkcijama razli¢itih
levela (slika 3.11), te je potrebno unutar procesa identificirati 1 ukloniti sve bazne funkcije
prethodnog levela koje se mogu prikazati linearnom kombinacijom baznih funkcija viSeg le-
vela. Kod prethodno opisanog hijerarhijskog profinjavanja, neke bazne funkcije eksplicitno
su sadrZane kao dio baze levela kojem pripadaju, ali i implicitno preko nekih baznih funkcija
visih levela s kojima dijele suport, zbog Cega autori predlazu dodatno poboljSanje na nacin
da detektiraju takva multipliciranja i uklone ih jednostavnim oduzimanjem takvih funkcija,
¢ime se smanjuju preklapanja baza i posljedicno dobiju rjede matrice, slika 3.12. Medu-
tim, s implementacijskog stajaliSta, ovakve procedure oduzimanja zahtijevaju kompleksne
algoritme koji opstruiraju automatizaciju procesa profinjavanja mreze. Autori meduostalim
u svom radu daju detaljan pregled teoretskih, algoritamskih i implementacijskih koncepata
hijerarhijskog profinjavanja B-Splinea i racionalne baze odnosno NURBS-a, te isti testiraju
na razli¢itim problemima mehanike fluida 1 strukturalne analize u dvije i tri dimenzije. Osim

toga, postupak su primijenili i na metodu Celija za rjeSavanje problema s tzv. ugradenim
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(b) Hijerarhijski refinement inspiriran sp-d pristupom profinjavanju [34]. Kombinacija ori-
ginalne baze i tri B-Spline funkcije iz viSeg levela Cine profinjenu hijerarhijsku bazu.

Slika 3.10: Prikaz premreZavanja jednog elementa ilustriran na kubi¢nim B-Spline funkcijama [26].

rubovima (eng. immersed boundary analysis).

Kako je ve¢ naglaSeno, glavni nedostatak hijerarhijskih B-Splineova je taj Sto ne zadovolja-
vaju stvojstvo dijeljenja jedinice. Alternativan pristup uvodenju teZinskih prostora kao alata
za oporavljanje tog svojstva (izraz 3.15), je koriStenje hijerarhijskih splineova sa skraéenom
bazom, prethodno opisanih u poglavlju 3.1.2, a uvedenih u radu Carlotte Giannelli 1 surad-
nika [28]. U tom radu dat je teoretski okvir unutar kojeg je definiran postupak modifikacije
HB-Splina koji definira novu THB-bazu, odnosno operator skraéivanja (izraz 3.7). Ope-
levela. Autori su u radu izveli dokaze zadovoljavanja linearne neovisnosti i dijeljenja jedi-
nice, te ilustrirali koncept na primjerima ’fitanja’ podataka. Detaljna matematicka analiza
THB-Splineova dana je u radu istih autora, [27].

Prosirenje primjene THB-Splineova na rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi u
adaptivnoj izogeometrijskoj analizi dano je u radu [25]. U tom radu autori stavljaju naglasak
na efikasnost i jednostavnost upotrebe, te prednost daju novo razvijenim strategijama za iz-
ogeometrijsku analizu naspram prilagodavanju standardnim FEM procedurama. Implemen-
tacija hijerarhijskih procedura je napravljena u G+SMO open source objektno orijentiranom
C++ paketu i temelji se na binarnom stablu podjela, slika 3.13. Brojevi u krugovima pred-
stavljaju indekse ¢vorova odgovarajucih levela. Uz svaki od tih krugova spremaju se podaci

o mjestu podjele (iz vektora ¢vorova) i indeksa osi duz koje se podjela vrsi. Kvadratiéi sa
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Slika 3.11: Nepotpun niz B-spline baza iz viSeg levela moZe dovesti do lienarne ovisnosti baza (li-
jevo). Crvenom bojom oznacena je bazna funkcija koja upotpunjava niz finih baza i omoguéava
isklju€ivanje B-Spline baznih funkcija iz prethodnog levela [26]

Number of dofs: 41 Number of dofs: 41
Number of non-zero entries: 399 Number of non-zero entries: 307
Maximum bandwidth: 17 Maximum bandwidth: 9

(a) Bez oduzimanja (b) Sa oduzimanjem

Slika 3.12: Popunjenost matrice krutosti bez (a) i sa (b) procedurom oduzimanja multiplicirajucih
funkcija [26].

slovima predstavljaju listove binarnog stabla podjela (listovi su pravokutni dijelovi domene
koji se sastoje od elemenata istog levela) i uz njih se spremaju podaci o levelu Cije elemente
sadrze, kao i koordinate te poddomene koju opisuju. Nakon konstruiranja binarnog stabla
podjela, odnosno hijerarhijske domene autori u tzv. koraku kompiliranja baza konstruiraju
karakteristi¢ne matrice X za svaki level /, koje definiraju aktivne bazne funkcije tog levela.
U slucaju THB-splineova, u stablu podataka provjeravaju se preklapanja suporta kako bi se
identificirale bazne funkcije koje trebaju biti skracene, preko najgrubljeg levela /. u kojem
ista moZe biti definirana preko B-Spline funkcija tog levela. Definiranje nove domene autori
vrse tzv. umetanjem okvira (eng. box insertion), nakon ¢ega azuriraju karakteristicne matrice
u skladu s rezultirajuéom domenom. Kod ovakvog pristupa moguée je da dode do pojave da
elementi iz niZe razine poprime oblik L (to se dogodi ako ubaceni okvir ne prati trenutnu
hijerarhijsku mrezu), te je potrebno takve elemente lokalno podijeliti, slika 3.14. Nadalje,

u praksi je Cest slucaj da je adaptivni proces takav da indikator pogreske u jednom koraku
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Slika 3.13: Prikaz podjele domene (srednja slika) i binarnog stabla podjele (desna slika) za hijerar-
hijsku mreZu (lijeva slika)

oznaci velik broj okvira (nerijetko je rijeC i o susjednim), Sto moZe rezultirati redudantnim
¢vorovima u stablu koji mogu biti integrirani u jedan list, te je potrebno provoditi postupak
komprimiranja stabla. U tom postupku 'rodbinski’ ¢vorovi koji su istog levela rekurzivno se
integriraju u svoj roditeljski ¢vor koji sam po sebi postaje list.

Autori rjeSavaju nekoliko primjera opisivanja geometrije THB-Splineovima (od rekonstru-

Slika 3.14: Osjencani okvir na lijevoj slici se ubacuje u drugom levelu, ali ga je potrebno modificirati
prema desnoj slici da ne bi doSlo do pojave elemenata L oblika, [25]

iranja geografskih podataka do opisivanja forme trupa broda) te takoder rjeSavaju nekoliko
primjera izogeometrijske analize sa THB-Splineovima (od ad hoc profinjavanja dijagonale
jedini¢nog kvadrata i kocke, do Laplaceove i Poissonove jednadzbe te advekcijsko difuzij-
skog problema kod kojih se profinjavanje izmedu levela temelji na h-proceduri i standardnom
residual-based indikatoru greske).

Iako koriStenje binarnog stabla kao u radu [25] moZe biti numericki efikasno, sama veza
izmedu hijerarhijske mreze i stabla je neintuitivna. Osim toga, jedna te ista hijerarhijska
mreza moZe biti prikazana s viSe razli¢ito razgranatih stabala. U svrhu jednostavnosti i flek-
sibilnosti algoritama 1 struktura podataka, Garau 1 Vazquez u radu [17] uvode drugaciji,
intuitivniji pristup razvoju algoritama za implementaciju adaptivnih izogeometrijskih me-
toda koristeci hijerarhijske splineove, te ga razvijaju i testiraju na bazi Octave/Matlab paketa
GeoPDEs [35, 36]. Njihov pristup temelji se na dvije klase podataka: jedna za hijerarhijsku
mreZu s popisom aktivnih elemenata za svaki level, i1 jedna za hijerarhijsku bazu, s popisom
aktivnih funkcija.

Klasa koja definira hijerarhijsku mrezu mora sadrZavati sljedece informacije:
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Trenutni broj levela

Strukturu podataka koja za svaki level [ definira mreZu tog levela Q;

Popis aktivnih elemenata svakog levela

Popis deaktiviranih elemenata svakog levela

Pravilo profinjavanja s levela [ na [ + 1 (dyadic, triadic...)
Klasa za hijerarhijsku bazu mora sadrZavati sljedece informacije:
* Trenutni broj levela
» Za svaki level [, podatke koji definiraju tenzor produkt bazu tog levela, B
* Popis aktivnih funkcija svakog levela
» Popis deaktiviranih funkcija svakog levela

* Koeficijente cx41(Bi;) iz izraza 3.1, koji definiraju vezu medu baznim funkcijama

dva uzastopna levela.
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Slika 3.15: Usporedba utrosenog racunalnog vremena potrebnog za slaganje matrice krutosti naspram
broja levela, za slu€aj adaptivnog profinjavanja i globalnog profinjavanja (klasi¢nog i hijerarhijskog)

Autori su pokazali da ovakav pristup pruza sve potrebne informacije za adaptivne IGA

metode, te da vrijede za klasi¢ne hijerarhijske B-splineove opisane u poglavlju 3.1.1,
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pojednostavljene hijerarhijske splineove [37] kao i obje njihove verzije sa skracenom bazom
(3.1.2). Vazno je naglasiti da se cjelokupna procedura moze temeljiti na odabiru elemenata
ali i odabiru funkcija kod strategije oznacCavanja. U skladu s tim, autori koriste dva
jednostavna a posteriori indikatora, jedan koji se temelji na elementima [30] i drugi koji se
temelji na funkcijama [31]. Predstavljene algoritme za profinjavanje i coarsening testirali su
na nekoliko primjera rjeSavanja skalarnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Evaluaciju
efikasnosti svoje implementacije autori su proveli na nacin da su mjerili raCunalno vrijeme
potrebno za slaganje matrice krutosti 1 vektora opterecenja: kao referencu uzeli su u
obzir globalno profinjavanje sa standardnim tenzor-produkt splineovima, te taj rezultat
usporedivali sa hijerarhijskim adaptivnim profinjavanjem ali i hijerarhijskim globalnim
profinjavanjem mreZe. Kako se vidi sa slike 3.15, pokazalo se da je adaptivno profinjavanje
ocekivano raCunalno ’jeftinije’ za istu magnitudu pogreske, ali 1 da je za klasicni globalni
refinement potrebno manje racunalnog napora buduéi da ovakav pristup vise iskoriStava
tenzor-produkt prirodu splineova, za razliku od globalnog profinjavanja mreZe u okviru

hijerarhijskih procedura.

Slika 3.16: Cetiri razli¢ite konfiguracije dijagonalnog profinjavanja mreZe na kvadratnoj domeni

Na slici 3.16 prikazane su Cetiri razlicite konfiguracije dijagonalnog profinjavanja na kva-
dratnoj domeni dobivene tako da su zadane razli¢ite udaljenosti izmedu elemenata razli¢itih
razina a profinjavanje je vrSeno do desete razine. Na ovako zadanim mreZama autori pro-
vode testove utroSka raCunalne memorije te dobivene rezultate usporeduju s onima u [25].
Rezultati su prikazani na slici 3.17. Ovaj test primjer pokazuje da utroSak memorije ima
linearan rast kako za HB, tako i za THB-Splineove, neovisno o stupnju polinoma ili maksi-
malnoj udaljenosti medu elementima. Razliku u odnosu na rezultate iz [25] autori pravdaju
razli¢itim slaganjem i pohranjivanjem koeficijenata operatora skra¢ivanja. Autori dolaze do
jos jednog znacajnog zakljuCka: utroSak memorije viSe ovisi o broju razina nego o broju
stupnjeva slobode, §to potvrduju jo§ jednim slicnim primjerom na drugacijem uzorku profi-
njavanja, slika 3.18. Kako se vidi sa slike 3.19, za svaki uzorak profinjavanja mreZe utroSak
memorije ovisi uglavnom o broju razina.

Bornemann i suradnici [38] koriste dobro poznat koncept subdivizijskih (eng. subdi-
vision) postupaka kako bi olakSali integraciju hijerarhijskih B-Splineova u ve¢ postojece

implementacije metode konacnih elemenata. Ovaj koncept podrazumijeva rekurzivno
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Slika 3.17: Eksperimentalni rezultati utroSka memorije za dijagonalni refinement na kvadratnoj do-
meni: Smeda, crvena, zelena i plava boja odgovaraju hijerarhijskim mrezama sa slike 3.16, s lijeva na
desno. Pune linije oznacavaju standardne HB-Splineove, a isprekidane THB-splineove.

primjenjivanje odredenog pravila profinjavanja na izvornu mreZu, odnosno nulti level.
Subdivizijski koncept kakav su autori implementirali moze se poistovjetiti sa uniformnim
h-refinementom kod kojeg se postojeCi raspon Cvorova u svakoj razini profinjavanja
prepolavlja. Ovakav pristup moZe se implementirati u neki postojeci softver koji se temelji
na metodi konacnih elemenata buduci da za izraCun lokalne matrice krutosti i vektora
¢vorova treba poznavati samo B-splineove razine elementa za kojeg se racuna. Globalno
slaganje vrSi se pomocu projekcijskih matrica koje se konstruiraju za svaki element. U
sustini, ovakav pristup, a i sama implementacija, sli¢an je onom u prethodno opisanom radu
Garau i suradnika [17]. Razlikuju se u nacinu racunanja koeficijenata cy /1, te u slaganju
transformacijke matrice podjele definirane u sekciji 3.4: Bornemann i autori definiraju
elementarnu matricu na razini elementa (lokalnu), koja je u stvari podmatrica globalne

matrice C;, kakvu definiraju Garau i suradnici [17].
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Slika 3.18: Cetiri razlicite konfiguracije profinjavanja
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Slika 3.19: Utrosak memorije za refinement sa slike 3.18: Smeda, crvena, zelena i plava boja odgo-
varaju hijerarhijskim mreZama, gledajuci s lijeva na desno. Desna slika prikazuje usporedbu utroska
memorije naspram broja levela. LjubiCasta puna linija oznacava slucaj uniformnog profinjavanja

mreze.
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Slika 3.20: Prikaz multi-level Beziér ekstrakcije baznih funkcija iz hijerarhijske baze definiranih nad

referentnim elementom. Preuzeto iz [39]
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Drugaciji pristup prilagodavanju hijerarhijskih splineova konvencionalnoj metodi konac-
nih elemenata prezentiraju autori u radu [39]. U tu svrhu autori koriste Bézierovu ekstrak-
ciju [40] te predlazu poopcenu varijantu: autori kombiniraju princip Bézierove ekstrakcije s
multi-level ekstrakcijom. Multi-level ekstrakcija u sustini hijerarhiju funkcija i vektora ¢vo-
rova prikazuje preko elementa te nad elementom definiranih funkcija svedenih na isti level,
a operator Beziérove ekstrakcije preslikava standardni skup referentnih baznih funkcija koje
su uniformne za svaki element u bazne funkcije odredenog levela. Ideja multi-level Bézi-
erove ekstrakcije je prikazana na slici 3.20. Princip multi-level ekstrakcije u sustini je sli¢an
pristupu u radovima [23, 41]. Razlika je Sto se u [23, 41] ekstrakcija baznih funkcija primje-
njuje na razini levela (na bazne funkcije nad elementom koje su tog levela), dok se u radu
[39] primjenjuje na razini elementa, na bazne funkcije koje su moZebitno iz razlicitih levela.
Autori su ovaj pristup primijenili na HB 1 THB-splineove, te zakljuCuju da je ovakav pristup
takoder pogodan i za druge parametrizacije definirane na ugnijezdenim prostorima, kao i za
razliCite metode profinjavanja, za proSirenje na nelinearne probleme te za paralelnu imple-

mentaciju.
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4. Izogeometrijska analiza u kontekstu optimiranja

struktura

Vecina inZenjerskih optimizacijskih problema unutar samog postupka optimizacije podra-
zumijeva i izvodenje odredenih numerickih analiza na temelju ¢ijih rezultata se odreduje
izvrsnost funkcije (ili viSe funkcija) cilja i zadovoljenost ograni¢enja. Kad je rijeC o struk-
turalnim optimizacijskim problemima, bilo da je rije¢ o optimizaciji oblika, bilo topologije,
najceSée koriStena metoda za proracun odziva strukture na optereenje je metoda konacnih
elemenata (eng. Finite Element Method). Kod klasi¢ne FEM metode, kao Sto je u pret-
hodnom poglavlju ve¢ spomenuto, za modeliranje geometrije i numericke mreZe koriste se
razli¢iti matematiCki pristupi: splineovi za zapis geometrije, a Lagrangeovi ili Hermiteovi
polinomi za analizu. To za posljedicu ima dodatno racunalno opterecenje, koje posebno do-
lazi do izraZaja jer se numericka analiza provodi unutar optimizacijske petlje Sto znaci da
je sa svakom iterativnom promjenom geometrije potrebno ponovno provoditi diskretizaciju
kako bi rezultati bili pouzdani. Ako se metoda konacnih elemenata koristi kao alat za analizu
u okviru optimizacijskog procesa, znacajno racunalno optereenje predstavlja i sam odabir
varijabli optimiranja. Ako se za varijable optimiranja odaberu koordinate ¢vorova kona¢nih
elemenata to za posljedicu ima veliki broj varijabli optimiranja, odnosno prostor traZzenja
optimalnog rjeSenja postaje visoko dimenzionalan. Drugaciji pristup definiranju varijabli
optimiranja je uvodenje dodatne parametrizacije izmedu ¢vorova konacnih elemenata i vari-
jabli optimiranja, ¢ime se znatno moZe smanjiti broj varijabli optimiranja, ali je potrebno u
svakoj iteraciji vrSiti reparametrizaciju.

Iz prethodno napisanog, mozZe se unaprijed iSCitati prednost koristenja izogeometrijske
analize u kontekstu optimiranja oblika i/ili topologije: koriStenjem istih baznih funkcija u
samoj analizi koje se koriste kod definiranja geometrije, moZe se reci da je diskretizacijski
model, odnosno mreZa elemenata nad kojima se vrsi integracija, izravno ugraden u geome-
trijski zapis. Samim time se za logi¢an odabir varijabli optimiranja namecu kontrolne tocke
parametarskog zapisa geometrije. Kako je kod klasi¢nih postupaka premreZavanja (eng.
refinement-a) u izogeometrijskoj analizi sluCaj da geometrija ostaje nepromijenjena unatoc
premreZavanju, mogu¢ je odabir malog broja varijabli optimiranja koriStenjem parametara
(kontrolnih toCaka) ’grublje’ mreZe za varijable optimiranja, uz osiguranu veliku to¢nost
diskretizacijskog modela koriStenjem ’fine’ mreZe za analizu.

Kad je rijeC o strukturalnoj optimizaciji, nuzno je razlikovati tri kategorije optimizacije
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dizajna: optimizacija veli¢ina, optimizacija oblika, te optimizacija topologije, slika 4.1. Kod

Size optimization

—

Topology optimization

- >

H-o00-0 03

O-00-© O-&

Slika 4.1: Kategorije strukturalne optimizacije, [42]

Shape optimization

optimizacije veli¢ina varijabla optimiranja moZe biti primjerice debljina materijala, poprecni
presjek 1 sl. Kod optimizacije oblika varijabla optimiranja je kontura, ili dio konture do-
mene materijala koja se optimira. Najopcenitija kategorija, i najapstraktnija, je optimizacija
topologije koja za cilj ima pronaci optimalnu distribuciju materijala, gdje materijal moze
‘nastajati’ i “nestajati’ tokom postupka optimizacije.

U ovom poglavlju kvalifikacijskog rada dat ¢e se uvodno kratak osvrt na matematicku
formulaciju problema strukturalne optimizacije te zatim pregled metoda i dosadasnjih istra-
Zivanja, odnosno pregled dostupne literature koja obraduje optimizaciju oblika i topologije u

okviru izogeometrijske analize, s naglaskom na level-set metode.

4.1. Opca matematicka formulacija problema

strukturalne optimizacije

Formulacija opéeg problema strukturalne optimizacije uvijek se sastoji od:

* Funkcija cilja (f): Za svaki mogudi dizajn, funkcija cilja f daje kvantitativan podatak
o izvrsnosti tog dizajna. NajCesSce se optimizacijski problemi formuliraju na nacin da

se trazi dizajn koji ima $to je moguce manju vrijednost f (minimizacijski problem).

* Varijabli optimiranja (x): Funkcija ili vektor koji opisuje dizajn i koji se mijenja tokom
optimizacije. Moze opisivati neku geometrijsku veli¢inu (debljinu, duljinu,...), odabir

materijala, oblik ili topologiju.

* Varijabli stanja (y): Za odredenu strukturu, odnosno dizajn definiran s x, y je funkcija

ili vektor koji predstavlja odziv strukture (pomak, naprezanje, deformaciju...).

33



Nakon definiranja svih ’sastojaka’, op¢i problem strukturalne analize definira se kako slijedi
[43]:

.
minimiziraj f(x,y) s obziromnaxiy

ograniCenja na y, <0
(50) = - g janay,g(y) @1
na koju djeluju ogranicenja na x, g(x) <0

ogranicenja ravnoteze
\

Ogranicenja na y mogu biti primjerice ograni¢enja pomaka na nekom dijelu strukture, a
ogranicenja na x su ogranicenja koja se odnose na varijable optimiranja koje opisuju dizajn.

Ogranicenje ravnoteZe diskretiziranog problema definirano je sljede¢om jednadZbom:
K(x)u="F(x) (4.2)

gdje je K(x) matrica krutosti strukture, koja je opéenito funkcija dizajna, u predstavlja vektor
pomaka (odnosno u je u ovom slucaju varijabla stanja y), a F(x) je vektor sila koji takoder
moze ovisiti o dizajnu. Izraz 4.2 je tipicno parcijalna diferencijalna jednadzba. Formulacija
kakva je predstavljena uobiCajeno se naziva simultanom formulacijom. Bududéi da je Cest
slucaj da se varijable stanja y mogu definirati preko varijabli optimiranja x (odnosno ako
je K(x) invertibilna za svaki x) moZe se pisati sljedeée: u = u(x) = K(x)"'F(x). Na ovaj
nacin prethodno eksplicitno izraZeni uvjeti ravnoteze implicitno se uvode u tzv. ugnijezdenu

formulaciju problema strukturalne optimizacije:

(SO = miny, f(x,u(x)) “3)

s, glxu(x)) <0

U ovakvoj formulaciji ogranicenja ravnoteze se u svakom optimizacijskom koraku, za tre-
nutne vrijednosti varijabli optimiranja, raCunaju iterativno nekom od numerickih metoda, te
se uvrstavaju u funkciju cilja. Posljedica ovakve formulacije je da ograni¢enja ravnoteZe nisu
egzaktno zadovoljena ve¢ aproksimativno, za razliku od simultane formulacije.

Procedura rjeSavanja ovakve formulacije metodama prvog reda (metodama koje zahtijevaju

samo prve derivacije) moZe se opisati u nekoliko koraka:

1. Postaviti brojac iteracija k = 0 te definirati po¢etne varijable optimiranja x°. Ovime je

definiran inicijalni dizajn strukture.

2. Izradunati vektor pomaka u(x¥) rjeSavanjem 4.2 nekom od numeri¢kih metoda (MKE,
IGA..)

3. Za trenutni iznos varijabli optimiranja x* izratunati funkciju cilja (f(x*)), ograni¢enja

(gi(x"), gdje je i = 1,...I) kao i potrebne derivacije (Vf,Vg,)
4. Formulirati eksplicitnu konveksnu aproksimaciju (S@)ﬁ 7 ugnijeZdene formulacije

34



strukturnog optimizacijskog problema (SO),, s

5. Izratunati novi dizajn x*™! rjeSavanjem (SO)*  odabranom nelinearnom optimizacij-

skom metodom.

6. Postaviti broja¢ na k = k+ 1 te se vratiti na korak 2. do zadovoljavanja kriterija zaus-

tavljanja.

Kod numerickog pristupa rjeSavanju ovakvog problema potrebno je poznavati derivacija
funkcija cilja f i svih ogranicenja g u odnosu na varijable optimiranja. Poznavanje tih infor-
macija pruza uvid u osjetljivost optimizacijskog postupka, odnosno funkcije cilja i ogranice-
nja, u odnosu na promjene dizajna tj. promjene varijabli optimiranja. Analiza osjetljivosti se
najjednostavnije mozZe odrediti numerickim putem, metodom konacnih razlika. Nedostatak
ove metode je numericka neefikasnost i uvodenje greSke diskretizacije u izracun osjetljivosti,
a najveca prednost metode je jednostavna implementacija. Prakti¢no, ¢eS¢e se koriste ana-
liticki postupci odredivanja osjetljivosti, direktni i spregnuti (eng. adjoint). Detaljni opisi i
izvodi ovih postupaka u kontekstu strukturalne optimizacije mogu se pronaci u knjizi [43] i

preglednom radu [44].

4.2. Optimizacijske metode

Rezultat optimizacije bilo kojeg problema uvelike ovisi o izboru metode optimiranja, od
kojih svaka za sebe ima neke prednosti i nedostatke za rjeSavanje odredenog tipa problema.
Prikladnost odredenih metoda je polje istraZivanja koje je dosta Siroko obradivano u literaturi,
i daleko izvan opsega ovog rada, pa ¢e se spomenuti samo neke od njih. Optimizacijski

problemi mogu se klasificirati po razli¢itim kriterijima kako slijedi:
* prema dimenzionalnosti varijabli optimiranja:

— jednodimenzionalni (jedna varijabla optimiranja)

— n-dimenzionalni (n varijabli optimiranja)
* prema broju funkcija cilja:

— s jednom funkcijom cilja (eng. single-objective)

— s viSe funkcija cilja (viSeciljni, eng. multi-objective)
* prema tipu varijabli:

— s kontinuiranim varijablama

— s diskretnim varijablama
* prema postojanju ogranicenja:
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— bez ogranicenja

— sa ogranic¢enjima
» prema karakteru problema:

— linearni postupci (eng. linear programming)

— nelinearni postupci (eng. nonlinear programming)
e prema domeni pretraZivanja:

— lokalne metode

— globalne metode

Kad je rijeC o inZenjerskim problemima strukturalne optimizacije, njih najceS¢e mozemo
svrstati u nelinearne viSeciljne optimizacijske probleme s kontinuiranim funkcijama i ogra-
nienjima. RjeSavanje takvih optimizacijskih problema na efikasan nacin je Cesto izazovan i
zahtjevan proces koji u praksi uobicajeno podrazumijeva modificiranje i kombiniranje razli-
Citih optimizacijskih metoda, odnosno prilagodavanje algoritma problemu koji se rjeSava. Za
rjeSavanje ovakvih problema nerijetko se koriste gradijentne metode, te ¢e najjednostavnija
biti ukratko opisana u daljnjem tekstu, u ilustrativne svrhe same ideje. Kratko e se izni-
jeti i ideja transformacijskih metoda koje probleme s ograni¢enjima svode na probleme bez
ograniCenja. Kad je rije¢ o problemima s diskretnim funkcijama i varijablama prikladniji su

evolucijski postupci optimiranja.

Gradijentne metode optimiranja

Gradijentne metode su se pokazale efikasnima za rjeSavanje nelinearnih problema s konti-
nuiranim funkcijama. Ove metode zahtijevaju poznavanje ne samo vrijednosti funkcija veé
1 njihovih derivacija. Primjenjive su na optimizacijske probleme bez ogranicenja s jednom
funkcijom cilja, te na probleme s ogranic¢enjima koji su prethodno nekim od transformacij-
skih postupaka (Lagrangeova formulacija, kazneni dodaci i sl.) svedeni na probleme bez
ograniCenja. Kod viSeciljnih problema potrebno je uvesti proces odlucivanja, odnosno na
neki nacin rangirati funkcije ciljeva po vaznosti, S§to je moguce primjerice zadavnjem tezin-
skih faktora svakoj od funkcija cilja, odnosno formulacijom jedne nove, tezZinske funkcije
cilja. Kod viSeciljnih optimizacijskih problema cilj je pronaci Pareto optimalno rjeSenje.
Gradijentne metode su iterativan optimizacijski postupak, unutar kojeg se generira niz uzas-
topnih rjeSenja (dizajna) {x'},i = 0,1, ..., koji minimiziraju funkciju cilja, odnosno za koje
vrijedi sljedeci uvjet:

FT) < f(x) (4.4)
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Sve gradijentne metode generiraju uzastopna rjeSenja slicnom procedurom koja se temelji na
izrazu [45]:
x(K+D = x(0) 4 () g(x ) (4.5)

gdje je x®) trenutna procjena rjesenja, %) parametar koraCanja, a s(x(k)) smjer pretraZzi-
vanja rjeSenja. U sustini, gradijentne metode razlikuju se u nacinu na koji odreduju a® i
S(X(k)). Najjednostavnija gradijentna metoda je tzv. Cauchyjeva metoda najbrzeg spusta,
koja za smjer pretraZzivanja rjeSenja uzima smjer negativnog gradijenta na funkciju cilja u
tocki trenutnog rjesenja (iz razvoja funkcije u Taylorov red oko trenutnog rjeSenja vidljivo je
da funkcija ima najveci porast u smjeru V f, odnosno najveci pad vrijednosti u smjeru —V f),
pa izraz 4.5 postaje:

xKHD = x ) _ o0y £ (x(K) (4.6)

gdje je a® u svakoj iteraciji potrebno odrediti nekom od metoda jednodimenzionalnog pre-
trazivanja. Nedostatak ove metode je spora konvergencija $to je posljedica toga Sto promjena
u rjeSenju ovisi o iznosu gradijenta u prethodnom rjeSenju, koji teZi u nulu $to je rjeSenje blize
optimalnom. Gradijentnih metoda ima mnogo [45, 46], od kojih neke koriste 1 druge deri-
vacije, poput Newtonovih i modificiranih Newtonovih postupaka, Davidon-Fletcher-Powell
metode (DFP), Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) itd.

Transformacijske metode

Kod problema s ograni¢enjima jednakosti i/ili nejednakosti jedan od pristupa rjeSavanja je
svodenje tog problema na niz problema bez ogranicenja. To se postiZe transformacijskim
metodama u koje se ubraja koncept kaznenih funkcija i metode Lagrangeovih mnozitelja, za
koje se onda formuliraju nuZni uvjeti optimalnosti (Kuhn-Tuckerovi uvjeti).

Koncept kaznenih funkcija temelji se na eliminiranju ograni¢enja formuliranjem ukupne

kaznene funkcije:
P(x,R) = f(x) +Q(R,8(x), h(x)) 4.7)

gdje je R skup kaznenih parametara, Q2 kazneni dodatak dodan na funkciju cilja problema,
g(x) ogranienja nejednakosti (g(x) < 0) a h(x) ograniCenja jednakosti (h(x) = 0). Metode
sa kaznenim dodacima razlikuju se u nacinu na koji se definiraju kazneni parametri i na koji
se formulira kazneni dodatak. Unato¢ nekim nedostatcima kao Sto su spora konvergencija,
distorzija kontura izo-linija kaznene funkcije (izraz 4.7) itd., kaznene metode su Siroko pri-
mjenjivane u praksi, zbog same jednostavnosti koncepta i tretiranja nelinearnih ogranicenja.

Lagrangeove metode mnozitelja, s druge strane, temelje se na formulaciji Lagrangeove

funkcije:

L(x,,p1) = f(x) + M(x +Z{u,g, X)+2]} (4.8)

gdje su A i u Lagrangeovi mnozitelji za jednakosna, odnosno nejednakosna ograni¢enja. Na
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ovaj nacin ne rjeSava se originalni problem, vec se isti transformira u sustav jednadZzbi koji
se sastoji od nuznih uvjeta optimalnosti. U iterativnom rjeSavanju takvog sustava simultano
se traZe vrijednosti varijabli optimiranja x i Lagrangeovih mnoZitelja, A i u. Bududi da je
rjeSenje takvog problema sedlasta tocka jednadZzbe 4.8 (minimum po x, maksimum po mno-
Ziteljima) ova formulacija se Cesto razmatra kao dualni problem [46]. 70-ih godina uvodi
se koncept tzv. proSirene Lagrangeove funkcije (eng. augmented Lagrangian function),
[47, 48]. Ideja takvog koncepta je u proSirenju Lagrangeove funkcije (izraz 4.8) dodatnim
izrazom (npr. kvadratnim kaznenim dodatkom). Na taj nacin formulira se nova funkcija
bez ogranicenja €1ji minimum je Kuhn-Tuckerova tocka izvornog problema. Pokazalo se da
ova formulacija koja je u suStini kombinacija kaznene i Lagrangeove formulacije, ublazuje

nedostatke obaju metoda.

Genetski algoritmi

Genetski algoritmi u traZenju optimalnog rjeSenja su joS jedan uspjeSan pokuSaj Covjeka da
imitira prirodu. Ideje genetskih algoritama zasnovane su na principima prirodne selekcije 1
oponasanju genetskih procesa. Dobro su primjenjivi na probleme sa diskretnim varijablama,
ali 1 kontinuiranim i mjeSovitim, buduéi da ne rade eksplicitno sa vrijednostima varijabli vec¢
te vrijednosti kodiraju putem binarnog zapisa. Zbog stohastiCke prirode traZenja rjeSenja
genetski algoritmi tipi¢no nalaze globalni ekstrem te se zbog toga mogu svrstati u globalne
metode. Gentski algoritmi i1 druge heuristicke metode (poput simuliranog Zarenja, neuralnih
mreZa, evolucijskih metoda itd.) su zbog svoje fleksibilnosti i sposobnosti rjeSavanja visoko

nelinearnih problema postale popularne u znanstvenim krugovima.

4.3. Optimizacija oblika

4.3.1. Pregled literature

Kod optimizacije oblika, cilj je pronaci optimalan oblik domene strukture € u svrhu mini-
miziranja (ili maksimiziranja) funkcije cilja, uz zadovoljavanje odredenih ogranicenja. Opti-
mizacija oblika primjenjuje se u mnogim podrudjima istraZivanja: od strukturalne mehanike,
racunalne dinamike fluida, medicine, elektromagnetizma itd.

Funkcija cilja najéesce je zadana kao funkcional ovisan o rjeSenju parcijalne diferencijalne
jednadzbe, koje je opet ovisno o domeni Q. U strukturalnoj optimizaciji to su najcesce (ali ne
iskljucivo) teZina, pohranjena energija (npr. podatljivost), maksimalno naprezanje ili maksi-
malni pomak.

Op¢i proces dizajniranja optimalnog oblika prikazan je na slici 4.2. Da bi optimizacija bila
uspjesna, vaznu ulogu ima definiranje parametrizacije geometrije i odabir varijabli optimi-

ranja. U pocetcima optimizacije oblika, koordinate ¢vorova diskretizacije koristile su se
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Slika 4.2: Op¢i proces optimizacije oblika [12]

kao varijable optimiranja, no ovakav pristup pokazao je niz nedostataka (velik broj varijabli
optimiranja, distorzije mreZe itd.) te Cesto rezultirao nedopustivim rjeSenjima. Ti nedos-
tatci su se prvotno ublaZzavali uvodenjem dodatnih ograni¢enja na regularnost geometrije,
medutim ovakav pristup je racunalno skup. Drugi pristup nadilaZenju tih nedostataka je raz-
dvajanje modela koji definira dizajn strukture i modela za analizu. Za model koji opisuje
dizajn tako se koriste razliiti matematicki zapisi za rubove struktura, medu njima polinomni
modeli, razli¢iti parametarski zapisi (B-Spline, NURBS itd.) itd. Iako su se splineovi po-
kazali vrlo efikasnima zbog svog svojstva glatkoce i kontinuiranosti, i dalje veliku ulogu u
cjelokupnom optimizacijskom procesu igra veza izmedu ta dva modela i zahtijeva oprezno
rukovanje bududéi da je geometrijski prikaz razli¢it u oba modela. Taj problem i radovi na
temu izogeometrijske analize motiviraju Walla i suradnike da prvi primjene taj koncept u ok-
viru optimizacije oblika [12], i izbjegnu tipi¢ne parametrizacijske probleme u tradicionalnoj
optimizaciji oblika koja se temelji na metodi kona¢nih elemenata. Autori predstavljeni opti-
mizacijski koncept temelje na gradijentnoj metodi pomicnih asimptota (eng. MMA - method
of moving asymptotes) te na analitiCkoj analizi osjetljivosti. MMA optimizacijska metoda se
pokazala dobrom za rjeSavanje nelinearnih optimizacijskih problema sa glatkim funkcijama
i temelji se na definiranju niza jednostavnijih konveksnih, aproksimacijskih podproblema
temeljenih na osjetljivosti. Funkciju cilja temelje ili na pomacima odredenih dijelova stur-
kture ili je definiraju preko podatljivosti strukture. PredloZeni koncept primjenjuju i poka-
zuju na tri primjena: konzolne grede (funkcija cilja je minimum pomaka kraja grede), ploce
s rupom (funkcija cilja je minimum podatljivosti) te optimizacija oblika otvorenog kljuca
(funkcija cilja je minimalna povrS$ina), slika 4.3 Osim rada Walla i suradnika, znacajan do-
prinos za modeliranje 1 optimizaciju oblika zakrivljenih geometrija moZe se naci u radovima
[49, 50, 51, 52].
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Slika 4.3: Optimalni dizajn otvorenog kljuca. Gornja slika prikazuje optimalni oblik i mrezu kon-
trolnih tocaka koja definira konacni oblik, a donja slika prikazuje deformirani oblik kljuca uslijed
opterecenja [12]

4.4. Optimizacija topologije

Optimizacija topologije podrazumijeva pronalazak optimalne distribucije materijala na odre-
denoj domeni, uz zadovoljavanje odredenih ogranicenja. U mehanici Cvrstih tijela optimi-
ranje topologije podrazumijeva odredivanje dva nepoznata spregnuta polja; polja pomaka i
oblika, odnosno distribucije materijala. Za razliku od optimizacije oblika, topoloSka optimi-
zacija ne zahtijeva poznavanje pocetnog rjeSenja koje je blizu optimalnog.

density-based methods) kao §to su homogenizacijske metode i SIMP metode. Kod ovih me-
toda geometrija je definirana distribucijom materijala u viSe faza, od kojih jedna predstavlja
podrucja domene u kojima materijal postoji, a druga podrucja domene gdje materijal ne
postoji. Drugaciji pristup temelji se na parametriziranju geometrije preko implicitnih zapisa
rubova. Jedna od takvih metoda su level-set metode koje Ce biti detaljnjije opisane u [?]. Prvi
rad u kojem se izogeometrijska metoda koristi umjesto klasi¢ne FEM analize napisali su Seo
i suradnici [53]. Autori u svom radu koriste odrezane (eng. trimmed) plohe (kakve se i koriste
u CAD alatima) za toCan zapis topologije strukture koja se optimira spregnute sa izogeome-
trijskom analizom. Ovakav pristup se pokazao kompliciranim zbog stvaranja unutraSnjih
fronti i znatnog povecanja potrebnog racunalnog vremena s porastom broja odrezanih ploha
1 krivulja , unato¢ tome Sto ujedinjuje dizajn 1 analizu. Kumar i autori [54] koriste konac¢ne
elemente s B-Spline baznim funkcijama kod optimiranja topologije metodom koja se temelji
na funkciji gustoce kako bi uklonili tzv. efekt Sahovske ploCe (enpg. checkerboard effect), te
na gradijent funkcije gustoce dodaju kazneni dodatak u svrhu postizanja glatkoce iste i dobi-
vanja rjeSenja koje je neovisno o mreZi. Za varijable optimiranja uzimaju vrijednosti gustoce
u kontrolnim tockama B-Splinea. Slican rad iz podrucja metoda temeljenih na gurstoci s
izogeometrijskom analizom objavili su Qian i suradnici [55], koji su drugacije formulirali
funkciju gustoce te postigli optimalan dizajn bez umjetnog stvaranja efekta Sahovske ploce
bez potrebe uvodenja dodatnih filtera 1 penalizacija. JoS jedan od znacajnijih radova koji se

bavi topoloSkom optimizacijom i izogeometrijskom analizom (a ne spada u level-set metode
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koje Ce biti opisane posebno) je rad autora Dedé i suradnika [56]. Oni koriste tzv. phase-field
model za formulaciju i rjeSavanje topoloSkog optimizacijskog problema. Kod njihovog pris-
tupa optimalna topologija se postize kad jednadZba koja opisuje prijelaz faza (koji definira
materijalnu gustocu) izmedu faze ’ima materijala’ i faze 'nema materijala’ (odredene ogra-
ni¢enjem volumena), a koja je opisana poopéenom Cahn-Hillardovom jednadZbom postigne

stacionarno stanje, slika 4.4

i =9.000- 107 t=1.529.10"7

t=8376-10°7 t= 1644106

t = 4601101 t= 1683107

b=ty =6.528 1074 (J5, minimum Jg) steady state

Slika 4.4: Evolucija fazne varijable za primjer topoloske optimizacije uklijeStene grede opterecene
koncentriranom silom na desnom kraju, [56]

4.4.1. Level set metode

Level-metode uveli su Osher i suradnici 1988. godine za pradenje napredovanja slobodnih
povrsina u racunalnoj dinamici fluida [57], i od tada metode su zbog jednostavnog i efikasnog
nacina opisivanja kompliciranih rubova primjenjivane u raznim podruc¢jima, od raCunalnog
vida do optimizacije struktura. U kontekstu optimiranja struktura, level-set metode granice
izmedu ’ima materijala’ i 'nema materijala’ definiraju implicitno, preko izo-kontura level set

funkcije. U literaturi postoji mnogo radova na temu level-set metoda, koje se mogu kategori-
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zirati s obzirom na parametrizaciju level-set funkcije, preslikavanja geometrije (projiciranja
geometrije opisane diskretiziranom level set funkcijom na strukturalni model koji predvida
strukturalno ponaSanje trenutnog dizajna), koriStenog numerickog modela, metoda aZurira-
nja dizajna te primjenjene regularizacije. Van Dijk u preglednom radu [58] daje detaljan
pregled razvoja level set metoda s obzirom na spomenute kategorije.

U daljnjem tekstu dat e se osnovna teoretska podloga level set metoda, dok ée se u 4.4.2 dati
Sira slika kroz pregled literature o level set metodama koje se temelje na izogeometrijskoj
analizi.

U level set metodi, rub strukture dQ2 implicitno je ugraden kao nulta izolinija level set
funkcije ¢(x,?) definirane nad referentnom domenom D C R(d = 2,3), dimenzije d + 1,
kako slijedi:

0(x,1) >0,x € Q
0(x,1) = 0,x € 5Q (4.9)
0(x,1) <0,x € D\Q

gdje su x koordinate tocke u referentnoj domeni D, Q dio domene D gdje materijal postoji

a t je pseudo-vrijeme. Ideja iza level-set koncepta prikazana je na slici 4.5 Promjenom

o(x.7)

Slika 4.5: Gornja slika prikazuje level set funkciju ¢ija nulta izo-linija daje strukturu prikazanu na
slici ispod

level set funkcije u pseudo-vremenu mijenjaju se oblik i topologija domene materijala Q.

Diferenciranjem level set funkcije ¢(x,7) u odnosu na pseudo-vrijeme dobije se Hamilton-
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Jacobijeva jednadZzba:

o0(x, 1
P 90l =0, 0(x,0) = 0(x @10
gdje je normalna brzina v, :
dx Vo
=—— = 4.11
TR @10

U optimizacijskom procesu brzinu v, odreduje funkcija cilja optimizacijskog problema i
definira se provodenjem analize osjetljivosti, a optimalna topologija strukture dobije se rje-
Savanjem jednadzbe 4.10. Kako jednadzba 4.10 vrijedi samo za rub strukture (¢(x,7) = 0)
potrebno je polje brzine v,, definirati na cijeloj domeni (ili barem u pojasu oko rubova), te
se stoga ono proSiruje tzv. metodama proSirenja brzine (eng. velocity extension). Tokom
optimizacijskog procesa, rjeSavanjem jednadzbe 4.10, level set funkcija se mijenja i moguce
je da postane blaga ili strma (slika 4.6) Sto moZe dovesti do konvergencijskih problema, pa
se stoga tokom procesa Cesto vrsi reinicijalizacija level set funkcije. Tokom reinicijalizacije
level set funkcije, ona se prisilno postavlja da bude tzv. signed-distance funkcija (tj. takva
da u svim to¢kama funkcije vrijedi |V¢| = 1). Drugi nacin izbjegavanja konvergencijskih
problema i ublazavanja numerickih artefakata je uvodenje difuzijskog i reakcijskog dodatka

na konvektivni izraz Hamilton-Jacobijeve jednadzbe 4.10, [58].

IVp(x)=1

IV:JJ{IH:].

V(a1

=10

Slika 4.6: Tokom procesa optimizacije, ako level set funkcija postane strma (|V(x)| > 1) ili blaga
(IVo(x)| < 1) moZe doéi do konvergencijskih problema, te se stoga u svakoj ili svako nekoliko itera-
cija provodi proces reinicijalizacije u kojem se level set funkcija uvjetuje da bude tzv. signed distance
funkcija (|[Vo(x)| = 1), [59]

Matematicka definicija level-set topoloSke optimizacije za problem minimalne podatljivosti

moze se definirati kako slijedi [60]:

minimiziraj: J(u,0) = [’ (u)Ee(u)H(9)dQ
s.t.: a(u,v) =1(v,0) ulyo=ug, VveU (4.12)
V('Q‘) = fQH((I))d'Q S Vmax
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gdje je H(0) Heavisideova funkcija definirana sljede¢im izrazom:

1, akojed >0
H(¢) = (4.13)
0, akojedp <0

J(u,0) je podatljivost, E matrica elasti¢nosti a € naprezanje. Nejednadza V (Q) <V, pred-
stavlja ograniCenje volumena. Bilinearna forma energije deformacije a(u, v) i linearna forma
optereéenja [(v,d) definirane su u prethodnom poglavlju izrazima 2.19 i 2.20.

Da bi se sprijecile numericke nestabilnosti i izbjegao singularitet u matrici krutosti, Heavisi-

deova funkcija (4.13) se prakti¢no definira sljede¢im izrazom:

o, akojed < —A
H(9) = ¢ L (1 +sin(no/(24))), akoje —A< ¢ <A (4.14)
L, akojed > A

gdje su a1 A male skalarne vrijednosti koje odreduju aproksimaciju Heavisideove funkcije.
Hamilton-Jacobijeva jednadzba tipi¢no se rjeSava eksplicitno u diskretnom ili semi-
diskretnom obliku. U literaturi najéesce koriStena metoda rjeSavanja je Eulerova ekspli-
citna metoda konacnih razlika. Kod eksplicitnih metoda rjeSavanja Hamilton-Jacobijeve jed-
nadzbe potrebno je za vremenski korak postaviti dovoljno malu vrijednost koja osigurava
numericku stabilnost. Kao drugaciji pristup rjeSavanju razvile su se tzv. parametrizirane
level set metode, kod kojih se parametrizacijom level set funkcije prostorna diskretizacija
razdvaja od vremenske, te se tako Hamilton-Jacobi parcijalna diferencijalna jednadzba svodi
na jednostavniji niz obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Tako npr. autori u radovima [61, 62]
za parametrizaciju level set funkcije koriste B-Splineove, [63] 1 [64] RBF-ove (radial basis
functions), a [65] CS-RBF-ove (compactly supported radial basis functions). Svi navedeni
radovi za strukturnu analizu koriste metodu kona¢nih elemenata.
U daljnjem tekstu obradit ¢e se pregled dostupne literature koja rjeSava topoloski optimiza-
cijski problem (4.12) level set metodama, koristeéi izogeometrijsku analizu umjesto klasi¢ne

FEM analize za raunanje pomaka u.

4.4.2. Pregled literature

Wang i suradnici u radu [60] prvi istraZzuju izogeometrijske level-set topoloske optimizacij-
ske metode. Autori u svom pristupu koriste NURBS bazne funkcije za parametrizaciju level
set funkcije (izraz 4.15) kao 1 za evaluaciju funkcije cilja, tj. za minimizaciju podatljivosti

(eng. compliance). Za varijable optimiranja uzimaju kontrolne tocke parametrizacije.
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Parametrizacija level set funkcije ® definirana je sljede¢im izrazom:
O(x,1) = N(x)0(r) = }, Ni(x)0i(1) (4.15)
i

gdje je 0;() koeficijent i-te kontrolne tocke parametrizacije (a ne vrijednost level set funk-
cije), a N;(x) odgovarajuéa NURBS bazna funkcija. Hamilton-Jacobijeva parcijalna diferen-
cijalna jednadZzba sada je deffinirana kako slijedi:

90(7)

N(X)" == = vl (VN(x))" 0(1)| = 0 (4.16)

Za odredivanje koeficijenata 0;(0) iz jednadzbe 4.16, za m kontrolnih toac¢aka potrebno je de-

finirati m kolokacijskih tocaka. U tu svrhu autori koriste Grevilleove apscise, slika 4.7. Kako

Control
point

1 2 3
NURBS surface Control net

Slika 4.7: Schema Grevillovih apscisa za odredivanje kolokacijskih tocaka NURBS plohe, [60].

su kolokacijske tocke definirane u parametarskim koordinatama, potrebno je odrediti njihove
fizikalne vrijednosti (u Kartezijevom koordinatnom sustavu) uvrStavanjem u jednadzbu pa-
rametrizacije (npr. za B-Spline plohu to je jednadzba 2.4). Zatim je potrebno iz inicijalne
level set plohe odrediti vrijednosti level set funkcije u kolokacijskim to¢kama. Poznavanjem
tih vrijednosti, iz jednadZzbe 4.15 sada se konacno odreduju inicijalne vrijednosti varijabli
optimiranja ¢;(0) (tj. kontrolnih toaka parametrizacije inicijalne level set funkcije). Autori
rjeSavaju problem minimiziranja podatljivosti 4.12 transformacijom problema s ograniCe-

njima u problem bez ogranicenja formuliranjem Lagrangeove funkcije:
L(u,®) = J(u,®) + | / H(®)dQ — V] 4.17)
Q

Da bi rjeSenje bilo optimalno mora biti zadovoljen sljedeci uvjet:

IL(w.P) _(u,®) ,V(®)

ot i 90;

=0 (4.18)

gdje su 0J(u, D) /0; i IV (P)/dphi; osjetljivosti funkcije cilja i ogranienja dobiveni anali-
zom osjetljivosti (izrazi 26 i1 27 u literaturi [60]).Za aZuriranje varijabli optimiranja koriste

metodu kriterija optimalnosti koja se temelji na zadovoljavanju niza ogranicenja koji de-
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Number of iterations = 85 Number of iterations = 80

Number of iterations = 62 Number of iterations = 63

Number of iterations = 37 Number of iterations =29
O O O O
O O O
O O o O

(a) Topologija inicijalnog rjeSenja (b) Topologija optimalnog rjesenja

Slika 4.8: Utjecaj pocetnog rjeSenja na ishod optimizacije. Jedna inicijalna rupa nije dovoljna za
postizanje optimalne topologije (optimizacijski postupak je zaustavljen jer je kriterij maksimalnog
broja iteracija bio dostignut) [60]

finiraju odziv strukture. Metoda je efikasna za optimizacijske probleme s velikim brojem
varijabli optimiranja i malim brojem ogranicenja, Sto je slucaj kod topoloske optimizacije sa
globalnim ograni¢enjem volumena. Azuriranje Lagrangeovog mnozitelja temelje na Ridde-
rovoj metodi.

Kod rjeSavanja diskretizirane jednadzbe ravnoteZe, neki elementi se nalaze u podrucjima
gdje ima materijala, neki u prazninama ili kombinirano. Kako bi se osiguralo da sustav nije
singularan autori koriste ersatz pristup. Kod ovog pristupa mreza elemenata nad kojim se
vr§i integracija se ne mijenja tokom optimizacijskog procesa, a na mjestima gdje materijala
nema materijala zadaje se mala, zanemariva krutost. Wang 1 suradnici to postiZu definiranjem

gustoée materijala kako slijedi:

p(P) =— (4.19)

gdje je E; Youngov modul elasticnosti materijala, a E,, mala vrijednost koja definira slabu
fazu materijala (odnosno da sustav nije singularan), opéenito se uzima E,, < 0.001E;. Kru-
tost elementa e je tada definirana kao K, =K, - p., gdje je K, krutost punog izogeometrijskog
elementa, a p, gusto¢a materijala elementa. Autori predloZeni postupak topoloske optimiza-
cije level-set metodom i izogeometrijskom analizom prezentiraju na primjerima minimuma
podatljivosti nekoliko numerickih problema, te analiziraju utjecaj pocetnog rjesenja na rezul-
tat optimizacije (slika 4.8). U usporedbi s konvencionalnom metodom konac¢nih elemenata,
autori su pokazali da je izogeometrijska level set topoloSka optimizacija efikasnija: za isti

broj integracijskih elemenata (istu mrezu) ukupan broj stupnjeva slobode je manji kod izo-
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geometrijske analize nego kod metode konac¢nih elemenata, te je posljedi¢no i broj iteracija
potrebnih za postizanje optimalne topologije manji. Racunalno vrijeme potrebno za jednu
iteraciju, za 5 razliCitih konfiguracija (istog stupnja polinoma, p = 2) sazeti su u tablici 4.1.
Vidljivo je da koriStenje izogeometrijske analize umjesto metode konacnih elemenata u ko-

nacnici ubrzava optimizacijski proces vise od 3 puta.

Diskretizacija Nrem Niga Z‘FEM(S) Z‘FEM(S) IZ%
16 x 8 1122 360 0.62 0.20 3.10
32x16 4290 1224 2.62 0.83 3.16
64 x 32 18354 4488 13.30 4.11 3.23
128 x 64 69426 17160 101.88 33.50 3.04
256 x 128 269874 67080 1489.36 360.22 4.13

Tablica 4.1: Usporedba efikasnosti izogeometrijske analize i metode konacnih elemenata na temelju
potrebnog racunalnog vremena za jednu iteraciju. Nyg4 1 Nrpgpy su brojevi ukupnih stupnjeva slobode
za datu konfiguraciju elemenata, za izogeometriju i metodu konacnih elemenata.

Isti autori proSiruju svoje istrazivanje u radu [66]: uvode proizvoljna geometrijska ogra-
nicenja (primjerice kao na slici 4.9) kojima definiraju dijelove domene u kojima materijal
mora postojati (kao Sto uglavnom i je slu€aj u praksi), te koriste razli€itu integracijsku shemu

za odrezane (eng. trimmed) elemente. Klju¢an problem kod uvodenja geometrijskih ograni-

Constraint domain

(=)

TR 1}. :
Slika 4.9: Primjer geometrijskog ogranicenja u topoloskim optimizacijskim problemima, [66].

¢enja u topoloSku optimizaciju predstavlja odredivanje pripada li specificna tocka u podrucje
domene ograni¢enja. U tu svrhu autori koriste implementaciju MacMartinove modifikacije
algoritma toc¢ka-u-poligonu (eng. point-in-polygon algorithm). Kao rezultat tog algoritma
dobije se podjela domene, u kojoj se mogu klasificirati tri tipa elementa: regularani element
koji se u potpunosti nalazi unutar domene, prazni element koji se u potpunosti nalazi ivan
domene (te se izuzima iz daljnjeg proracuna) te odrezani element koji se djelomicno nalazi
unutar (koji se zadrZava) i djelomicno izvan domene (koji se izuzima). Za slucaj odrezanih
elemenata, njihova domena se definira oduzimanjem kontrolnog poligona koji reZe izvorni
element od samog punog elementa. Prije svega autori rade h-refinement na krivulju koja de-
finira granicu materijala kako bi kontrolni poligoni §to bolje aproksimirali stvarnu krivulju.

Na odrezanim elementima autori koriste posebnu integracijsku metodu [67]. U suStini, ovom
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procedurom od pocetne pravokutne domene izuzet je dio domene koji je geometrijskim ogra-
ni¢enjem definiran kao podrucje gdje nema materijala, i taj dio nije dio proraCunske domene.

Na proracunskoj domeni, kao i u prethodnom radu [60], kad je rije¢ o punim elementima

=== == ===
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Hammer integration
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Slika 4.10: Hammerovo integracijsko pravilo za odrezane elemente, [66].

autori koriste klasi¢no Gaussovo integracijsko pravilo, dok nad elementima koji sadrZe obje
faze materijala (jednadZba 4.19), autori primjenjuju Hammerovo integracijsko pravilo, slika
4.10. Slika XX prikazuje usporedan prikaz rezultata topoloske optimizacije na primjeru tzv.

Mitchellovog tipa strukture, sa i bez geometrijskog ograni¢enja.

2 Constraint domain

- - -

L) i

[F= AN =

(a) Domena optimiranja bez ge- (b) Domena optimiranja sa geome-
ometrijskog ograniCenja trijskim ogranic¢enjem

AD\ LA\

(c) Rezultat optimiranja strukture (d) Rezultat optimiranja strukture
bez geometrijskog ogranicenja sa geometrijskim ograni¢enjem

Slika 4.11: Topoloska optimizacija level set metodom Mitchellovog tipa struktura, [60, 66]

Za napredovanje postupka optimizacije autori koriste metodu kriterija optimalnosti, kao

i u prethodnom radu [60].
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Jahangiry i suradnici predlazu sli¢an level-set pristup topoloskoj optimizaciji kao u pret-
hodnim radovima. Oni parametriziraju level set funkciju koriste¢i NURBS bazne funkcije
(slika 4.12:

ny- n

DEn,1) =Y ) Rij(En)oi(1) (4.20)

i=1j=1

gdje su ¢; ; kontrolne toCke te parametrizacije 1 ujedno varijable optimiranja. Za rjeSavanje

I control mesh "

[]l'

Slika 4.12: NURBS parametrizacija level set funkcije, [59].

optimizacijskog problema autori koriste metodu najbrZeg spusta te na u skladu s tim provode
analizu osjetljivosti. Kako bi aZurirali level set funkciju tokom optimizacijskog procesa,
autori Hamilton-Jacobijevu jednadzbu (4.10) diskretiziraju Eulerovom metodom konacnih
razlika 1 istu rjeSavaju diferenciranjem unaprijed:

oFtl — of o

WA—t”+vi’j|V¢ ij=0 (4.21)
gdje je k broj iteracije, (i, j) indeksacija kontrolne tocke level set funkcije, At vremenski
korak a v; ; vrijednost brzine u toj toCci. Da bi rjesenje bilo stabilno, vremenski korak mora

biti izabran takav da je zadovoljen CFL uvjet stabilnosti:

A< A (4.22)

— max{|v; [}
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Slika 4.13: Level-set topoloSka optimizacija strukture L-oblika, [59]

Za razliku od prethodna dva rada, Jahangiry i suradnici osim problema minimiziranja
podatljivosti rjeSavaju i problem minimizacije teZine uz smanjivanje lokalnih koncentracija
naprezanja te problem istovremenog minimiziranja teZine i energije deformiranja uz ograni-
¢enja lokalnih koncentracija naprezanja. Slika 4.13c prikazuje rjeSenje predloZenom meto-

dom, na strukturi L-oblika sa ograni¢enjem naprezanja.
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5. Izazovi u istrazivanju i smjernice za bududi rad

U ovom kvalifikacijskom radu dat je kratak teorijski uvod, kao i izvod jednadzbi izoge-
ometrijske metode za problem linearne elasti¢nosti. Pregledani su i obradeni najrelevantniji

radovi vezani uz dvije teme:
1. adaptivno profinjavanje izogeometrijske mreze

2. strukturalna optimizacija kod koje se rjeSavanje parcijalne diferencijalne jednadzbe

problema temelji na izogeometrijskoj metodi.

Pregledom literature utvrdeno je da su se metode izogeometrijske analize pokazale supe-
riornijima naspram metode konacnih elemenata, kako za rjeSavanje problema linearne elas-
ti¢nosti tako 1 za probleme racunalne mehanike fluida, kontaktne probleme i druge nelinearne
probleme. Uz Cinjenicu da se koristi isti matematicki zapis za definiranje geometrije i polja
od interesa, izogeometrijski koncept pokazao se efikasnijim i robusnijim iz viSe razloga. Iz-
ogeometrijska mreZa je izravno ugradena u B-Spline ili NURBS zapis koji egzaktno opisuje
geometriju modela, dok s druge strane u metodi konacnih elemenata diskretizacijska mreza
istu aproksimira, ¢ime je ve¢ u startu uvedena greSka aproksimacije u rezultat. Nadalje, za
istu mreZu i isti stupanj polinoma baznih funkcija, broj stupnjeva slobode kod izogeometrij-
ske analize je manji nego u metodi konacnih elemenata. B-Spline parametrizacija posjeduje
mnoga za analizu pogodna matemati¢ka svojstva kao §to su pozitivnost na cijelom podrucju
definiranja, svojstvo dijeljenja jedinice, C”~! kontinuitet i na rubovima elemenata a ne samo
u unutrasnjosti itd.

Glavni nedostatak ovog pristupa je nemoguénost lokalnog profinjavanja mreZze, $to je poslje-
dica tenzor produkt prirode B-Spline parametrizacija. Upravo tema adaptivnog profinjavanja
izogeometrijske mrezZe je jedno od najaktivnijih podrucja istraZivanja kad je rije¢ o izoge-
ometrijskim postupcima. Pregledom literature mogu se izdvojiti dva smjera istraZivanja.
Prvi je vezan uz modificiranje postojecih parametrizacija i razvijanje novih, a koje nadilaze
tenzor-produkt prirodu B-Splinea. Drugi pristup se temelji na definiranju hijerarhije prostora
B-Spline funkcija i selektiranja aktivnih elemenata i aktivnih baznih funkcija po levelima.
Hijerarhijski pristup se pokazao intuitivnijim i jednostavnijim za implementiranje. Nedos-
tatak klasi¢nog pristupa hijerarhijskih splineova u kontekstu analize je u tome S$to dolazi do
preklapanja suporta baznih funkcija iz razlicitih razina te shodno s tim nije zadovoljeno svoj-

stvo dijeljenja jedinice. Ovaj nedostatak moze se premostiti racunanjem koeficijenata koji
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¢e zatim linearnom kombinacijom s baznim funkcijama zadovoljavati to svojstvo. Grupa
autora predloZzila je drugaciji pristup koji se zasniva na skraivanju suporta onih aktivnih
baznih funkcija iz niZih razina ¢iji se suport nalazi u domeni vise razine. Ovim pristupom ne
samo da je zadovoljeno svojstvo dijeljenja jedinice, nego su i smanjena preklapanja baznih
funkcija Sto u numerickoj analizi implicira rjede matrice.

U ovom kvalifikacijskom radu daje se takoder i pregled istraZivanja izogeometrijske ana-

lize u kontekstu strukturalne optimizacije. Buduéi da se u svakoj iteraciji optimizacijskog
postupka provodi numeric¢ka analiza odziva strukture koja se optimira, unifikacija parame-
trizacije 1 simulacije igra znacajnu ulogu u smanjenju potrebnog racunalnog vremena. Ko-
riStenjem izogeometrijske analize i odabirom kontrolnih to¢aka ’grube’ mreZe znacajno se
smanjuje i potreban broj varijabli optimiranja.
Poseban naglasak u ovom radu stavljen je na topoloSku optimizaciju level-set metodama.
Kad je rije¢ o topoloskoj optimizaciji level-set metodom gdje se numericko rjesavanje jed-
nadzbi ravnoteZe vrsi izogeometrijskom analizom, u literaturi postoji tek nekolicina radova.
U tim radovima implicitna level-set funkcija parametrizira se B-Spline baznim funkcijama.
Jednadzba evolucije level-set plohe (Hamilton-Jacobijevu jednadZbu) ovakvim pristupom ti-
picno se rjesava eksplicitnom Eulerovom metodom diferenciranja unaprijed. Drugaciji pris-
tup je svodenje Hamilton-Jacobijeve parcijalne diferencijalne jednadzbe na sustav obicnih
diferencijalnih jednadZbi, $to je moguce postici ako se uzme u obzir da se parametrizacijom
level-set funkcije razdvaja vremenska diskretizacija od prostorne. U obradenim radovima,
optimizacijski postupak (analiza osjetljivosti) se temelji na metodi kriterija optimalnosti ili
gradijentnoj metodi najbZeg spusta.

Navedene teme istraZivanja joS uvijek su nedovoljno obradene u literaturi. S obzirom da
je rije¢ o multidisciplinarnim postupcima, prostora za doprinos ima u vise smjerova. Adap-
tivne metode profinjavanja izogeometrijske mreze same po sebi su zanimljiva i jedna od
aktivnijih tema u istraZzivackim krugovima - od pronalaska Sto efikasnije metode implemen-
tacije, do definiranja stabilnih, pouzdanih i efikasnih a posteriori procjenitelja i indikatora
pogreske koji su u sustini pogonski kotaci¢ samih metoda. Takoder, ove metode imaju po-

tencijala 1 za primjenu u opisanim level-set metodama, Sto do sada joS nije istraZeno.
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SAZETAK

U ovom kvalifikacijskom radu dat je pregled strategija adaptivnog profinjavanja izogeome-
trijske mrezZe te pregled metoda strukturalne optimizacije koje rjeSavanje jednadzbi stanja
temelje na izogeometrijskim postupcima. U poglavlju 2 opisana je B-Spline parametrizacija,
kao 1 njeno racionalno proSirenje, NURBS. Takoder je opisana primjena ovih parametrizacija
kod rjeSavanja problema linearne elasti¢nosi. Sljedece, 3. poglavlje daje pregled strategija
adaptivnog profinjavanja izogeometrijske mreZe gdje su metode zasnovane na hijerarhijskim
splineovima detaljnije istraZzene. Poglavlje 4 obraduje primjenu izogeometrijskih metoda
kod rjeSavanja problema strukturalne optimizacije. Poseban naglasak se stavlja na topoloSku
optimizaciju level-set metodama. Na samom kraju rada izneseni su izazovi i smjernice za

daljnje istraZivanje.
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