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1. UVOD

Razvoj 1 dostupnost tehnologije omogucio je upotrebu racunala i senzora u razne svrhe.
Senzorske mreze prikupljaju mnogo razlicitih vrsta podataka. Generirani podaci rastu
ne samo obujmom ve¢ i kompleksnos$cu. Porast dimenzije podataka otezava moguénost
pohrane i analize velikih koli¢ina podataka.

Tijekom godina, razvijeni su brojni alati za obradu podataka koji su uglavnom
pohranjeni u matricama i vektorima. Linearna algebra — algebra matrica, postala je bitan
alat u raCunalnoj obradi podataka. Medutim, pokazalo se da skalarna i vektorska polja
te standardni matri¢ni modeli koriSteni za prikaz i obradu imaju brojna ogranicenja kada
se radi o velikim skupovima slozenih podataka. Stoga se ukazala potreba za
olaksSati rjeSavanje dva bitna problema vezana uz obradu velikih skupova podataka:
kako razlicite tipove podataka prikazati §to jednostavnijim modelom te kako odrediti
srz podataka, u smislu manjeg skupa podataka koji sadrzi §to vise informacije.

Tenzori predstavljaju poopcenje skalara i vektora, dok multilinearna algebra - algebra
tenzora viSeg reda, predstavlja prirodnu generalizaciju linearne algebre koristeci
tenzore kao poopcenje matrica. Razvijeni su alati multilinearne algebre namijenjeni
redukciji dimenzije tenzora. Njihovom upotrebom veliki broj varijabli moze se
zamijeniti manjim brojem koji jo§ uvijek sadrzi veéinu informacija danih u izvornom
skupu podataka.

Matri¢ne 1 tenzorske dekompozicije postale su vrlo svestran 1 prilagodljiv alat
neophodan u obradi, modeliranju, analizi i razumijevanju podataka, te tako nasle
primjenu u brojnim podru¢jima ukljucujuéi obradu signala, rudarenje podataka, duboko
ucenje (engl. Deep learning) i mnoga druga. Duboko u€enje pripada metodama strojnog
ucenja (engl. Machine Learning - ML) koje se temelje na umjetnim neuronskim
mrezama (engl. Artificial Neural Networks - ANN). Zahvaljuju¢i svojoj sposobnosti
reproduciranja Sirokog spektra problema, ANN se primjenjuju u mnogim disciplinama
pa tako i u fizici elementarnih ¢estica. Razvoj tehnologije i mo¢nih suvremenih klastera
omogucava treniranje i implementaciju dubokih neuronskih mreza s ogromnim brojem
parametara. Medutim, njihovu praktiénu primjenu otezavaju troSkovi pohrane i
racunanja $to znanstvenici pokusavaju rijesiti primjenom tenzorske tehnologije.

Rad je koncipiran na sljedec¢i nacin. U drugom poglavlju opisana je obrada senzorskih
informacija i dan je opis CERN-ovog eksperimenta kao izvora velike koli¢ine podataka
koji namece potrebu za redukcijom dimenzionalnosti. Trec¢e poglavlje daje pregled
metoda redukcije dimenzionalnosti baziranih na dekompoziciji matrice, u cetvrtom
poglavlju predstavljeni su tenzori - temeljni koncept viSedimenzionalne algebre, nakon
Cega slijede metode dekompozicije tenzora. U petom poglavlju ukratko su
predstavljene (konvolucijske) neuronske mreze kao potencijalni smjer u trazenju
inovativnog algoritma za obradu podataka prikupljenih na CMS detektoru CERN-ovog
eksperimenta obzirom na sli¢nost s problemima koji se javljaju u polju racunalnog vida.
Motivacija za nastavak istrazivanja dana je u poglavlju Sest, nakon cega slijedi
zakljucak.



2. OBRADA SENZORSKIH PODATAKA

Tijekom proteklih desetlje¢a, razvojem racunala i njihovom primjenom u razli¢itim
podru¢jima, doslo je enormnog porasta volumena generiranih podataka. Dobiveni
podaci zajedno s metodama uklju¢enim u njihovu analizu, Cesto su nazivani terminom
Veliki podaci (engl. Big Data). Takoder su Veliki podaci ponekad opisani s “3V”
modelom (Slika 2.1): volumen (engl. Volume) podataka, brzina (engl. Velocity) te
raznolikost (engl. Variety). Pri tom se volumen odnosi na broj promatranja/mjerenja
generiranih zapisa, brzina oznaCava frekvenciju dodavanja informacija novog
promatranja a ujedno i potrebu za procesiranjem podataka u gotovo realnom vremenu,
dok raznolikost opisuje raznovrsnost podataka u smislu dimenzije, znacajki ili raspona
izvora.

Slika 2.1. 3V model za Velike podatke [1]

Sam pojam, ukljuc¢ujuéi 3V model, definirao je Laney jo§ 2001. u [2] opisujuci izazove
koje donosi era velikih koli¢ina podataka. Big data, za razliku od tradicionalnih
pristupa, obi¢no sadrzavaju nestrukturirane podatke (velikog obujma) koji zahtijevaju
vecu analizu u stvarnom vremenu. Obzirom na veliki potencijal Big data, ne samo
znanstvenici, ve¢ 1 razne grane industrije te vladine agencije pokazale su veliki interes
za ubrzavanje istrazivanja i moguée primjene.

2.1. CERN-ov Veliki hadronski sudara¢ kao primjer generiranja i obrade
velike koli¢ine podataka

U organizaciji CERN-a (franc. Conseil européen pour la recherche nucléaire) nastao
je jedan od najve¢ih medunarodnih znanstvenih projekata. S ciljem testiranja razlic¢itih
predvidanja fizike elementarnih cestica, kao rezultat suradnje preko 10 000
znanstvenika i inzenjera iz viSe od 100 drzava, izgraden je Veliki Hadronski Sudarac
(engl. Large Hadron Collider - LHC), najveéi svjetski akcelerator Cestica. Podaci
dobiveni eksperimentom te njihova obrada predstavljaju jedan od najpoznatijih
primjera procesiranja velike koli¢ine podataka. Obim generiranih podataka (prema [3],
samo u studenom 2018. pohranjeno je 15.8 PB podataka) predstavlja veliki izazov za
njihovu pohranu i procesiranje.



LHC je smjeSten na francusko-$vicarskoj granici, u obliku prstena na kojem su
postavljena Cetiri detektora (Slika 2.2). Dva su opcenite namjene, kompaktni mionski
solenoid (engl. Compact Muon Solenoid) ili CMS, 1 ATLAS (engl. A Toroidal LHC
Apparatus), zatim detektor namijenjen za fiziku b kvarkova, LHCb (engl. Large
Hadron Collider beauty) 1 detektor za fiziku teSkih iona, ALICE (engl. 4 Large Ion
Collider Experiment). Ve¢ 2012. godine eksperiment je doveo do revolucionarnih
saznanja. Preciznije, kao rezultat suradnje na dvama detektorima, ATLAS i CMS,
dolazi do otkri¢a Higgsovog bozona.

CERN's accelerator complex

Slika 2.2. Shematski prikaz kompleksa akceleratora u CERN-u [4]

Unutar cijevi akceleratora, grupe (engl. Bunch) vrlo zbijenih protona ubrzavaju se u
suprotnim smjerovima (skoro do brzine svjetlosti). Protoni su pri tom «pakirani» u
zrake koje su stisnute §to je vise moguée da bi se vjerojatnost sudara poveéala. Sto je
zraka uza 1 Sto sadrzi viSe protona luminozitet (engl. Luminosity) je ve¢i. Luminozitet
predstavlja stopu sudara, a prvoj fazi rada planirani luminozitet bio je 1 X
103*cm™2s71 premda je koriSten nesto nizi (0.7 X 103*cm™2s71). Do kraja Run II
faze koristio se dvostruko veéi luminozitet tj. 2 X 103*cm™2s~1. Zraka sadrzi slijed od
priblizno 2800 grupa protona, a unutar svake grupe se nalazi otprilike 1.15 x 101
protona. U sredistu detektora, grupe protona iz suprotnih smjerova se presjecaju (engl.
Bunch crossing - BX) §to za posljedicu ima vise od jednog proton-proton sudara. Pri
tom su zanimljivi sudari visokih energija. Medutim, pojavljuju se dodatne kolizije koje
generiraju dodatne Cestice, a nisu od direktnog interesa. Taj efekt se naziva gomilanje
(engl. Pile up - PU). U Run II fazi, broj dodatnih kolizija doseZze otprilike 200, u odnosu
na prethodnih 50 u Run [ fazi.

Kao rezultat sudara nastaju nove Cestice koje su vrlo nestabilne te se raspadaju u druge
Cestice. ToCke sudara okruzene su slojevima detektora (o cemu ¢e biti rijeci u idu¢em
poglavlju) te proizvodi raspada prolaze¢i kroz njih s njima stupaju u interakciju.
Detektori biljeze/registriraju prolaze svake Cestice, dok sustav za obradu kodira putanje
1 energije Cestica u svrhu kreiranja slike “dogadaja sudara”. Mjerenjem triju svojstava



Cestica raspada (vrste Cestice, njene energije te putanje) dolazi se do saznanja o
svojstvima raspadnute pocetne Cestice.

Posljedica efekta gomilanja je da konacno stanje sudara, zabiljezeno u detektorima, nisu
samo proizvodi raspada «Cvrstog» sudara koji nas zanimaju ve¢ i rezultati raspada
dodatnih sudara. Stoga je potrebna cjelovita analiza podataka da bi se razlikovali sudari
koji proizvode Cestice od interesa od onih koji proizvode od ranije poznate Cestice.

Slika 2.3. Prikaz dogadaja proton-proton sudara (8TeV) promatran u CMS-u [5]

2.1.1. CMS

CMS detektor (slika 2.4 1 2.5), jedan je od cetiri LHC detektora. To je detektor opée
namjene osmisljen da promatra sve nove fizikalne pojave koje bi LHC mogao otkriti.
CMS detektira produkte raspadanja razlicitih Cestica nastalim u sudarima protona s
protonom, na osnovu ¢ega znanstvenici pokusavaju odrediti koje interakcije sudara
rezultiraju kojim Cesticama. Sastoji se od koncentri¢nih dijelova oblika cilindra t;.
poddetektora unutar kojih se odvija sudar protonskih zraka. Svaki od poddetektora je
specijaliziran za mjerenje jednog ili viSe aspekata Cestica koje nastaju, te se raspadaju
nakon sudara. Kombinacijom informacija dobivenih iz razli¢itih poddetektora
pokusava se dobiti Sto je moguce potpunija slika o dogadaju sudara.

Kao §to je prikazano na slikama 2.4 1 2.5, srediSnji detektori su: sustav unutarnjeg
pracenja ili tragac (engl. Inner Tracking system -Tracker) koji je ujedno i najdublji dio
CMS-a, elektromagnetski kalorimetar (engl. Electromagnetic Calorimetar - ECAL) te
hadronski kalorimetar (engl. Hadronic Calorimetar - HCAL) [6,7,8].

Tragac je uredaj za odredivanje (pracenje) putanja Cestica dok prolaze kroz materijal.
Za izradu tragaca koriSten je silicij koji omogucava preciznu prostornu razlucivost,
medutim ne 1 prakticno mjerenje energije. Nabijene Cestice prolazom kroz Tragac
deponiraju vrlo malu koli¢inu energije. Stoga pri rekonstrukciji putanje estica Tragac
daje preciznu informaciju o polozaju, dok korisne informacije o deponiranoj energiji
nisu dostupne.
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Slika 2.4. CMS detektor [6]

U CMS tragacu broj pogodaka raste linearno s gomilanjem. Visoka granularnost i
efikasnost tragata omogucavaju pouzdano spajanje udaraca u staze/tragove.
KoriStenjem pogodaka zabiljezenih u razli¢itim slojevima tragaa, moguce je
rekonstruirati staze te dobiti njene razlicite parametre [7]. Nakon rekonstrukcije staze,
tragovi su grupirani u tocke, od kojih svaka predstavlja sudar proton-proton. Potrebno
je razlikovati staze iz razliCitih vrhova da bi se od cijele grupe sudara mogli izdvojiti
sudare koji predstavljaju "dogadaje od interesa".

ECAL je sastavljen je od dijela koji se naziva bacva (engl. Barrel) i dvaju zavr$nih
dijelova koje se nazivaju poklopci (eng. End-caps). Bacva se sastoji od 61200 kristala
smjestenih u 36 “supermodula”, od kojih svaki tezi oko 3 tone i sadrzi 1700 kristala
Poklopci su smjesteni na krajevima bacve 1 sadrze dodatnih 15000 kristala. U ECAL
sloju zaustavljaju se elektroni i fotoni, i mjeri se deponirana energija.

HCAL mjeri energiju koju deponiraju hadroni, Cestice gradene od kvarkova i gluona
(na primjer, protoni, neutroni, pioni i kaoni).

HCAL 1 ECAL na sli¢an nacin vrSe rekonstrukcije energije na temelju depozita u
kalorimetru. Kako elektromagnetska (hadronska) cestica ulazi u ECAL (HCAL),
proizvodi se elektromagnetski (hadronski) pljusak (engl. Electromagnetic Shower,
Hadronic Shower). To se detektira kao signalni impuls koji se digitalizira i moze se reci
da je pohranjena "3D slika" o rastu 1 propadanju pljuska u svakom ECAL kristalu
(odnosno HCAL tornju). Na osnovu depozita energije u senzorima kalorimetara, dobiva
se energija 1 vrijeme povezano s tim udarcem za svaki kristal (toranj), Sto se naziva
rekonstruirani pogodak (engl. Hit).

Cestice sliéne elektronima, ali s 200 puta veéom masom zovu se mioni. Oni se ne
zaustavljaju u ni jednom od spomenutih slojeva, te mogu prodrijeti i do nekoliko metara
kroz materijal bez interakcije. Stoga se ne mogu detektirati u prethodnim slojevima, te
su komore za njihovo otkrivanje (engl. Muon Chambers) smjestene na samom rubu.
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Slika 2.5. Odsjecci CMS detektora [3]

2.1.2. Nadogradnja na HL-LHC

Ukupno razdoblje (planiranog) djelovanja LHC-a podijeljeno je na dvije osnovne faze:
LHC i HL-LHC (engl. High Luminosity - LHC). One obuhvacaju «aktivnay razdoblja
(Run 1, Run 2,...), izmedu kojih su razdoblja u kojima se vr$i nadogradnja koriStene
tehnologije (slika 2.6). Nadogradnja detektora neophodna je zbog potros$nje materijala,
oStecenja koja nastupaju kao rezultat izlaganja visokim dozama radijacije te zbog
implementacije novih detektorskih tehnologija.
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Slika 2.6. Planirane faze LHC projekta [9]

Pocetkom faze iskljuCenja (engl. Long Shutdown - LS) LS3, 2024. godine krece faza I1
LHC projekta kada se planira konstantno povecanje luminoziteta (dok se ne dosegne
vrijednost od 5 - 103*cm™2s™1 | slika 2.7) uz poveéanje preciznosti mjerenja.



Ocekuje se da ¢e u HL LHC fazi biti prikupljeno 3000 fb~?! tijekom razdoblja od
narednih desetak godina. Za usporedbu, svi hadronski sudari u svijetu do sada su
proizveli ukupni integrirani luminozitet od oko 10 fb~1.
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Slika 2.7. Vrijednost luminoziteta i integriranog luminoziteta u razlicitim fazama LHC
projekta [10]

Pod navedenim uvjetima, sudari se dogadaju frekvencijom od 40MHz i vremenski su
odvojeni 25ns, dok je oc¢ekivana vrijednost gomilanja izmedu 140 1 200. Stoga veliki
broj Cestica prolaskom kroz slojeve senzora reagira s materijalom deponirajuci energiju
Sto rezultira velikom koli¢inom podataka. Prosje¢na koli¢ina podataka koja se generira
odgovara otprilike 70 Terabajta podataka u sekundi. Na slici 2.8 dana je procjena rasta
generiranih podataka; prema slici, oCekuje se da c¢e koliCina podataka rasti
eksponencijalno. Uz takav rast obima podataka, oteZane su i njihova obrada i analiza.
Ekstremno povecanje volumena podataka koje se oCekuje u eksperimentima Run3 i
Run4 primoralo je znanstvenike na promjene u nacinu rada detektora.
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Slika 2.8. Gruba procjena kolicine generiranih podataka po fazama [11]

Tehnologija koriStena u prethodnim fazama ne moze pratiti ocekivano povecanje
opterecenosti detektora. Stoga HL-LHC zahtijeva naprednije detektore kako bi se
osigurala visoka preciznost mjerenja. Promjene u detektorima odvijaju se ve¢ u
trenutnoj fazi iskljucenja LS2 tijekom 2019. do 2020. odnosno planirane su za razdoblje
od 2023. do 2025. za vrijeme trajanja LS3 faze.

PredloZena nadogradnja CMS detektora je novi poklopac na ECAL i prednji dio HCAL
kalorimetra. Nova verzija kalorimetra visokog granulacijskog dizajna naziva se
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HGCAL (engl. High Granularity Calorimeter). Poklopac ima 40 slojeva (podijeljenih
na 12 latica svaki), od Cega se elektromagnetski dio sastoji od 28 slojeva plocica iz
volframa i1 bakra isprepletenih sa silicijskim senzorima kao aktivnim materijalom, dok
hadronski dio ima 12 slojeva isprepletenih sa silicijskim senzorima. Poklopac ukupno
sadrzi oko 6 milijuna senzora oblika Sesterokuta postavljenih na navedenih 40 slojeva.

2.1.3. Selekcija podataka koriStenjem sustava okidaca

Obzirom na obim generiranih podataka, trenutno nije moguce niti prebaciti/pohraniti
sve generirane podatke u svrhu buduc¢e obrade. Stoga je u svaki od detektora ugraden
sustav za analizu u realnom vremenu — takozvani sustav okidaca, kojim se detektiraju i
pohranjuju za kasniju obradu samo dogadaji s potencijalno interesantnim podacima. Na
taj naCin reducirana je kolic¢ina ocitanih podataka §to omogucuje njihovu ekonomicniju
pohranu te daljnju analizu.

Trenutno koriSteni sustav okidaca organiziran je na dvije razine: L1 okidac (engl. Level-
1 Trigger) 1 okidac visokog nivoa (engl. High Level Trigger - HLT). L1 okida¢ donosi
odluku o potencijalno interesantnom dogadaju (npr. Cestice s velikom koli¢inom
energije). Za podatke spremljene u privremenoj memoriji okida¢ odabire dogadaje koji
se spremaju, dok su ostali trajno izbrisani. Okidac razine 1 procjenjujuci do 512 uvjeta
mora donijeti svoju odluku u roku od 4 mikrosekunde (toliko dugo mogu biti pohranjeni
podaci u detektorima, ¢ekajuéi prihvacanje signala). Proracuni potrebni za donoSenje
odluke se izvode na brzom hardveru koji se naziva (engl. Front-End) detektorska
elektronika. L1 okida¢ ocitava cijeli CMS detektor i pri tom stopu ocitavanja BX
smanjuje s 40 MHz na 100 kHz.

Interesantni podaci propusteni od strane okidaca niskog nivoa prosljeduju se okida¢ima
viSeg nivoa, implementiranim na velikim ra¢unalnim farmama. Tu se prikupljaju 1
sinhroniziraju podaci iz svih dijelova detektora provodeci daljnju redukciju sa 100 na
1kHz.

Kako je ve¢ navedeno, U HL-LHC fazi, porastom luminoziteta, sudari se dogadaju
frekvencijom od 40MHz, s vremenskim razmacima od 25ns i vrijedno$¢u gomilanja
izmedu 140 1 200. Kao rezultat tolikog broja sudara, oslobada se velika koli¢ina
energije, $to u konacnici generira veliku koli¢inu podataka.

Iako jos$ uvijek nije poznata detaljna arhitektura sustava okidaca HG kalorimetra, prvi
dio obrade podataka izvest ¢e se na ASIC-u u realnom vremenu, kako bi se smanjila
koli¢ina podataka koji se Salju na daljnju obradu. Taj drugi dio obrade odnosi se na
algoritme rekonstrukcije, poput grupiranja energije i procjene nagomilavanja, a obavit
¢e se u FPGA-ima. Ova obrada dijelit ¢e se izmedu nekoliko slojeva povezanih zajedno
brzim opti¢kim vezama. Rezultat ¢e biti proizvodnja HGCal primitiva (engl. Trigger
Primitive - TP), koji ¢e se zajedno s primitivama drugih poddetektora koristiti za
rekonstrukciju objekata vise razine poput elektrona, fotona i drugih. Da bi okidacke
podatke bilo moguce prenijeti dostupnim optickim kanalima zadanog kapaciteta,
potreban je faktor smanjenja veli¢ine podataka od oko 20 puta [12]. To se postize na
idu¢i nacin: senzorske ¢elije grupirane su u okidacke celije (engl. Trigger Cells); samo
one okidacke ¢elije s najve¢im energijama se biraju i Salju na daljnju analizu, kao Sto
je pokazano na slici 2.9.



(2)

Slika 2.9. Redukcija podataka koja se provodi u on-line ASIC obradi. HGCal
senzorske celije (1) grupirane su u okidacke celije (2). Odabiru se i prenose samo one
s najvecim energijama (3). [12]

Back-end elektronika dekodira dolazne okidacke podatke te provodi daljnju
sofisticiranu  redukciju koriStenjem trodimenzionalnog klasteriranja energija.
Algoritam za izvodenje joS nije odabran, i to je izmedu ostalog bila motivacija za
pisanje rada.

Pored opisanih sustava koji odlucuju u stvarnom vremenu koji podskup podataka
detektor treba ocitati i arhivirati za offline analizu, DAQ sustav (engl. Data
AcQuisition) prikuplja podatke iz razli¢itih dijelova detektora, pretvara ih odgovarajuci
format te trajno pohranjuje.

Uz upotrebu sustava okidaca, pri maksimalnom postotku odbacenih dogadaja
(filtriranjem njih 99%), CERN-ov sustav za naprednu pohranu podataka (engl. CERN
Advanced Storage system - CASTOR) namijenjen trajnom arhiviranju podataka u 2018.
godini dosegnuo je 330 PB pohranjenih podataka [3]. Obim i slozenost prikupljenih
podataka premaSuje racunalne i1 financijske resurse CERN-a te je stoga organiziran
WLCF (engl. The Worldwide LHC Computing Grid), globalna ra¢unalna infrastruktura
koja pruza racunalne resurse za pohranu, distribuciju i analizu podataka generiranih
LHC-om.

2.2. Redukcija dimenzionalnosti

Podatke ocitane sa senzora/dobivene u eksperimentima je potrebno pohraniti i
analizirati, a zbog njihove koliCine korisno je imati automatizirane metode analize. Uz
pomo¢ njih potrebno je utvrditi vazne veze/uzorke medu podacima, ustanoviti koje
znacajke imaju najveci utjecaj, te reducirati veli¢inu i dimenzionalnost podataka.

2.2.1. Prokletstvo dimenzionalnosti

Prokletstvo dimenzionalnosti (engl. The course of dimensionality) odnosi se na razne
fenomene koji se javljaju kod pohrane i analize podataka u visoko-dimenzionalnim
prostorima Sto kod manjih dimenzija nije slucaj. Izraz je prvi put upotrebio R.E.
Bellman 1961. pri rjeSavanju problema iz dinamicke optimizacije. On je primijetio
sljedece: mreza jedini¢ne kocke s proredom 1/10 u D dimenzija sadrzi 10° uzoraka to
raste eksponecijalno povecanjem dimenzije prostora D. Porastom dimenzionalnosti
podaci su rijede rasporedeni. Kao poslijedica, moguce je da je udaljenost do najblizeg
susjeda slicna udaljenosti do najdaljeg. Izgubljen je kontrast u udaljenostima Sto
predstavlja problem u metodama koje zahtijevaju statisticki znacaj [13,14]. Statisticke
metode, isto kao i raCunalne metode namijenjene interpretaciji podataka suocavaju se s
brojnim problemima pri manipulaciji s visoko dimenzionalnim podacima. Stoga se
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pokazalo neophodnim smanjiti broj ulaznih varijabli da bi neki algoritam za rudarenje
podataka mogao biti uspjesno primijenjen. Redukciju podataka moguce je primijeniti
zbog Cinjenice da izvorni podaci Cesto sadrze i nepotrebne podatke: ukoliko varijable
imaju varijaciju manju od izmjerenog Suma, nebitne su; takoder, medu nekim
varijablama postoji korelacija te je mogucée/potrebno pronac¢i novi skup nepovezanih
varijabli [15].

2.2.2. Metode redukcije dimenzionalnosti

U racunalu su podatkovni objekti pohranjeni kao skup obiljezja (npr. vrijeme,
koordinate, ...). Objekt s n obiljeZja moze se promatrati kao element n-dimenzionalnog
prostora. Redukcija dimenzionalnosti poc¢etni n-dimenzionalni prostor mapira u nizi k-
dimenzionalni prostor. Kako je ovom operacijom smanjena veli¢ina memorije potrebna
za pohranu podataka, takoder se moze smatrati metodom kompresije. Jo$ jedna njena
prednost je da se mapiranjem na dvije ili tri dimenzije omogucuje vizualizacija
podataka.

Jedna od najrasirenijih metoda redukcije dimenzionalnosti - Metoda glavnih
komponenti, datira jo$ iz 1901. Osnovna ideja bila je pronaci novi koordinatni sustav u
kojem podaci mogu biti izraZeni koriStenjem manjeg broja varijabli bez neke znacajne
pogreske. Obzirom na eksplozivni rast generiranih 1 dostupnih podataka posljednjih
godina, uz mogucénost koristenja mo¢nih racunalnih resursa, znanstvenici su predstavili
Siroki raspon metoda koje se bave redukcijom dimenzionalnosti.

Postoje dva osnovna pristupa redukciji dimenzionalnosti:

1. selekcija obiljezja: odabir podskupa (vise-informativnih) varijabli. U ovom
slu¢aju obiljezja koja nisu u korelaciji s izlazom mogu biti u potpunosti
izostavljena.

2. transformacija obiljezja: kombiniranjem postojecih varijabli vrsi se ekstrakcija

manjeg broja novih dimenzija-varijabli. Na taj nacin originalni podaci velike
dimenzionalnosti preslikavaju se u novi prostor manje dimenzionalnosti. U
novom prostoru svaka znacajka je linearna ili nelinearna kombinacija znacajki
originalnog prostora. Cilj je u novom prostoru zadrzati udaljenosti medu
podatkovnim vektorima. Razvijene su brojne metode: metoda glavnih
komponenti, nasumicna projekcija, kanonska korelacijska analiza i brojne druge
[16].
Tenzori (poglavlje 4) omogucavaju prirodan nacin pohrane i prikaza masivnih
viSedimenzionalnih podataka za Ciju se analizu razvijaju nove tehnologije koje
bi omogucile efikasnu obradu u §to kra¢em vremenu. Dekompozicija tenzora na
skupove komponentnih matrica i tenzore niZzeg reda omogucava otkrivanje
skrivenih struktura unutar podataka. Stoga je u ovom radu naglasak stavljen na
metode redukcije dimenzionalnosti bazirane na matricnoj (poglavlje 3),
odnosno tenzorskoj dekompoziciji (poglavlje 4.4).

Bitno svojstvo bilo koje metode za redukciju dimenzionalnosti je njena stabilnost. Za
neku metodu vrijedi da je stabilna ako je za dvije proizvoljne toCke (vektora) x4, x,
istinita iduca tvrdnja:

(1= llxy = x2llZ < llxa — 22113 < A + &)llxy — x,113 Vee(0,1) 2.1)
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(transformacijski operator 7 ulazni vektor transformira u vektor znacajki y = T (x)).
Interpretacija tvrdnje je da je Euklidska udaljenost u izvornom prostoru relativno
saCuvana u izlaznom (transformiranom) prostoru [17].
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3. METODE MATRICNE DEKOMPOZICIJE

Neka su podaci kojima se raspolaze dobiveni kao rezultat » razmatranja pri cemu je
broj n jako velik. Promatrano je p razlicitih obiljezja, te su rezultati pohranjeni u matricu
tipa nxp, pri ¢emu je moguce da su podaci oSteceni Sumom. Potrebno je utvrditi vezu
medu podacima i otkriti eventualne uzorke (engl. Pattern) “skrivene” medu podacima.
Upotrebom matri¢ne faktorizacije reducira se dimenzionalnost. Matrica podataka se
projicira u prostor manje dimenzije, gdje “nered” iz visih dimenzija poprima strukturu
u kojoj se moze utvrditi pravilnost medu podacima.

Vec¢ina metoda dekompozicije temelji se (ili se u nekom trenutku oslanja) na
Dekompoziciju singularnih vrijednosti (engl. Singular Value Decomposition - SVD),
koja predstavlja jedan od najvaznijih teorema numericke analize. Stoga pregled metoda
pocinje upravo detaljnim opisom metode. SVD rastav daje uvid u matematicku
strukturu matrice, no ¢injenica da omogucava aproksimaciju nizeg ranga je razlog za
njenu Siroku primjenu [18,19].

3.1. Dekompozicija singularnih vrijednosti
Ako je A € R™™ realna matrica ranga r, onda postoje ortogonalne matrice U € R™*™
iV € R™™ te dijagonalna matrica X € R™", ¥ = diag (04,03, ...,0y) gdje je o, =
0y=2+20,>010;=0zai>r+1takvedaje

A=UzVT (3.1)

Shematski prikaz dekompozicije dan je na slici 3.1.

\ T

Slika 3.1. SVD [19]

Realni brojevi 04,05, ...,05 zovu se singularne vrijednosti matrice A, a to su
nenegativni kvadratni korijeni n svojstvenih vrijednosti matrice AAT. Matrica ¥ naziva
se singularnom matricom, uy, Uy, ..., Uy, lijevim singularnim vektorima, a vq, vy, ..., v
desnim singularnim vektorima. Ako se U zapise kao U = (U,,U), gdje je Uy, €

R™™ 2% kao (Zén) gdie je =, € R™™, tada se dobije tanki SVD (Slika 3.2):

A=UpZpVT =30 uiov (3.2)
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Slika 3.2. Tanki SVD [19]

Prvih 7 stupaca ortogonalnih matrica U 1 V definira ortonormalne svojstvene vektore
vezane sa r svojstvenih vrijednosti razli¢itih od nule matrica AATi ATA.

Neka je SVD matrice A definirana jednadzbom A = UZVT i neka je r = rang(A) <
p = min(m, n).Tada je 4y = ¥, u; o;v] za k<ri vrijedi

Jmin lI4 - Bl = 1A= Akl = 0f4y + - 07 (3.3)

Ova vazna tvrdnja pokazuje da je Ax najbolja aproksimacija ranga k£ matrice A (u
smislu najmanje kvadratne pogreske), te sluzi kao osnova za redukciju
dimenzionalnosti. Svojstvo dekompozicije A = YI_;u;o;vi &esto se koristi kao
osnova za redukciju i kompresiju podataka.

Poznata je upotreba SVD-a kod sazimanja slike [20, 21]. Dodavanje vodenog Zziga
(engl. Watermarking) u svrhu zastite od manipulacije 1 distribucije koriStenjem SVD-a
moguce je kako za slike [22], tako 1 za video [23].

3.2. Metoda glavnih komponenti

Jedna od najstarijih i najviSe koristenih metoda za redukciju dimenzionalnosti podataka
je Metoda glavnih komponenti (engl. Principal component analysis - PCA) [24]. PCA
je tehnika multivarijatne analize koju je 1901. prvi put predstavio Pearson. Odredio je
pravac (danas poznat kao prva glavna komponenta) koji najbolje aproksimira (u smislu
najmanje kvadratne pogreske) skup tocaka koje prezentiraju podatke. Neovisno o
njemu, metodu je razvijao i Hotelling te ju je predstavio 1933. On je utvrdio da su
komponente svojstveni vektori matrice kovarijanci uzoraka. Kao znanstveni alat, PCA
se prvi put javlja u ¢asopisu Psychometrica a takoder je poznata pod nazivima Hotelling
transformacija (engl. Hotelling transform), Metoda empirijske ortogonalne funkcije
(engl. Empirical Orthogonal Function) te Karhunen-Loeve transformacija (engl.
Karhunen-Loéve Transform).

PCA se bazira na matemati¢kom postupku koji pretvara niz (eventualno) koreliranih
varijabli u (manji) broj nekoreliranih varijabli zvanih glavne komponente. Prva glavna
komponenta je linearna kombinacija s najveCom varijancom. Druga glavna
komponenta je linearna kombinacija sa drugom najve¢om varijancom, ortogonalna na
prvu (Slika 3.3), itd.

Glavnih komponenti ima koliko 1 pocetnih varijabli. Obzirom da prvih nekoliko glavnih
komponenti mogu pojasniti vecinu varijance, ostatak se moze zanemariti s minimalnim
gubitkom informacija.
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Slika 3.3. Prva i druga glavna komponenta dvodimenzionalnog skupa podataka [25]

Ukoliko se svaka n-dimenzionalna toCka x,; € R™ predstavi Kkoriste¢i svih n glavnih
komponenti, onda je pogreska |[x; — %;|| = 0. Medutim, vrlo mala pogreska postiZe se
ve¢ kod uporabe samo & glavnih komponenti, pri ¢emu je k < n.

Glavni smjerovi/osi su svojstveni vektori umnoska X7 X,, koji se najlakse dobiju
uporabom SVD matrice X,.

Klasi¢na metoda PCA ima dva bitna nedostatka:
1. podrazumijeva da je veza medu varijablama linearna,
2. primjenjiva je samo za numericke vrijednosti varijabli.

Stoga su razvijene razne metode za prevladavanje ovih ograni¢enja. PCA se nasiroko
koristi u obradi slike: za kompresiju [26,27,28]; za odredivanje orijentacije objekta
[27], te za prepoznavanje slike [29]. Jedan od najpoznatijih primjera upotrebe je sustav
za prepoznavanje lica Eigenfaces [30] koji funkcionira na nacin da projicira slike lica
na prostor znacajki. Bitne znacajke nazivaju se "eigenfaces" zbog ¢injenice da su one
svojstveni vektori (engl. Eigenvectors) (osnovne komponente) skupa lica.

U [31] autori su za predstavljanje slika predstavili novu verziju PCA pod nazivom dvo-
dimenzionalni PCA - 2DPCA. Bazirana je na matrici slike, matrica kovarianci je
konstruirana direktno iz ulazne matrice i svojstveni vektori su izraCunati s ciljem
izdvajanja znacajki. U prepoznavanju lica 2DPCA je pokazao znatne bolje rezultate od
standardnog PCA.

Metodu analize nelinearnih glavnih komponenti (engl. Nonlinear Principal Component
Analysis - NLPCA) moguce je koristiti u slucaju postojanja nelinearnih veza. Za njeno
izvodenje potrebna su dva koraka: 1. izabrati razinu analize: definirati prirodu varijabli
2. izvrsiti kvantifikaciju: mapirati originalne vrijednosti u odgovaraju¢e numericke.
Nakon toga se na tako kvantificirane varijable primjenjuje klasicni PCA.
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3.3. Analiza nezavisnih komponenti

Metoda analize nezavisnih komponenti (engl. Independent Component Analysis - ICA)
je metoda sli¢na PCA koju su predstavili J. Hérault, C. Jutten i B. Ans osamdesetih
godina proslog stoljeca [32]. Kako je u radu dan samo algoritam, bez teoretskog
objasnjenja, te zbog Cinjenice da je algoritam imao brojna ogranicenja, tehnika ICA je
ostala nepoznata do 1994. godine kada je predstavljena pod tim nazivom kao novi
koncept [33]. ICA se najviSe koristi u BSS (engl. Blind Source Separation - BSS),
podrucju koje se bavi razdvajanjem mijeSanih signala. Cilj ICA je izvuéi korisne
informacije ili izvorne signale iz podataka (skup izmjerenih signala smjese) i u tu svrhu
je koriSten u aplikacijama kao $to su medicinski signali, bioloski testovi, audio signali
i mnogim drugim [34]. Medutim, ICA se takoder smatra algoritmom za smanjenje
dimenzionalnosti u slucaju kada ICA moze izbrisati ili zadrzati pojedini izvor. ICA se
smatra proSirenjem metode PCA, medutim ona je statisticka metoda opée namjene koja
linearno transformira originalne podatke na komponente koje su u statistickom smislu
maksimalno nezavisne jedna od druge, dok su kod PCA komponente nekorelirane. Za
razliku od PCA, ortogonalnost komponenti nije uvijet.

Model prikazan jednadzbom X = AS naziva se ICA model i on je polaziste ICA
metode. Premda je konac¢ni cilj utvrditi vrijednost nezavisnih komponenti, glavni
zadatak te metode je pronalaZzenje matrice mijeSanja (engl. Mixing Matrix) uz
poznavanje mjeSavina izvornih signala X(t), odnosno odrediti matricu W = A™1 | ICA
model nije uvijek primjenjiv i iduce pretpostavke su obavezne [34]:

1. statisticka nezavisnost izvora signala s;, (dvije varijable y,1y, su statisticki
nezavisne ako poznavanje vrijednosti slu¢ajne varijable y; ne daje nikakvu
informaciju o slucajnoj varijabli y,, matematickim zapisom za njihove funkcije

gustoce vrijedi f(y1,y2) = f(r1) - f(v2) ).

2. medusobno nezavisni izvori nemaju Gaussovu raspodjelu, jer u suprotnom
sluc¢aju ICA metoda nece biti primjenjiva

3. matrica mijeSanja mora biti invertibilna.

Ukoliko su zadovoljeni navedeni uvjeti, matrica mijeSanja i komponente mogu biti
utvrdeni, $to je pokazao Comon 1994 [33].

Metode Analiza Nezavisnih Komponenti - ICA, Nenegativna matri¢na faktorizacija -
NMF 1 Analiza rijetkih komponenti - SPA baziraju se na problemu linearne
reprezentacije ili matricne faktorizacije skupa podataka X. Razlika je u dodatnim
zahtjevima:

- ukoliko su reci matrice S statisticki nezavisni — radi se o analizi nezavisnih
komponenti

- ukoliko su elementi matrica X, A i S nenegativni — radi se o nenegativnoj
matri¢noj faktorizaciji

- ukoliko S sadrzi $to je viSe moguce nula — radi se o problemu rijetke
reprezentacije
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3.4. Nenegativna matri¢na faktorizacija

Nenegativna matri¢na faktorizacija (engl. Nonnegative Matrix Factorization - NMF) je
cesto koristen alat u analizi visokodimenzionalnih podataka koji iz skupa nenegativnih
podatkovnih vektora automatski prikuplja rijetke i bitne znacajke. NMF su prvi
predstavili Paatero 1 Tapper pod nazivom pozitivna matricna faktorizacija. Medutim
metoda je tek radom autora Lee i Seung-a postala lakSe razumljiva i op¢e prihvacena
[35].

Osnovna metoda za redukciju dimenzionalnosti, PCA, racuna skup vektora baze koji
¢e optimalno (u smislu metode najmanjih kvadrata) aproksimirati visoko-
dimenzionalne podatke. Kako je broj vektora baze mnogo manji od broja dimenzije,
prikaz podataka kao linearne kombinacije vektora baze transformira ih u prostor manje
dimenzije. Problem se javlja zbog ¢injenice da vektori baze mogu imati 1 pozitivne i
negativne komponente, pa su podaci prikazani kao linearna kombinacija ovih vektora s
pozitivnim 1 negativnim koeficijentima. Medutim, u mnogim aplikacijama, negativne
komponente su u kontradikciji s fizickom stvarnos¢u. U cilju rjeSavanja navedenog
problema, znanstvenici su predlozili da vektori baze trebaju biti ograni¢eni na
nenegativne. Tako se NMF bazira na odredivanju $to bolje aproksimacije nenegativne
matrice A u obliku produkta dvaju nenegativnih matrica W 1 H ¢iji je rang £ maksimalno
jednak rangu pocetne matrice. Odabir vrijednosti £ uvelike utjeCe na rezultat. Pregled
algoritama za implementaciju dan je u [36].

3.5. Analiza rijetkih komponenti

Analiza rijetkih komponenti (engl. Sparse Component Analysis - SCA) kao 1 prethodne
dvije metode bavi se modelom X = AS, pri ¢emu je matrica S rijetka matrica.

Osnovne pretpostavke metode [37]: 1. Svi stupci izvorne matrice su nenegativni; 2.
Izvorna matrica ima puni redcani rank; 3. Matrica mijeSanja ima puni stupani rang i
m = n; 4. Retci matrice izvora 1 stupci matrice mijeSanja imaju jedini¢nu normu; 5.
Matrica izvora je rijetka.

Razli¢iti scenariji SCA problema dolaze s razli¢itim rijetkim strukturama. Tipi¢ne
rijetke strukture raspravljane u SCA literature mogu se podijeliti na:

- lokalno dominantni slucaj: kao dodatak osnovnim pretpostavkama, za zadani
red » od S, postoji barem jedan jedinstveni stupac c takav da vrijedi:

. {>Oakojei=r
=0 inace

- lokalno latentni slucaj: kao dodatak osnovnim pretpostavkama, za zadani red r
od S, postoji barem (n-1) linearno nezavisnih 1 jedinstvenih stupaca C, takvih
da vrijedi:

{=0 akojei=r&c€C,
“1>0 akojei #r&c € C,

- opceniti slucaj, bez ikakvih dodatnih uvjeta

SCA se koristi u rudarenju podataka, medicinskoj dijagnostici [38], BSS.
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3.6. Usporedba
Prema [39, 40]:

NMF je odlican izbor za modeliranje nenegativnih podataka kao $to su slike, npr. kod
prepoznavanja lica daje bolje rezultate u usporedbi s ICA i PCA. Isti rezultati dobiveni
su u [41] kod pronalazenja implicitnih struktura skrivenih u web poveznicama gdje se
NMF pokazala superiornom u smislu stabilnosti i1 interpretabilnosti otkrivenih
struktura. U sluc¢aju kada podaci nisu dani Gaussovom raspodjelom, ICA daje dobre
rezultate u trazenju nezavisnih izvora. Premda su se kod prepoznavanja lica metode
bazirane na ICA pokazale efikasnijim od onih na PCA [42], PCA ima mnogo S§iru
primjenu; idealan je za utvrdivanje uzoraka i redukciju dimenzionalnosti.

Premda se matricna dekompozicija pokazalo bitnim i korisnim alatom, njen bitni
nedostatak je nejedinstvenost. Npr. ukoliko se razmotri dekompozicija ranga matrice
M

M = ABT,M € R™"™™ A € R™",BT € R"™™ (3.4)

dodavanjem rotacijske matrice i njenog inverza, jednostavno je pokazati da taj rastav
nije jedinstven (tkz. rotacijski problem).

M = ABT = ARR™'B” = (AR)(R™'BT) = (AR)(BR™™)T = ABT (3.5)
Jedinstvenost moZze biti postignuta zadavanjem dodatnih uvjeta, kao S§to je

ortogonalnost kod SVD, dok su tenzorske dekompozicije jedinstvene pod mnogo
blazim uvjetima [43].
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4. MULTILINEARNA ALGEBRA - ALGEBRA TENZORA

Tenzor je viSedimenzionalno polje. Formalnija definicija glasi: tenzor N-tog reda je
element tenzorskog produkta od N vektorskih prostora, od kojih svaki posjeduje vlastiti
koordinatni sustav. Neformalno, tenzor se moze smatrati viSedimenzionalnom kockom
(najcesce) realnih podataka u kojoj svaka dimenzija odgovara drugom obiljezju ili
mjerenju (Slika 4.1).

Il

<

~
KA
A——

1=1,...,. J
Slika 4.1. Tenzor 3. reda X"J>*K [44]

Neki standardi pri oznacavanju: vektori (tenzori reda jedan) se oznacavaju podebljanim
malim slovima ili italic velikim npr. a ili A. Matrice (tenzori reda dva) se oznacavaju
podebljanim velikim slovima npr. A. Tenzori viSeg reda se oznacavaju podebljanim
Euler script slovima npr. A. Skalari se oznac¢avaju malim slovima npr. a. Element
tenzora A € R'712%-*IN oznagava se s Ay, ;__j, odnosno a; ;. ;.. Za vektor v
njegov element se oznacava s vj, gdje je i = 1, ..., m dok je a;; element matrice A. Red
tenzora oznacava broj njegovih modova ili dimenzija (§to moze ukljucivati prostor,
vrijeme, frekvenciju, pokuse, klase, rjeCnike). Moze se rec¢i i da je red tenzora broj
indeksa potrebnih za indeksiranje njegovih elemenata. Pojam “veli¢ina” oznaCava
koliki je broj vrijednosti koje neki indeks moze poprimiti.

Manipuliranje tenzorima ¢esto zahtjeva njihovo reformatiranje, a najjednostavniji nacin
je fiksiranje (nekog broja) indeksa, dok se upotrebom dvotocke oznacavaju svi elementi
pojedinog moda, tj. smjera. Na taj nacin nastaju podtenzori, Sto su za matrice bili retci
i stupci. Od posebnog su interesa tenzorska vlakna (engl. Fiber), jednodimenzionalni
fragmenti tenzora dobiveni fiksiranjem svih indeksa osim jednoga. Tenzorska vlakna
su analogani viSeg reda matri¢nih redaka i stupaca. Matri¢ni stupac je analogan
tenzorskog vlakna moda 1, a matricni redak je tenzorsko vlakno moda 2.

Tenzori tre¢eg reda imaju stupCana, retCana i poprecna tenzorska vlakna. Oznacavaju
se redom X.jx, Xi.x, Xij; (slika 4.2).

Tenzorski odsjecci (engl. Slice) su dvodimenzionalni fragmenti tenzora, definirani
fiksiranjem svih osim dvaju indeksa tenzora.

Tenzori tre¢eg reda imaju vodoravne, bo¢ne i frontalne odsjecke oznacene s
X;., X;., X.x (slika 4.2). k-ti frontalni odsjeCak X.. tenzora treCeg reda alternativno je
moguce oznaciti s Xj.
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Slika 4.2. Vlakna i odsjecci tenzora 3.reda [18]

Za tenzor se kaze da je kockast ako su svi njegovi modovi iste dimenzije, tj. X €
R™-*1 Tenzor je supersimetrican ako njegovi elementi ostaju isti pri bilo kojoj
permutaciji njegovih indeksa. Tenzor moze bit 1 (parcijalno) simetrican u 2 ili vise
modova. Npr. tenzor treceg reda je simetrican u modovima 1 i 2 ako su svi njegovi
frontalni odresci simetri¢ni.

Tenzor X € R"*-*In je dijagonalan ako vrijedi da je x;, _;, # 0 samo zai; = =
iy.

Tenzorska norma analogan je matriéne Frobeniusove norme i za tenzor X € R1%-*In
se definira kao korijen sume kvadrata svih njegovih elemenata, odnosno

I
FAE lel 12 Dt Xty iy @1

U radu s tenzorima koriste se razne vrste produkata tenzora, matrica i vektora.
Unutarnji (ili skalarni) produkt dvaju tenzora istog reda X, Y € RA*-*In definira se
kao

(x’ y) = le 1212 1" ZlN 1xlll2 lN ylllz N (4'2)
Za dva tenzora ¢iji je skalarni produkt jednak 0 se kaze da su medusobno ortogonalni.
Vanjski produkt dvaju vektora x = (x4, X3, ..., Xp) 1Y = (V1, V2, .., Y ) definira se

kao matrica A tipa m X n ¢iji su elementi dobiveni mnoZenjem svakog elementa
vektora x sa svakim elementom vektora y:
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X1Y1 X1)2 o X1Yn

x x see x
Xxoy=A= 25}’1 zsyz zs}’n 43)
XmY1 XmY2 0 XmYn

odnosno u indeksnom zapisu (x o y);; = x;y;. Vanjski produkt dvaju vektora jednak je
matri¢nom produktu xyT.

Rezultat vanjskog produkta N vektora a™ € R»,n € {1, ..., N} je tenzor

Z = a(l) o a(z) 0o..0 a(N) € Rllxlzx...xln (44)
s elementima
1 2 N
Zigiy.iy = a§1) . a§2> T aEN) 4.5)

Rezultat vanjskog produkta dvaju tenzora (razli¢itog reda) X € Rhi*->In q €
RJ1%-*Jm je tenzor
Z= X oY € ROXXXINXJ1X]2%X]m (4.6)

¢iji su elementi dani s

Zigiy-injrfo-im = Xiripein - Yirjz-im (4.7)
Rezultirajuéi tenzor sadrzi sve moguce kombinacije produkata dvaju ulaznih tenzora.

Za tenzor koji se moze prikazati kao vanjski produkt vektora se kaze da je tenzor ranga
jedan:
X=a® oa@o . oa®™ (4.8)

Vizualizacija tenzora reda 3 ranga 1 dana je na slici 4.3.

Pojam ranga tenzora razlikuje se od ranga matrice. Rang matrice je broj njenih linearno
nezavisnih stupaca (ili redaka), odnosno dimenzija slike ako se matrica promatra kao
linearni operator izmedu vektorskih prostora. Rang tenzora definira se kao najmanji
broj tenzora ranga jedan cija je suma jednaka pocetnom tenzoru (ovo je jedna od
definicija ranga tenzora). Kruskal je u [45] pokazao da rang tenzora s realnim
vrijednostima nije isti u ovisnosti da li se promatra tenzor nad vektorskim prostorom R
ili C. Jos jedna razlika je da za slucaj tenzora ne postoji jednostavan algoritam za
odredivanje ranga ve¢ je to NP-problem [46].

ARy A
£ 1 |a

v

Slika 4.3. Tenzor reda 3 ranga 1 X = aoboc [47]

Mod-n produkt tenzora A € R!1*[2%-*IN | matrice U € R/»*In oznagen s A X, U je
(I, X I, X .. X L,_1 X ] X Iy1q X ... X Iy) tenzor definiran sa

(A Xy Uity jpiy = Dty Figig i dinUj, i (4.9)
za sve vrijednosti indeksa (slika 4.4).
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Slika 4.4. Vizualizacija n-mode mnoZenja: tenzor reda 3 B € C'**12*3pomnozen je s
matricama UMD € )l g@) e ¢)2x2, g®) e ¢J3xIs [48]

U radu s tenzorima potrebno je poznavanje odredenih matri¢nih produkata cije
definicije slijede.

Kroneckerov produkt dviju matrica A € R™/ i B € RT*R oznacava se AQ B €

R'TXJR i definira s
A®B
[all B a12 B alj B -|
a21B azzB cee asz
allB alzB aI]B
= [a1®b1 a1®b2 a1®b3 a]®bR_1 a]®bR]
(4.10)

Hadamardov produkt definira se za matrice istog tipa, oznacava s A ® B a dobije se
umnoskom elemenata na istim pozicijama.

Khatri-Rao produkt definiran je za matrice s jednakim brojem stupaca na iduci nacin

= |vec(bqa; ) vec(b,ya;) ---vec(b;a; )| € R, (4.11)
{' g y ]T ITx]

Vise detalja o tenzorima moze se naci u [49, 44].
4.1. Tenzorizacija

Vektori 1 matrice nastali su kao rezultat potrebe za prezentacijom segmenta rezultata
skalarnog mjerenja i mjerenja na mrezi. Za razliku od njih, tenzori su prvobitno
predstavljeni kao matematicki objekti korisni u analizi podataka. Tenzorizacija je
postupak kreiranja podatkovnog tenzora od izvornih podataka nize dimenzionalnosti.
Autori u [50] predlazu sljedecu taksonomiju kod generiranja tenzora:

1. Preslagivanje podatkovnih struktura nizih dimenzija: vektori i matrice velikih
dimenzija daju se lako tenzorizirati te zatim komprimirati uporabom
dekompozicije tenzora (ukoliko dozvoljava aproksimaciju tenzorom nizeg
ranga), kao Sto je pokazano na slici 4.5 a). Kod obrade senzorskih polja,
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kombiniranjem podataka iz identi¢nih podpolja na prirodan nacin se generiraju
tenzori.

2. Matematicka konstrukcija: uporabom odgovaraju¢ih matematickih alata, vise u
[50]

3. Dizajn eksperimenta: viSeznacni podaci mogu se na prirodan nacin sloziti u
tenzor; na primjer, u bezicnim komunikacijama komponente signala
(vremenska, prostorna, spektralna, itd.) odgovaraju redu tenzora

4. Prirodni tenzorski podaci: neki izvori podataka su lako generirani kao tenzori
(npr. RGB slike, video, ...). U znanstvenom raunanju ponekad je potrebno

procijeniti diskretiziranu multivarijantnu funkciju Sto je prirodni tenzor, slika
4.5b)

o/ =28

/s

G (T S g f—

L \

= (2x2x2x2x%x2x2)
(64)(1) (a)
Z - :
Zp+ AZ - d)
Zo+ 2AZ - | Y
i A+2Ay
J ))'o+AY
z ) ‘ » ‘ -xo
t 5,5«
<4

(b)
Slika 4.5. a) Tenzorizacija vektora ili matrice b) Formiranje tenzora diskretizacijom
funkcije f(x,y,z) [50]

4.2. Matrizacija i vektorizacija

Ponekad je korisno tenzor prikazati u obliku matrice. Matrizacija, takoder poznata kao
razvlaCenje (engl. Unfolding) ili poravnavanje (engl. Flattening) je postupak slaganja
elemenata tenzora u matricu. Mode-n matrizacija tenzora X € R!1X-¥In je postupak
kojim se mode-n stupci (odsjecci) rasporeduju u matricu, a oznacava se s Xy (Slika
4.6). (Medu razlicitim autorima ne postoji jedinstven pristup o redoslijedu, medutim
permutacija stupaca nije bitna, ve¢ samo konzistentnost u provodenju kalkulacija.)
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Slika 4.6. Razvlacenje Iy X I X I3 tenzora A u 1y X II3 matricu Aqy, u I; X
131y matricu Ay i u I3 X 111, matricu A3y pri cemuje I; X I, X I3 =4 [5]]

Vise autora predlozilo je generalizaciju pojmova singularnih vrijednosti i vektora, te
svojstvenih vrijednosti i vektora sa matrica na tenzore viseg reda, medutim ni jedan
pristup nije uspio sacuvati sva svojstva matri¢nih analogana. Jedan od pristupa dan je
u [52].

U nekim slucajevima, pogodnije je matrice i tenzore prikazati u obliku vektora.
Vektorizacija matrice je linearna transformacija koja matricu pretvara u vektor na na¢in
da sve stupce matrice svrstava jedan ispod drugog. Vektorizacija tenzora definira se
kao vektorizacija pripadne mod 1 poravnate matrice.

4.3.Dekompozicija tenzora

Broj elemenata u tenzoru N-tog reda tipa 100 X 100 X ... X 100 za N>4] premasuje
broj atoma u svemiru, te je jasno da rad s tenzorima viSeg reda zahtjeva eksponencijalno
povecanje u memorijskim 1 raCunalnim resursima. U rijetkim slucajevima ¢e biti
moguce pohraniti sve elemente tenzora viSeg reda eksplicitno. Stoga su razvijeni
razli¢iti nacini redukcije podataka. U pocetku su navedene metode primijenjene na
tenzorima na nacin da su podaci iz tenzora reformatirani u matrice i obradeni na
klasi¢an nacin. Medutim, pokazalo se da je samo uporabom dekompozicije tenzora
viSeg reda moguce razviti sofisticirane modele koji sacuvaju i prepoznaju visestruke
interakcije 1 veze. Tenzorska dekompozicija omogucuje prirodno poopcenje nekih
metoda koriStenih u obradi signala, poput kanonske korelacije i tehnika potprostora,
separacije signala, linearne regresije, ekstrakcije 1 klasifikacije znacajki. Dva koncepta
multilinearne algebre predstavljaju bitan alat kod redukcije dimenzije u obradi signala
viSeg reda. To su multilinearno poopcenje dekompozicije singularne vrijednosti 1
najbolja aproksimacija (u smislu najmanjih kvadrata) danog tenzora tenzorom nizeg
ranga.

Ideja dekompozicije tenzora potjece jos iz 1927. kada je Hitchcock u [53] iznio prve
verzije prikaza tenzora u obliku sume tenzora ranga jedan, dok je 1944. Cattell u [54]
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iznio ideju o multiway modelu. Njihove ideje nisu privukle paznju, te dekompozicija
tenzora nije bila interesantna znanstvenicima sve do Sezdesetih godina, kada Tucker
objavljuje radove o faktorskoj analizi trodimenzionalnih matrica [55,56]. Dok je ve¢ina
radova bila objavljena u psihometrijskim cCasopisima, prvi primjer upotrebe
dekompozicije tenzora, i to u kemometriji, dali su Appellof i Davidson u [57]. Obzirom
da nije postojao opce prihvacen dogovor o notaciji, ideje su uglavnom bile izraZene na
nacin najprihvaceniji samom autoru §to je naravno otezavalo razumijevanje istih. Pored
toga, nije bila jasna mogucénost Sire primjene tenzora. Tek oko 2000. godine nekoliko
grupa znanstvenika rade¢i neovisno jedna od druge, popularizirala je tenzorski
framework 1 omogucile njegov prijelaz s psihometrije na racunalnu numeri¢ku analizu.
Bili su to u Nizozemskoj De Lathauwer, De Moore i Vanderwalle, u SAD/Kanadi
Vasilescu i Terzopoulos, u SAD-u jo§ dvije grupe znanstvenika Kolda i Bader, te Zhang
1 Golub, te u Izraelu Shashua i Levin [58]. Moglo bi se re¢i da je novu tenzorsku eru
pokrenuo DeLathauwer, traze¢i bolje rijeSenje od klasi¢nog ICA pri rjesavanju BSS
problema. Pojedini znanstvenici naglasak su stavili na teoretsko razmatranje tenzora i
razvoj novih metoda dekompozicije, dok su drugi dali konkretne primjere upotrebe
tenzora i tenzorskih dekompozicija. Sire promatrano, sa stanovista analize podataka,
pokazali su da tenzorske dekompozicije imaju veliki raspon primjene. Obzirom da je
vecina podataka koje je potrebno analizirati rezultat viSe razli¢itih ¢imbenika, po svom
karakteru su prikladni za multimodalnu analizu generiranog tenzora podataka.
Popularnost (upotrebe) dekompozicije tenzora stalno raste, te se zadnjih godina s
podrucja psihometrije 1 kemometrije proSirila i na brojna druga: obradu signala,
racunalni vid, rudarenje podataka, neuroznanost te mnoge druge. Tenzorske
dekompozicije mogu se koristiti za klasificiranje bilo kojih objekata ili njihovih
atributa, dok bi tipican primjer upotrebe bio obrada slika, ili konkretnije temeljem slika
prepoznavanje lica [59] ili prepoznavanje ljudskih kretnji.

Razvijeni su 1 softverski paketi koji omogucavaju rad s tenzorima. To su samostalni
softverski paketi: SPLATT - Parallel Sparse Tensor Decomposition [60], CADABRA
[61], dok sva tri najpoznatiji matematicka softvera, MATLAB, Mathematica i Maple
takoder imaju ugradenu podrsku za rad s tenzorima. Medu najviSe koriStene spadaju
Tensorlab [62] 1 Tensor Toolbox [47] namjenjeni koriStenju unutar MATLAB-a.

U slucaju tenzora reda 2, ve¢ina metoda za sazimanje svodi se na reduciranu
dekompoziciju singularnih vrijednosti, ali se situacija znatno razlikuje za tenzore viSeg
reda. Koristenjem navedenih tenzorskih definicija SVD (dekompozicija singularnih
vrijednosti) se za kvadratnu matricu reda 2 da izraziti u obliku [63]:

- C ”011 “22“f g] “H [g]+"22[ ]°[h]:Ul’3U§

1 21011 0 1 R 2 R= (QOIN();
[u§> ug>][o 022][“ @] = 25 uPouy’  (4.12)

Kao generalizacija dekompozicije singularnih vrijednosti predstavljene su najSire
prihvacene kanonska poliadi¢na dekompozicija (CPD) te Tuckerova dekompozicija ili
multilinearni SVD (MLSVD). Premda obje generaliziraju SVD, CP razlaze tenzor u
sumu minimalnog broja tenzora ranga jedan, dok je MLSVD povezana sa skupom
tenzora ranga n. De Lathauwer je u [64] predstavio metodu koja objedinjuje dvije
navedene dekompozicije i nazvao je Blok terminska dekompozicija (engl. Block Term
Decomposition - BTD).
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Obzirom da je trodimenzionalni slucaj Siroko primjenjiv, a uz to dovoljan za mnoge
potrebe zbog jednostavnijeg izracuna a i1 percepcije, vecina metoda pojaSnjena je
upravo na primjerima tenzora reda tri.

4.3.1. Kanonska poliadi¢na dekompozicija

Kanonska poliadicna dekompozicija (engl. Canonical Polyadic - CP) koja je jo$
poznata pod nazivima kanonska dekompozicija (engl. Canonical Decomposition -
CANDECOMP) te paralelna faktorska dekompozicija (engl. Parallel Factor
Decomposition - PARAFAC) predstavlja generalizaciju metode PCA. CP
dekompozicija bazira se na ideji da se tenzor prikaze u obliku sume tenzora ranga 1,
¢ime je tenzor aproksimiram tenzorom ranga ». Vise je autora (u razli¢itim razdobljima)
koji su neovisno jedan o drugom radili na razvoju navedene ideje, a predloZene nazive
dekompozicije zajedno s autorima (i razdobljem) mogu se vidjeti u Tabeli 4.1.

Tabela 4.1: Neki od brojnih naziva CP dekompozicije [44]

Naziv Autor
Polyadic Form of a Tensor Hitchcock, 1927
PARAFAC (Parallel Factors) Harshman, 1970

CANDECOMP or CAND | Carroll and Chang, 1970
(Canonical decomposition)
Topographic Components Model Mocks, 1988
CP (CANDECOMP/PARAFAC Kiers, 2000

RIXJXK

Gore navedena ideja primijenjena na tenzor X € reda 3, odnosno CP

dekompozicija zapisuje se
X zX:Zlearobrocr (4.13)

pri ¢emu je R pozitivan cijeli broj, a, € R',b, € RM ic, € R¥ zar € {1, ..., R} (slika
4.7). Na razini elementa CPD model se moze zapisati kao

Xijg = Xrey Qb Crr (4.14)
/ /i /i
[ b— ] 5
1 R
/ x e +.|o+
*
/ i a; ag

Slika 4.7. CP dekomporzicija za tenzor reda 3 [65]

Vektori iz svakog od modova mogu se grupirati u matrice koje se nazivaju faktorskim
matricama A = [aq, @y, ...,ag| , B =[by,b,,...,bg] i C =[cq,Cy,...,cg] dok se
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vektori nazivaju faktorima. Koristenjem produkta tenzora i matrice CPD model se moze
zapisati kao

=

Xz

[

pri ¢emu je I € RR*R*R dijagonalni tenzor reda 3 sa jedinicama na dijagonali.

Ukoliko je broj komponenti rastava u egzaktnoj (nije u pitanju aproksimacija, veé
jednakost) CP dekompoziciji jednak rangu tenzora, takvu dekompozicij zove se
dekompozicija ranga. Zanimljivo svojstvo tenzora viSeg reda je da je njihova
dekompozicija ranga Cesto jedinstvena, $to nije slucaj kod matricnih dekompozicija.

S ciljem prilagodbe osnovnog modela nekim karakteristicnim zahtjevima, znanstvenici
su s vremenom razvili verzije CP/PARAFAC modela: PARAFAC2, pomaknuti
PARAFAC (engl. Shifted PARAFAC - S-PARAFAC), konvolutivini PARAFAC (engl.
convolutive PARAFAC - cPARAFAC) te Paralelni Faktori s Linearnom Ovisno$¢u
(engl. Parallel Factors with Linear Dependency - PARALIND). PARAFAC?2 [66, 67]
model je manje restriktivan u odnosu na osnovni zahvaljuju¢i ¢emu moze biti
primijenjen na skup matrica s promjenjivom veli¢inom u jednom modu (Slika 4.8).
Stoga PARAFAC2 takoder rjeSava problem modeliranja trodimenzionalnih polja s
odrescima razli¢itih dimenzija.

d
|
|
0 |

Xk = vT

Slika 4.8. llustracija PARAFAC?2 dekompozicije [44]

S-PARAFAC [66, 68] je modifikacija koja rjeSava problem pomaknutih faktora koji
nastaje kod sekvencijalnih podataka (poput vremenskih nizova, digitaliziranih slika)
ukoliko profili latentnih faktora pomicu poziciju gore ili dolje slijedom mjerenja: takvi
pomaci naruSavaju multilinearnost te modeli standardnih faktora / komponenti vise ne
vrijede. cPARAFAC [68, 69] predstavlja generalizaciju nenegativne matri¢ne faktorske
dekonvolucije (NMFD) primijenjene na viSedimenzionalne spektralne podatke. U
analizi podataka problem koji se ¢esto pojavljuje je da rang komponentnih matrica nije
jednak (engl. Rank deficiency). U takvom slucaju PARALIND model omogucuje
modeliranje uvodenjem matrice zavisnosti (ili interakcije) medu komponentnim
matricama [68, 70].

NajceS¢e koriSteni algoritam za implementaciju CP dekompozicije je algoritam
izmjeni¢nih najmanjih kvadrata (engl. Alternating Least Squares - ALS). Suma kvadrata
razlike izmedu tenzora i modela minimizira se:

ElBlgllx_Zle arobrocr”%‘ (4.16)
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fiksiraju¢i dvije od tri faktorske matrice Sto problem svodi na linearnu metodu
najmanjih kvadrata za trecu faktorsku matricu.

Ostali popularni algoritmi su: Jennrichov algoritam (primjenjiv u slucaju kad su A, B i
C linearno nezavisni tj. punog ranga), te metoda tenzorske snage (ukoliko su faktorske
matrice jednake, a svi a, ortogonalni) [viSe u 43]. Implementacija dekompozicije
porastom reda tenzora postaje raCunalno sve zahtjevnija te su predstavljeni razli€iti
pristupi s ciljem rjeSavanja problema. U [71] autori umjesto direktne faktorizacije
tenzora viSeg reda predlazu dekompoziciju poravnatog tenzora nizeg reda (npr. 3). Na
temelju procijenjenog tenzora, generira se strukturirani Kruskalov tenzor, iste
dimenzije kao i podatkovni tenzor. Konacno rjeSenje sada je jednostavno utvrditi
koristec¢i brze algoritme za strukturirani CPD. Pregled i usporedba algoritama baziranih
na PARAFAC modelu dana je u [72, 73].

Posljednjih godina, CP dekompozicija koristi se u razli¢itim podrucjima: u obradi
signala [73, 74, 75], u telekomunikacijama [76], u obradi senzorskih polja za procjenu
smjera dolaska (engl. Direction Of Arrival - DOA) [77], u rudarenju podataka [78].

4.3.2. Tuckerova dekompozicija
Tuckerova dekompozicija predstavlja opéenitiji model koji ukljucuje CP kao poseban
slu¢aj. Smatra se generalizacijom metoda PCA 1 SVD za tenzore viseg reda. Kao i CP

dekompozicija, moze se pronaci pod razli¢itim nazivima, a pregled je dan u Tabeli 4.2.

Tabela 4.2: Raczliciti nazivi Tuckerove dekompozicije [44]

Naziv Autor

Three-mode factor analysis Tucker

(3MFA/Tucker3)

Three-mode principal component analysis | Kroonenberg and De Leeuw

(3MPCA )

N-mode principal components analysis Kapteyn

Higher-order SVD (HOSVD) De Lathauwer
Ova dekompozicija tenzor razlaze u jezgreni tenzor pomnozen s matricom duz svakog
moda, §to se u trodimenzionalnom slu¢aju moze zapisati

X~Gx;Ax,Bx;3C= Z§=1Zq@=125=lgpqr a, by, =[G;AB,Cl
(4.17)

gdje je G jezgreni tenzor €iji elementi pokazuju stupanj interakcije izmedu komponenti
a A, B 1 C su faktorske matrice (koje su obi¢no ortogonalne). Ovaj model se joS naziva
Tucker3 model. Ukoliko su P, Q, R manji od I, J, K jezgreni tenzor se moze smatrati
komprimiranom verzijom pocetnog tenzora.

Analogijom se dobije poopéenje za tenzor X € R */2%-*IN reda N kao

X ~X =G X; AD x, A® ... xy AN (4.18)

gdieje G € R/1J2XXIN 3 A(M € RIn*IN,
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U Tuckerovom modelu, dimenzije (komponenti) jezgrenog tenzora odreduju broj
faktora u modovima 1, 2 1 3. U slucaju kada je broj faktora manji od dimenzije izvornog
tenzora u pripadnom modu jezgreni tenzor moZze se smatrati komprimiranom verzijom
izvornog tenzora. Kako se Tucker model Cesto koristi za kompresiju 1 smanjenje
dimenzionalnosti, obi¢no je jezgra manje dimenzije od izvornog tenzora. Ilustracija
Tucker3 modela dana je na slici 4.9 gdje je vidljivo da elementi jezgre odreduju razinu
sprege izmedu faktora u pojedinim modovima [65].

Varijanta Tucker modela u kojoj se jedna od faktorskih matrica fiksira kao jedini¢na
naziva se Tucker2 model. Slicno se dobiva 1 Tuckerl model, tako da se dvije od tri
faktorske matrice postave u jedini¢nu. Ideja na kojoj se temelji Tucker]l model je da se
viSedimenzionalno podaci prikazu u obliku matrice na koju je onda primijenjena SVD.

/)

1A | =g R

Slika 4.9. Tucker 3-model [65]

Veca fleksibilnost Tucker modela posljedica je slobode u izboru elemenata jezgre, Sto
donosi vise mogucnosti u prakticnim primjenama. Glavni nedostatak fleksibilnosti je
Sto se za razliku od CPD modela u ovom slu¢aju ne mogu jedinstveno odrediti faktorske
matrice. U ovisnosti o primjeni i tipu podataka, jedinstvenost se pokuSava dobiti
uvodenjem uvjeta za faktorske matrice 1 jezgru (nenegativnost, rijetkost ili
ortogonalnost faktorskih matrica, odredena struktura jezgre).

Obzirom da je Tuckerova dekompozicija predstavljena, te kao takva najvise koriStena
u psihometriji, na¢in razmatranja i koriStena terminologija poprili¢no je razli¢ita od
onog potrebnog npr. u obradi signala.

KoriStenjem SVD terminologije, te upotrebom oznaka koje predstavljaju prirodno
prosirenje onih upotrjebljenih kod matrica autori su u [48] pokazali da je ona
multilinearna generalizacija SVD-a (HOSVD iz Tabele 4.2, slika 4.10). Prema [48],
svaki [; X I, X...X Iy tenzor A da se napisati u obliku produkta

A=8x,UD x, UD ... x, UM (4.19)

pri ¢emu je UM = (Ugn)Ug") U;:)) unitarna matrica tipa I, X I,,, § je [; X I, X...X
Iy tenzor (istih dimenzija kao i pocetni!) Ciji su podtenzori §; = a dobiveni
fiksiranjem n-tog indeksa na . Navedeni podtenzori imaju svojstva:

1) medusobna ortogonalnost: dva podtenzora §; = ai§; = f su ortogonalna za
sve moguce vrijednosti od n, a, f uz uvjet a # f ako vrijedi(8; -4, 8; =) =
0

2) poredak: ||8in=1|| = ||Sl-n=2|| = e ||Sl- || > 0 za sve moguce vrijednosti n.

n=In
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. . evq oo n
Frobeniusove norme ||Sl-n=l-|| simboli¢ki navedene s o™

; ~ su n-mod singularne

vrijednosti od A dok je vektor U gn) n-mod singularni vektor.
De Lathauwer i Vandewalle su u [66] razmotrili primjenu Tuckerove dekompozicije u

obradi signala dok je jedna od poznatijih primjena dekompozicije u Tensorfaces [63],
aplikaciji s podrucja raCunalnog vida.

Ill

% = I J
' Un’ll :

Slika 4.10. Vizualizacija HOSVD za tenzor 3. reda [48]

Probleme koji se javljaju kod obrade slika mogu se svrstati u razlicite kategorije a jedna
od njih bila bi fuzija slike. To je proces koji kombinira podatke dobivene s dvije ili vise
slika iste scene na nacin da rezultirajuca slika bude prilagodena ili daljnjoj obradi
(segmentaciji, izdvajanje znacajki, prepoznavanju ciljeva) ili ljudskoj 1 strojnoj
percepciji. U [79] autori se predstavili metodu fuzije baziranu na HOSVD-u; umjesto
cijelog tenzora obraduju se podijeljeni podtenzori na osnovu ¢ega se vrsi fuzija.

4.3.3. Tenzorska vlak dekompozicija

Predstavljena CP dekompozicija ima bitne nedostatke: njen izracun je NP-problem, a
pored toga aproksimacija fiksnim kanonskim rangom u nekim slucajevima nije
izvediva [80, 81]. Alternativa je bila Tuckerova dekompozicija medutim ona je
pogodna samo za tenzore malih dimenzija. Kod Tuckerove dekompozicije rastom
dimenzije jezgre javlja se problem pohrane r; X --- X 14 jezgrenih tenzora. Stoga su
znanstvenici trazili takvu dekompoziciju gdje bi se izbjegla potreba za eksponencijalno
rastu¢im memorijskim zahtjevima. Oseledets je u [80] predlozio Tenzorsku vlak
dekompoziciju (engl. Tensor Train - TT) iduceg oblika

A(i1’i2"" id) = G1(i1)62(i2) Gd(id) (4.20)

pri ¢emu su G (i) matrice tipa 1,_4 X 1 pri ¢emu je ry =15 = 1. U indeksnom
obliku:

A(iq, - ig) = Za0,~~~,¢xd_1,ad Gy (ag, iy, a1)Go(ay, iy, az) - Gglag_y,ig, aq) (4.21)

Tenzorski vagoni su G4, G, ... G4 pri ¢emu svaka dva susjeda imaju zajednicki indeks
zbrajanja. Indeksi zbrajanja a;, krecu se od 1 do 1y, (1% je rang kompresije) 1 nazivaju
se pomo¢nim indeksima, za razliku od indeksa i, koji se nazivaju prostorni indeksi.
Graficki prikaz, tj. mreza dekompozicije, dana je na slici 4.11 .

il(ll Q) (11i2(12 o (12i3(1‘3 Qg ()‘32.4()‘.; Qg4 (141.5

Slika 4.11. Mreza TT za d=5 [80]
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Mreza sadrzava dvije razliCite vrste ¢vorova. Oni u pravokutnicima sadrze prostorne
indekse (tj. indekse izvornog tenzora) i neke pomoc¢ne indekse dok krugovi sadrze samo
pomoc¢ne indekse 1 predstavljaju vezu. Ako je pomoc¢ni indeks prisutan u dvije jezgre,
oni se povezuju. Da bi se dobio element tenzora na odredenoj poziciji, potrebno je
pomnoZiti sve tenzore u pravokutnicima i zatim izvr$iti zbrajanje preko svih pomoc¢nih
indeksa. Obzirom da prikaz mreZe izgleda upravo kao vlak s kolicima i vezama izmedu
njih, to objaSnjava porijeklo samog naziva dekompozicije.

TT dekompozicija sve vise nalazi primjenu u raznim podrucjima. U [82] autori su
pokazali kako je prebacivanjem matrica tezina potpuno povezanih slojeva neuronskih
mreza u TT format mogude znatno reducirati broj parametara bez smanjenja efikasnosti
samih slojeva.

4.3.4. Ostale dekompozicije

U [83] dana je multilinearna verzija metode analize glavnih komponenti, pod nazivom
multilinearni PCA (engl. Multilinear - PCA) gdje ulazni podaci ne moraju biti u formi
vektora ve¢ takoder u obliku tenzora viseg reda. Kako je multilinearni PCA prosirenje
osnovnog modela PCA, predstavljene su i definicije pojmova svojstvene vrijednosti i
svojstveni vektori. Predstavljeni model moguce je primijeniti u raznim aplikacijama, a
kao primjer uporabe naveden je problem prepoznavanja hoda koriStenjem novog
prikaza pod nazivom EigenTensorGait.

Klasi¢ne metode PCA i ICA cesto se koriste u prepoznavanju lica i daju dobre rezultate
ukoliko je identitet osobe jedina stavka koja se mijenja. Medutim njihova efikasnost
drasti¢no opada u slucaju promjene dodatnih ¢imbenika, poput osvjetljenja, ili tocke
glediSta. Multilinearna verzija analize nezavisnih komponenti dana u [84] primjenom
statistike viSeg reda uspjesno tretira dodatne uvjete.

Vise autora predstavilo je svoje verzije ortogonalne dekompozicije tenzora, od ¢ega je
ve¢ina metoda varijacija ALS. Kolda u [85] u ovisnosti o dvije razli¢ite definicije
ortogonalnosti istrazuje ortogonalnu dekompoziciju tenzora.
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5. NEURONSKE MREZE

Umjetne neuronske mreze (4NN) motivirane su bioloSkim neuronskim mrezama te
predstavljaju njihovu digitalnu imitaciju. Mogu se definirati kao skup medusobno
povezanih jednostavnih procesnih elemenata (jedinica, ¢vorova), a c¢ija se
funkcionalnost temelji na bioloSkom neuronu i koji sluze distribuiranoj paralelnoj
obradi podataka.

Cesto se koriste za raspoznavanje uzoraka te se mogu smatrati nelinearnim
klasifikatorom koji dijeli ulazni vektorski prostor uzoraka u klase koje imaju nelinearne
granice [86]. Pokazale su se iznimno uc¢inkovite u rjeSavanju Sirokog raspona zadataka
(analizi slike, govora, podataka, signala), osiguravaju¢i pri tom velika dostignuc¢a po
pitanju tocnosti. Medutim, brojni su 1 nedostaci ANN-a, poput zahtjeva za ogromnom
koli¢inom promatranih podataka, velikih racunalnih zahtjeva, njihove znac¢ajke je teSko
interpretirati te nije moguce matematicki/teoretski potpuno objasniti kada ¢e raditi 1
zasto.

Obzirom na veliku brzinu obrade podataka ljudskog mozga te moguénost ucenja iz
iskustva, oduvijek je postojala teznja za ostvarivanjem umjetne inteligencije nalik na
ljudsku. Prve pokuSaje raCunalne imitacije rada ljudskog mozga, odnosno ljudske
neuronske mreze, napravili su McCulloch i Pitts jo§ 1940-ih godina kada su kao rezultat
istrazivanja neurofiziCkih karakteristika zivih bi¢a objavili model pod nazivom
Threshold Logic Unit (TLU). TLU model “oponasao” je bioloski neuron na idu¢i nacin:
ulazni signali su numericke vrijednosti, jakost sinapse izrazena je tezinskim faktorom
w koji se pomnozeni sa signalima sumiraju u tijelu stanice; ukoliko je dobiveni iznos
iznad definiranog praga, neuron daje izlazni signal. Inspiriran radom svojih
prethodnika, Frank Rosenblatt je desetak godina kasnije predstavio klasi¢ni model
perceptrona — najjednostavniji oblik umjetnog neurona. Njega su kasnije nastavili
razvijati Minsky 1 Papert 1 upravo je njihov model prihvacen pod nazivom perceptron.
(Slika 5.1).

I
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Slika 5.1. Model perceptrona (Minsky i Papert) [87]

Umjetni neuron (engl. Artificial neuron) koji se danas koristi kao osnovni gradevni blok
neuronskih mreza (Slika 5.2), ponesto se razlikuje od modela perceptrona. Osnovna
razlika je u aktivacijskog funkeiji.

Ulazi u neuron (koji ujedno mogu biti i izlazi prethodnih neurona) oznaceni su s x;,
i =1..n, dok su pripadajuce tezine, koje predstavljaju vaznost pojedine ulazne
varijable oznacene s w;, i = 1...n. Tezine su parametri koje mreza moze sama nauciti.
Ukoliko se sumi produkata ulaza s pripadnim teZinama doda vrijednost praga (engl.
Bias) dobije se vrijednost z = Y7, w;x; + b. Radi pojednostavljenja, navedena suma
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moze se zapisati uporabom skalarnog produkta, a ukoliko se definira x; =1 te
vrijednost praga ugradi u vektor tezina na nacin da se definira wy = b, gornja vrijednost
se racuna kao z = wx.

Inputs Weights

X - W

x -~ W

Activation
Sum function
x -~ W z a
’ z - O -
X ™ W)

Slika 5.2. Umjetni neuron [87]

Za razliku od perceptrona, koji za izlaz moze imati samo vrijednosti 0 ili 1, upotrebom
aktivacijske funkcije omogucéeno je da izlaz moze biti (bilo koji) realan broj. Najcesce
koristene aktivacijske funkcije su: korak funkcija, signum, linearna, sigmoidna,
hiperboli¢no-tangentna. Prednost ugladenih funkcija je da male promjene u ulaznim
podacima rezultiraju s malim promjenama u dobivenoj vrijednosti. Aktivacijska
funkcija zatim se primijeni na prethodno izracunatu vrijednost z, tj. raCuna se a =
0(z) = a(wx) §to predstavlja izlaznu vrijednost neurona.

5.1. Arhitektura i princip rada neuronskih mreza

Neuronske mreze sastoje se od slojeva, 1 u ovisnosti o njthovom broju se dijele na:
dvoslojne, koje sadrze samo ulazni i izlazni sloj (poput perceptrona), viSeslojne (pored
ulaznog i izlaznog postoji 1 vise skrivenih slojeva, slika 5.3), te duboke mreze (sadrze i
nekoliko stotina slojeva). Broj slojeva mreZe naziva se dubinom modela.

l

hys(X)

l

+1 Layer L,

+1

Layer L,

Layer L, Layer L,

Slika 5.3. Primjer NN s dva skrivena sloja [88]
SloZenost podataka koje je potrebno obraditi odreduje broj ¢vorova u ulaznom sloju,

dok broj izlaznih ¢vorova ovisi o broju klasa koje neuronska mreza treba predvidjeti.
Najveci problem lezi u odredivanju broja i sloZzenosti skrivenih slojeva.
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Unaprijedne (engl. Feedforward) neuronske mreze su takve kod kojih ¢vorovi iduceg
sloja primaju izlaz iz prethodnog sloja. Za razliku od njih, rekurentne neuronske mreze
(engl. Recurrent neural networks - RNN) dozvoljavaju upotrebu petlji.

Rad NN se odvija u dvjema fazama: faze ucenja (treniranja) i faze obrade podataka. Pri
tom se razlikuje ucenje s nadzorom (engl. Supervised learning) kod kojeg je dan skup
primjera gdje su poznate vrijednosti izlaznih varijabli od ucenja bez nadzora (engl.
Unsupervised learning) gdje je rezultat obrade a priori nepoznat. UCenje mreZe se
provodi sve dok nije postignuta odgovarajuca to¢nost. Valjanost aproksimacije mjeri

se funkcijom cijene (engl. Cost function) c(w; x,y) = % ™ lly — 911? koja predstavlja
(prosjecni) ukupni gubitak.

Nacin na koji neuronska mreza “uc¢i” je da racuna ukupni gubitak i pokuSava ga
minimizirati, odnosno smanjuje vrijednost funkcije troSka podeSavanjem parametara —
Sto su kod NN tezine. Ucenje se provodi kroz niz iteracija koje se sastoje od propagacije
unaprijed 1 propagacije pogreske unazad, pri ¢emu se parametri azuriraju u svakoj
iteraciji. Algoritam propagacije unaprijed u ovisnosti o ulaznoj vrijednosti x generira
rezultat . Nakon toga racuna vrijednost funkcije cijene, te primjenjuje algoritam
propagacije pogreske unazad. KoriStenjem metode gradijentnog spusta (engl. Gradient
descent) se u svakoj iteraciji parametri modela azuriraju u smjeru pada funkcije cijene.

5.2. Konvolucija

Konvolucija je jedna od najvaznijih operacija u obradi signala. Premda se operacija
konvolucije obi¢no prvo definira u kontinuiranom slucaju (za dvije funkcije s realnim
domenama koja kao rezultat daje modificiranu verziju jedne od dviju ulaznih funkcija)
nas$ je fokus stavljen na uporabu diskretne verzije konvolucije koja se koristi u
(konvolucijskim) neuronskim mrezama. Za operaciju konvolucije najces¢e se koristi
oznaka * , a diskretna konvolucija definira se na idu¢i nacin:

¢ u jednodimenzionalnom slucaju
h(x) * f(x) = Xiz_n h(Df (x = 1) (5.1)
¢ udvodimenzionalnom sluc¢aju
h(xy) « f(oy) = D v Bil-nh@Nf(x =iy =) (52)
e te analogno u trodimenzionalnom slucaju
h(x,y,2) * f(x,y,2) = Xi=_n Z?’:—N Y Nh( LR f(x =iy —j,z—k)
(5.3)

Operacija konvolucije ima svojstvo komutativnosti, asocijativnosti, te distributivnosti
u odnosu na zbrajanje. Vizualizacija djelovanja konvolucije u 2-dimenzionalnom i 3-
dimenzionalnom slucaju prikazana je na slici 5.4.
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Slika 5.4. Vizualizacija konvolucije a)2-D slucaj. Filter se moze kretati u dva
smjera, i rezultat je dvodimenzionalan skup podataka b)3-D slucaj.
Trodimenzionalni filter krece se u sva tri smjera i rezultat je trodimenzionalan [89]

5.2.1. Upotreba konvolucija u neuronskim mrezama

Konvolucije koriStene u umjetnim neuronskim mrezama sluze za ekstrakciju znacajki
(niskog) nivoa iz ulaznih podataka. Njihovo bitno svojstvo je da ¢uvaju prostorne veze
medu ulaznim podacima.

U terminologiji neuronskih mreza, prvi argument (funkcija) konvolucije naziva se
ulazom (najces¢e slika), drugi argument je filter, odnosno kernel dok se dobiveni
rezultat naziva mapa znacajki. Kod neuronskih mreza, ulazni podaci su obi¢no
prikazani u obliku viSedimenzionalnog polja podataka, dok je filter takoder
viSedimenzionalno polje parametara te se 1 jedni 1 drugi mogu smatrati tenzorima.

Diskretna konvolucija definirana formulom (5.2) moze se promatrati kao poseban tip
matri¢énog mnozenja, $to je u dvodimenzionalnom slu¢aju prikazano na slici 5.5.

Input

Kernel
a ] c d

5 HR
¢ J A

i ) k I

' Output
SR
aw + bxr + e + = + cw + dxr +
ey + [z Jy + gz ov + hz
ew + [z + Jw + g9z + gw + hx +
iy + Jz v + ks ky + |z

Slika 5.5. Primjer izracuna 2D konvolucije [90]

Ukoliko se na filter gleda kao na predlozak, s njim se klizi po slici traze¢i lokaciju gdje
se predlozak poklapa sa sli¢nim vrijednostima na slici.
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Detaljan opis nacina djelovanja filtera je iduci [91]: ukoliko se na primjer uzme kernel

1 2 1
K=1|0 0 0 ], te ako se na slici na lokaciji (x,y) nalazi horizontalni rub (u tom
-1 -2 -1

slu¢aju vrijednosti piksela na pozicijama (x+1,y) 1 (x-1,y) su znatno drugacije od onih
u promatranoj lokaciji), moze se ocekivati veliku vrijednost rezultata konvolucije.

Ako se za mjeru sli¢nosti uzme Euklidska udaljenost - sumu kvadrata razlika izmedu
vrijednosti na predloSku i na slici, jednostavno je pokazati da povecanje rezultata
dobivenog konvolucijom slike i filtera rezultira smanjenjem izracunate udaljenosti.
Stoga, u gore navedenom primjeru, velika dobivena vrijednost rezultata konvolucije
ukazuje na postojanje horizontalnog ruba.

Transponiranjem matrice K moguce je detektirati vertikalne rubove, dok bi detekcija
rubova koji leze pod drugim kutovima zahtjevala upotrebu nekog drugog kernela. U
dubljim slojevima neuronske mreze moguce je implementirati slozenije uzorke, npr.
grupe rubova koji formiraju odredeni oblik. Udruzivanjem slozenijih uzoraka u jo$
dubljim slojevima mreze omogucuje prepoznavanje odredenih tipova objekata.

Navedeno svojstvo asocijativnosti konvolucije omogucuje poboljsanje efikasnosti
primjene uzastopnih konvolucija u odredenim sluc¢ajevima. Naprimjer, u sluc¢aju da se
zeli izgladiti neku sliku 1 dobiveni rezultat derivirati. To se moZe napraviti
konvolviranjem slike s Gaussovim filterom te zatim konvolviranjem s filterom za
derivaciju. Alternativni pristup bio bi (zahvaljuju¢i svojstvu asocijativnosti) izvrsiti
konvoluciju derivativnog filtera s Gaussovim ¢iji rezultat je filter nazvan DOG (engl.
Difference of Gaussian) koji se zatim konvolvira sa slikom. DOG filter moze biti
unaprijed izracunat, ¢ime se ustedi na jednoj konvoluciji [92].

5.2.2. Separabilne konvolucije

Ukoliko je K velic¢ina (retka ili stupca) konvolucijskog kernela, izvodenje konvolucije
zahtjeva K? operacija. Proces konvolucije moZe biti znatno ubrzan ukoliko je filtriranje
moguce izvrsiti prvo jednodimenzionalnom horizontalnom konvolucijom za kojom
slijedi jednodimenzionalna vertikalna konvolucija, $to bi ukupan broj procesa svelo na
2K. Konvolucijski kernel za koji je moguce izvesti navedeno se kaze da je separabilan.
Moze se pokazati da je dvodimenzionalni kernel K koji moze biti zamijenjen slijednim
izvodenjem horizontalnog h te vertikalnog kernela v, moguce prikazati kao vektorski
produkt tih dvaju kernela.

Separabilne konvolucije mogu se podijeliti na prostorno separabilne i dubinski
separabilne. Prostorno separabilne konvolucije ime su dobile radi ¢injenice da se bavi
prostornim dimenzijama slike 1 kernela: Sirinom i visinom. Jedna od poznatih prostorno
separabilnih konvolucija je Sobel kernel, koristen za detekciju rubova:

-1 0 1 1
[—2 0 2] = [2] x[-1 0 1] (5.4)
-1 0 1 1

Dubinski separabilne konvolucije pored prostornih dimenzija se bave i dimenzijom
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dubine, tj. brojem kanala $to bi u slu¢aju RGB slike bilo 3. Kao i prostorne, dijele kernel
u dva odvojena kernela koji onda obavljaju dvije konvolucije: dubinsku i tockastu.

Povecanje efikasnosti zahvaljujuéi separabilnosti bitno je svojstvo (pojedinih) kernela
te je potrebno utvrditi da 1i je neki kernel separabilan. Direktna metoda je promatrati
2D kernel kao 2D matricu, uzeti njenu dekompoziciju singularnih vrijednosti K =
Yiou;v] . Kernel je separabilan ukoliko je prva singularna vrijednost o, razli¢ita od 0

i u tom slucaju \/ogug i /oovl predstavljaju vertikalni i horizontalni kernel rastava
[92].

5.3. Konvolucijske neuronske mreze

Pokazalo se da klasicne neuronske mreze ne daju dobre rezultate u slucaju kada su
ulazni podaci slike. Predlozeni model konvolucijskih neuronskih mreza (engl.
Convolutional Neural Networks - CNN) se upotrebom odgovarajucih filtera uspjesno
prilagodava prostornim i vremenskim ovisnostima slikovnih (video) podataka. Stoga je
razvoj konvolucijskih mreza doveo je do velikog napretka u rjeSavanju brojnih
problema podruc¢ja racunalnog vida premda polako pronalaze primjenu i u drugim
podruc¢jima. Klasifikacija slika, lokalizacija i1 detekcija objekata neke su od zadaca
vizualnog raspoznavanja koje nalaze primjenu u brojnim disciplinama, pogotovo u
medicini, robotici, upravljanju i nadzoru.

Konvolucijske mreze organizirane su u viSe slojeva pri ¢emu je uobicajeno da su prvi
slojevi odgovorni za odredivanje znacajki niskog nivoa, poput rubova. U idu¢im
slojevima obraduju se znacajke viSeg nivoa S§to u konacnici dovodi do potpunog
razumijevanja slike.

Dijelovi konvolucijske mreze su:

- Ulazni sloj koji predstavlja ulaznu sliku

- Konvolucijski sloj, koji se najcesce sastoji od dva dijela, u prvom dijelu na
prethodni sloj djeluje s unaprijed odredenim brojem filtera namjenjenih
prepoznavanju to¢no odredenih znacajki; nakon toga, u drugom dijelu, na
rezultat prvog dijela se djeluje neka aktivacijska funkcija (najucinkovitijom se
pokazala ReLLU funkcija, visSe u [91])

- Sloj sazimanja (engl. Pooling) koji djeluje na prostorne dimenzije aktivacijske
mape, pri ¢emu se ne mijenja dubina aktivacijske mape. Na taj nacin je izvrSena
redukcija podataka. Razlikuju se maksimalno 1 prosjeCno sazimanje.
Maksimalno sazimanje pored redukcije podataka sluzi i kao mehanizam za
smanjenje Suma. Konvolucijski sloj i1 sloj saZzimanja zajedno ¢ine i-ti sloj
konvolucijske mreze.

- Potpuno povezani (engl. Fully connected) slojevi kod kojih su neuroni izmedu
dva susjedna sloja svi medusobno povezani; kao izlaz daju vektor rezultata.

Primjer CNN arhitekture s viSe konvolucijskih slojeva dan je na slici 5.6.
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Slika 5.6. Primjer CNN arhitekture [93]

Hiperparametri modela koje je potrebno definirati u svakom konvolucijskom sloju su:

- broj filtera

- veli€ina filtera: definira se prostornim dimenzijama filtera, uglavnom se koriste
kvadratni filteri malih dimenzija.

- dopunjavanje (engl. Padding) je nadopunjavanje originalne mape znacajki
nulama oko rubova.

- korak (engl. Stride) predstavlja broji piksela za koji se pomice horizontalno i
vertikalno pri konvoluciji

Dostupnost velikih koli¢ina podataka, te razvoj hardvera omogudili su razvoj CNN

arhitektura koje postizu odlicne rezultate. Pregled danas najpoznatijih koriStenih
arhitektura, poput AlexNet, Le-Net5 dan je u [94].
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6. NASTAVAK ISTRAZIVANJA

Temeljna motivacija za daljnje istrazivanje je potencijalna primjena redukcije
dimenzionalosti koriStenjem navedenih tehnologija u obradi podataka iz dogadaja u
CMS detektoru.

Dosada koristeni algoritmi za detekciju i prac¢enje Cestica pokazali su se u¢inkovitima 1
s prihvatljivom latencijom. Medutim, obzirom na (ofekivano) ekstremno povecanje
volumena podataka koje ¢e detektori Cestica morati analizirati (i isfiltrirati) da bi
utvrdili postojanje dogadaja od interesa u HL-LHC fazi projekta, potrebno je pored
senzorske tehnologije unaprijediti 1 koriStenu metodologiju.

Metode strojnog ucenja koriStene su u razlicite svrhe pri obradi podataka u LHC-u (npr.
za rekonstrukciju sirovih podataka detektora u fizikalne objekte), a vrlo efikasnim
pokazali su se sofisticirani algoritmi strojnog ucenja koriSteni u okidacima. Mnoge
nove publikacije vezane za CMS/LHC baziraju se na primjeni tehnika strojnog ucenja
dok je pod okriljem CERN-a pokrenut projekt HEP.TrkX koji istrazuje moguénosti
primjene metoda strojnog uc¢enja na HL-LHC rekonstrukciju staza [95].

Sli¢nost s problemima segmentacije i oznac¢avanja slika te prac¢enjem objekata, koji su
uspjesno rjeSavani metodama dubokog ucenja, motivirala je znanstvenike da navedene
metode primjene na rjeSavanje nekih LHC problema.

Prvi problem u implementaciji neuronskih mreza u LHC projektu su ograniceni resursi.
U idu¢em poglavlju dani su primjeri upotrebe neuronskih mreza u slucaju limitiranih
racunalnih resursa, te moguce prilagodbe. Nakon toga predstavljeni su primjeri
upotrebe konvolucijskih neuronskih mreza kod rjeSavanja odredenih problema u fizici
Cestica: prepoznavanje mlazova i klasifikator dogadaja.

6.1. Primjena neuronskih mreZa na uredajima s ograni¢enim resursima

Premda efikasnost ANN uvelike ovisi o kapacitetu/koli¢ini dostupnih racunalnih
resursa, u odredenim primjenama (upravo kao i u slu¢aju LHC senzora), ANN se
moraju koristiti na uredajima s ograni¢enim resursima poput pametnih telefona, ili kao
u nasem slucaju FPGA-ova. U [96] autori su istrazili implementaciju neuronskih mreza
na FPGA-ovima, te ispitali koriStenje resursa i latenciju za razli¢ite arhitekture NN te
razli¢iti izbor hiperparametara. Upotreba ML u hardveru koriStenom za selekciju u
realnom vremenu baziranom na FPGA-ovima je ograni¢ena. Razlozi za to su u prvom
redu sloZenost implementacije istih, te FPGA-ovi zahtjevi za resursima. Stoga je bitno
minimizirati koriStene modele i ubrzati postupak zakljucivanja. Za izradu modela
stojnog ucenja na FPGA-ovima razvijen je kompajler baziran na sintezi visoke razine
(engl. High-Level-Sintesis) zvanoj hls4ml S§to je omoguéilo smanjenje vremena
potrebnog za razvoj softvera.

Alternativni pristup prilagodbi neuronskih mreza ograni¢enim resursima bio bi smanjiti
1 ubrzati mrezu, ali bez veceg gubitka tocnosti. PredloZene su razne metode, poput
koristenja separabilnih konvolucija, smanjenja broja parametara, te tehnike kvantizacije
mreze. Binarne neuronske mreze (engl. Binary/Binarized Neural Networks - BNN) su
nedavno definirane 1 predstavljene [97-101]. BNN su duboke neuronske mreze koje za
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tezine 1 aktivaciju koriste binarne vrijednosti (+1 i -1). Deterministi¢ka binarizacija
tezina moze se izvrsiti koristenjem funkcije
1 akojew =0
wy = {7 et = (6.1)
-1 inacCe

pri cemu je je wy, binarizirana vrijednost tezine, dok je w prava (realna) vrijednost
tezine. Autori su u [101] dali stohasticku verziju koja je u njihovim testiranjima
pokazala bolje rezultate:

_(+1 swvjerojatnoscup = a(w)
Wb = {—1 s vjerojatnos¢u 1l —p (6.2)
gdje je
o(x) = clip (x7+1, 0,1) = max(0, min (1,%“))
(6.3)

Vec¢ina dosad ponudenih modela BNN radi jednostavnije implementacije koristi
deterministicku verziju. Zahvaljuju¢i ogranic¢enju vrijednosti tezina (i aktivacija) na +1
1 -1, BNN-ovi mogu izvoditi izraCune pomocu operacija na bitovima, Sto smanjuje
vrijeme izvrSavanja. Pri tom je vrijednost -1 kodirana kao 0, +1 kao 1. Veli¢ine modela
BNN-a mnogo su manje od modela NN koje rade s punom preciznos¢u. Takoder su
dobri kandidati za implementaciju dubokog u¢enja na FPGA-ovima i (pogotovo) ASIC-
ovima zbog njihove efikasnosti u izvodenju operacija na bitovima. U prvim verzijama
BNN-a uocen je problem kod propagacije pogreske unazad i metode stohastickog
gradijentnog spusta. One se ne mogu izravno primijeniti jer se teZzine ne mogu azurirati
u malim koracima te je bilo potrebno razviti alternativne pristupe, vise u [99]. Vecina
pristupa zahtjeva oCuvanje realnih vrijednosti tezina u nekoj od faza rada neuronske
mreze.

Nedostatak BNN je loSija to¢nost u usporedbi s rezultatima dobivenim koriStenjem
realnih vrijednosti. U [99] dan je pregled to¢nosti BNN na razli¢itim skupovima
podataka.

U [100] autori su predlozili tenzorizaciju koristenih filtera u BNN, te njihovu
parametrizaciju uporabom matri¢ne ili tenzorske dekompozicije. Dobiveni rezultati
pokazuju poboljsanje u to¢nosti treniranih modela uz ocuvanje prednosti koje obi¢no
nude binarne mreze: zadrzana brzina izvodenja (do 58 puta) 1 usSteda prostora (do 32
puta).

6.2. Primjer upotrebe CNN-a u obradi LHC podataka
U LHC-u, kao rezultat raspada Cestice na visokoenergetskih kvarkova i gluona, nastaju
mlazovi Cestica (engl. Jef) ¢ija rekonstrukcija, klasifikacija 1 razlikovanje od

pozadinskih (mlazova) Cestica predstavlja temeljni izazov.

Upotreba ANN u fizici Cestica ima dugu povijest, medutim tek je razvoj dubokih
konvolucijskih mreza omogucio njihovu primjenu na sirovim podacima tretirajuci
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mlazove Cestica poput slika, bez postavljanja ulaznih znacajki baziranih na znanjima iz
podrucja.

Inspirirani tehnikama raunalnog vida (engl. Computer Vision - CV) koriStenim kod
prepoznavanja lica, autori su u [103] predstavili Jet Images - algoritam namijenjen
prepoznavanju mlazova. Pri tom nisu izravno koristili fizickim svojstva Cestica, ve¢ se
oslanjali na informacije na niskoj razini. To se odnosi na ¢injenicu da su mlazovi Cestica
prikazani kao slike s energetskim depozitima Cestica unutar mlaza koje sluze kao
intenziteti piksela. Evolucija metode predstavljena je u [104] u kojima su autori za
utvrdivanje 1 oznaCavanje mlazova zajedno s tehnikama racunalnog vida koristili
konvolucijske neuronske mreze. U nekim istrazivanjima, autori su predlozili
klasifikator dogadaja koji za ulaz koristi sirove podatke (engl. Raw data) CMS
detektora. Detaljnije, klasifikator baziran na konvolucijskoj neuronskoj mrezi testiran
je na 2012 CMS Simulated Open Data [105], koji koristi najve¢i stupanj simulacije
detektora. Pristup rekonstrukciji staze u tragacu koristenjem konvolucijskih neuronskih
mreza pri HL-LHC uvjetima dali su autori u [106].

6.3. Mogudi smjerovi daljnjeg istraZivanja

Kako je ve¢ navedeno u poglavlju 2.1.3, jo$ nije definirana detaljna arhitektura sustava
okidaca HG kalorimetra, a samim tim ni algoritam rekonstrukcije tragova Cestica.
Nadogradena verzija HGCAL-a sadrzavat ¢e kalorimetar za uzimanje uzoraka (engl.
Sampling Calorimeter) na bazi silicija visoke razlucivosti, uz upotrebu silicijskih
senzorskih modula koji omogucuju finu segmentaciju na detektorskoj ravnini. Visoka
granularnost smanjit ¢e broj pogresno identificiranih tragova cestica. Da bi se postiglo
Sto

efikasnije prekrivanje detektorskog sloja koriste se senzorski moduli nastali
grupiranjem heksagonalnih senzorskih ¢elija. Kao uvod u temu doktorata, obavljeno je
preliminarno istrazivanje o moguénostima i efikasnosti prekrivanja detektorske ravnine
senzorskim modulima razli¢itih oblika [107,108].

Postojece arhitekture za detekciju zanimljivih regija u detektoru temeljene su na obradi
u dvije dimenzije kako je prikazano na slici 6.1. Senzorske ¢elije s najve¢im energijama
su grupirane unutar svakog sloja ¢ime nastaju 2D klasteri (engl. Clusters) koriSteni za
izraCunavanje centroidne pozicije 1 informacije o energiji na svakom sloju.
Upotrebljene su dvije temeljne koordinate podataka na sloju, a zatim se rezultati 2D
obrade povezuju rekonstruiranjem tre¢e dimenzije [109]. 3D klasteri mogu se
klasificirati primjerice kao EM kandidati za elektron ili foton.

| 1LLFORMIRANJE 2D GRUPA NA
SVAKOM SLOJU

. 2.POVEZIVANIJE 2D GRUPA U

1 3D GRUPU

Potencijalna strategija primjene tenzora u nadogradenom okidacu temelji se na
koristenju ¢itavog volumena podataka u detektoru, odnosno istrazivanje mogucnosti
direktne 3D obrade i redukcije podataka. Naime, kako je ve¢ navedeno u radu,
kombiniranjem podataka iz identi¢nih senzorskih podpolja na prirodan nacin se
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generiraju tenzori. U naSem sluc¢aju, podpolja za obradu bili bi slojevi detektora. Oni
predstavljaju tenzorske odsjecke.

Jedna strategija zasnivala bi se na koristenju cjelokupnih senzorskih podataka, bez
ikakve prethodne selekcije na bazi najve¢ih energija, znaci tenzor bi sadrZavao
vrijednosti svih ocCitanih energija, pozicije senzorskih ¢elija predstavljale bi prva dva
moda dok bi tre¢i mod bio redni broj sloja u tenzoru. Nakon toga izvrsili bi redukciju
podataka aproksimirajuci pocetni tenzor s tenzorom nizeg ranga.

Druga moguca strategija bila bi prepoznavanje 3D oblika (karakteristi¢nog za oblik
rasapa neke Cestice). Ukoliko se tenzor definira na prethodni nacin ali umjesto
vrijednosti deponiranih energija stavi vrijednost 1 ili 0 u ovisnosti o tome da li je
senzorska celija detektirala depozit energije ili ne, dobije se binarni tenzor. Kako se
svaki 3D oblik moze takoder prikazati kao binarni tenzor, potrebno je utvrditi da li
postoji ,,poklapanje* izmedu tenzora senzorskih podataka i tenzora oblika.

Jo§ jedan potencijalni smjer za daljnje istrazivanje jest moguénost razvoja
konvolucijske/binarne umjetne neuronske mreze koja prepoznaje zanimljive 3D regije.
Naglasak moze biti na realizaciji mreze postupkom tenzorske dekompozicije kako bi
se olakSala viSedimenzionalna obrada i reducirala dimenzionalnost. U prethodnom
poglavlju pokazano je da je primjena umjetne inteligencije postala jako popularna na
CERN-u zadnjih godina te su dani primjeri raznih 2D modela klasifikacije koji su se
istrazivali/primjenjivali. Postavlja se pitanje da li se neki od tih modela moze prosiriti
na 3D problem analize te kako razviti model HGCAL 3D dogadaja.
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7. ZAKLJUCAK

Senzorske mreze generiraju velike koli¢ine kompleksnih podataka ¢ija obrada i pohrana
predstavljaju veliki izazov. Izvorni podaci Cesto sadrze i nepotrebne podatke (Sumove,
redundantne podatke). Uz pomo¢ automatiziranih metoda analize, moguce je utvrditi
vazne veze medu podacima, i uz pomo¢ toga reducirati veli¢inu i dimenzionalnost
generiranih podataka. Razvijene su brojne metode redukcije a u radu je dan pristup
redukeciji dimenzionalnosti baziran na mati¢nim i tenzorskim dekompozicijama koje su
postale standardan alat za smanjenje dimenzionalnosti. Dan je pregled najpopularnijih
metoda dekompozicije, te su navedeni primjeri uporabe.

Podaci dobiveni ocitavanjem senzora LHC eksperimenta dani su kao primjer
generiranja 1 obrade velike koli¢ine podataka. U fazi HL-LHC eksperimenta kao
rezultat povecanja luminoziteta i poboljSanja koriStene tehnologije ocekuje se
ekstremno povecanje volumena generiranih podataka. Uvjeti pod kojima se odvija
eksperiment, brzina priljeva podataka te ograniCeni racunalni resursi dostupni
primarnoj selekciji podataka dodatno otezavaju njihovo procesiranje. Stoga njihovo
obrada zahtjeva interdisciplinarni pristup koji ukljucuje primjenu najnovijih metoda.

Metode strojnog ucenja, posebno neuronske mreze, ve¢ se koriste u razli¢itim fazama
eksperimenta. Premda su visoki racunalni zahtjevi koje imaju neuronske mreze u
neskladu su s ogranic¢enim raspolozivim resursima, dani su primjeri implementacije
neuronskih mreza na uredajima s ograni¢enim resursima (FPGA) §to ukazuje na
mogucnost primjene istih u obradi HL-LHC podataka. Binarne neuronske mreze koriste
samo vrijednosti 1 1 -1, te stoga obradu izvode pomocu operacija na bitovima.
Efikasnost u izvodenju operacija, velicina modela i moguénost jednostavne
implementacije na FPGA-ovima i ASIC-ovima ¢ine ih bitnim kandidatima za primjenu
u obradi HL-LHC senzorskih podataka.

Matri¢ne i tenzorske dekompozicije predstavljene u prvom dijelu rada moguée je
koristiti na viSe nacina: 1. u predobradi podataka 2. kao alat za ubrzanje neuronskih
mreza. Primjena tenzorskog racuna u okidacu omogudila bi koriStenje Ccitavog
volumena podataka u detektoru, odnosno istrazivanje mogucénosti direktne 3D obrade 1
redukcije podataka.

Neuronske mreZze, posebno binarne, u kombinaciji s tenzorskom tehnologijom
predstavljaju potencijalni alat za direktno istrazivanje 3D senzorskih podataka.
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8. POPIS OZNAKA I KRATICA
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CERN
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HOSVD
ICA
LHC
LHCb
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NLPCA
NMF
PARAFAC
PARALIND
PCA

PU

RNN
ROI
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SVD
TLU

TP

TT
WLCF

A Large Ion Collider Experiment
Alternating Least Squares

Artificial Neural Network
Application-Specific Integrated Circuit
A Toroidal LHC Apparatus

Binary Neural Networks

Blind Source Separation

CERN Advanced Storage system

Conseil européen pour la recherche nucléaire

Compact Muon Solenoid
Convolutional Neural Network
Canonical Polyadic

Computer Vision

Canonical Decomposition

Data AcQuisition

Direction Of Arrival
Electromagnetic Calorimetar
engleski

Field Programmable Gate Arrays
Hadronic Calorimetar

High Granularity Calorimeter
High Level Trigger

High Luminosity LHC
Higher-order SVD

Independent Component Analysis
Large Hadron Collider

Large Hadron Collider beauty
Machine Learning

Nonlinear Principal Component Analysis
Nonnegative Matrix Factorization
Parallel Factor Decomposition
Parallel Factors with Linear Dependency
Principal component analysis

Pile Up

Recurrent neural networks
Region Of Interest

Sparse Component Analysis
Singular Value Decomposition
Threshold Logic Unit

Trigger Primitive

Tensor Train

The Worldwide LHC Computing Grid
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